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Viele Aussagen in der Physik lassen sich sehr gut in der Sprache der Mathematik beschreiben.
Sie erlaubt eine prézise Beschreibung vieler Phdnomene in abstrakter Form, vom Newtonschen
Gravitationsgesetz iiber die Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik bis hin zu aktuellen Ent-
wicklungen in der String-Theorie.

Der Vorlesungszyklus Mathematik fiir Physiker soll IThnen helfen,

e die notwendigen Begriffe zu entwickeln, um mathematische und physikalische GesetzméBig-
keiten sorgfiltig und versténdlich aufzuschreiben, und die Voraussetzungen der entspre-
chenden Resultate klar anzugeben,

e sich das Handwerkszeug anzueignen, das insbesondere bei der quantitativen Beschreibung
physikalischer Vorgéinge auftritt (siehe auch Vorlesung Mathematische Hilfsmittel der Phy-
stk). Weiter soll sie Thnen ermdoglichen, Thr Wissen je nach Bedarf spiter zu vertiefen, sei
es, wenn Sie als theoretische/r PhysikerIn numerische Verfahren entwickeln oder im Grenz-
gebiet zwischen Mathematik und Physik arbeiten, sei es, wenn Sie als Experimentalphysi-
kerIn Messwerte in einen sinnvollen Zusammenhang bringen und quantitativ interpretieren
mochten.

e Problemlosestrategien kennenlernen, denn im Unterschied zur Schule werden Thnen an der
Hochschule und spéter viele Probleme begegnen, fiir die schon der prinzipielle Losungsweg
zunéchst nicht klar ist. Sie werden unterschiedliche Herangehensweisen erleben und selbst
lernen, unter mehreren Moglichkeiten die erfolgversprechendste zu finden.

Das vorliegende Skript ist als Begleitmaterial zur Vorlesung zu verstehen, es ersetzt diese nicht
und es schadet auch nicht, ab und zu in eines der vielen Biicher zum Thema zu schauen.



1 Mengen, Abbildungen und Zahlen

1.1 Mengen

Den grundlegenden Begriff einer Menge formal zu definieren, ist gar nicht so einfach, wie man
vielleicht glaubt. Aus diesem Grund geben wir uns mit einer intuitiven Beschreibung zufrieden.

»Definition“ (Cantor, 1885): ,Fine Menge ist eine wohldefinierte Zusammenfassung ver-
schiedener Objekte zu einem Ganzen.“

Diese Objekte nennen wir Elemente der Menge. Cantors Forderung nach ,,verschiedenen“ Ob-
jekten bedeutet, dass keines der Elemente mehrfach in einer Menge vorkommt.

Beispiele:
1. Die Menge aller Studierenden in dieser Vorlesung
2. die Menge der Postleitzahlen im Stadtgebiet von Bochum
3. die Menge N = {1,2,3,...} der natiirlichen Zahlen
4. die Menge Ny = {0,1,2,3,...}

5. die Menge P = {2,3,5,7,11,...} der Primzahlen, d.h. der Zahlen, die genau zwei Teiler
besitzen.

6. die Menge R der reellen Zahlen, mit der wir uns spéter noch ausfiihrlicher befassen werden.

7. Die Menge, die iiberhaupt kein Element enthilt, heifit leere Menge und wird {} oder ()
geschrieben.

Ist ein Objekt a in einer Menge A enthalten, dann schreibt man a € A, ansonsten a ¢ A.

Theoretisch lassen sich auch Dinge, die nicht offensichtlich miteinander zu tun haben, zu einer
Menge zusammenfassen. Ein Beispiel wire die Menge, die aus der Farbe blau, dem Satz von
Pythagoras und Harry Potter besteht...

Mit solchen Mengen ldsst sich allerdings nicht viel anfangen, daher werden wir uns um sie auch
nicht weiter kiimmern.
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Zur Schreibweise: Mengen schreibt man tiblicherweise entweder wie oben als Auflistung in ge-
schweiften (Mengen—)Klammern oder indem man die Elemente der Menge durch ihre Eigenschaf-
ten charakterisiert. Auf diese Weise lassen sich auch unendliche Mengen ohne ,,...“ darstellen.
Wir schreiben beispielsweise

P = {n € N; n ist eine Primzahl}.
Genau genommen meint man damit die Menge aller natiirlichen Zahlen, fiir die die Aussage ,,n

ist eine Primzahl“ wahr ist. Dabei ist eine Aussage ein Satz, der entweder wahr oder falsch ist
(,tertium non datur®).

Definition:

(i) Seien A und B Mengen. Dann nennt man B eine Teilmenge von A und schreibt B C A,
falls jedes Element von B auch in A enthalten ist.

(ii) Seien A und B Mengen. Der Durchschnitt AN B besteht aus allen Elementen, die sowohl
in A als auch in B enthalten sind:

ANB:={z; x € Aund z € B}.

Das hierbei verwendete Zeichen ,,:=* bedeutet, dass der links stehende Ausdruck durch
den Ausdruck auf der rechten Seite definiert wird.

(iii) Die Vereinigung A U B besteht aus denjenigen Elementen, die in A oder in B enthalten
sind:
AUB :={z; x € Aoder x € B}.

(iii) Die Differenz A\ B besteht aus denjenigen Elementen, die in A, aber nicht in B enthalten
sind:
A\ B:={z; v € Aund z ¢ B}.

Achtung ! Mit oder ist hier (und iiberhaupt in der Mathematik) nicht das ausschlieflende ent-
weder...oder gemeint. A U B enthélt auch diejenigen Elemente, die in A und in B liegen.

Definition: Zwei Mengen A und B heiflen gleich, wenn A C B und B C A.

Bemerkung:

(i) Offensichtlich gelten fiir Vereinigung und Durchschnitt das Kommutativgesetz

AUB = BUA
ANB = BNA
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(ii) Auch kommt es bei mehrfachen Vereinigungen und Durchschnitten nicht darauf an, in
welcher Reihenfolge man sie bildet. Es gilt das Assoziativgesetz
(AUB)UC = AU(BUC)
(ANB)NC = An(BNCOC)

Satz 1.1

Seien A, B und C' beliebige Mengen. Dann gelten die Distributivgesetze
AU(BNC) = (AUB)N(AUCQ)
AN(BUC) = (AnB)U(ANCQC)

Beweis: Um die Gleichheit der Mengen zu beweisen, miissen wir zuerst die Inklusion
AUu(BNnC)C(AUB)N(AUCQ)

und anschlieBend die umgekehrte Inklusion zeigen. Wir starten also mit einem Element x €
AU (BNCQC) der linken Menge. Dann ist z € A oder x € BN C.

Im ersten Fall ist z € AU B und z € AUC, also ist z auch im Durchschnitt (AU B)N(AUC)
enthalten.

im zweiten Fall ist z € B und x € C, also ebenfalls z € AU B und x € AU C. Daher liegt =
auch in der rechten Menge und die Inklusion ist bewiesen.

Fiir die umgekehrte Richtung
(AUB)N(AUC)C AU(BNCQO)

starten wir mit € (AUB)N(AUC). Dann ist x € AUB und z € AUC. Falls z € A sind wir
fertig, ansonsten muss x sowohl Element von B als auch von C' sein und damit auch von BN C.
Dann ist schlieflich auch z € AU (BN C). O

Gelegentlich werden wir es mit Aussagen zu tun haben, die von Variablen abhéngen.
Als Beispiel betrachten wir die Aussage A(n) ,,Die Zahl n ist eine Quadratzahl“. Man kann
nun (in Gedanken) alle natiirlichen Zahlen fiir n einsetzen und erhilt jeweils eine Aussage.
Beispielsweise ist A(1) die Aussage ,Die Zahl 1 ist eine Quadratzahl® eine wahre Aussage,
wahrend A(2) ,,Die Zahl 2 ist eine Quadratzahl“ falsch ist.
Haufig stellt sich die Frage, ob eine Aussage A(n) fiir alle n richtig, bzw. ob sie fiir alle n falsch
ist. Quantoren dienen dazu, solche Aussagen zu formulieren.
Der All-Quantor V driickt aus, dass eine Aussage fiir alle Elemente a der Menge A wahr ist.
Die Schreibweise

VYm e M : A(m)

bedeutet, dass die Aussage A(m) fiir alle m € M eine wahre Aussage ist.
Der Existenz-Quantor 3 driickt aus, dass die Aussage zumindest fiir eine Variable wahr ist:

dm e M : A(m)
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bedeutet, dass (mindestens) ein Element m der Menge M existiert, fiir das die Aussage A(m)
wahr ist.

Beispiele:

1. Sie wissen vermutlich aus der Schule, dass V/2 keine rationale Zahl ist. Wir werden das in
Kiirze auch beweisen. Die Tatsache, dass es so ist, konnen wir schon jetzt mit Quantoren
so ausdriicken:

VgeQ: ¢*#2.
2. Die Menge P der Primzahlen kann man charakterisieren als
P={p>1YmneN:m>1lundn>1=p#m-n}.

Sie besteht genau aus den Zahlen, fiir die die Aussage nach dem Semikolon wahr ist, die
sich also nicht als Produkt von zwei Faktoren > 1 schreiben lassen.
Eine alternative Charakterisierung wiére

P={p>1;,VmneN:p=m-n= (m=1oder n=1)}.

3. Die Tatsache, dass es zu jeder Zahl n € N eine Primzahl gibt, die grofler ist als n, ldsst
sich schreiben als
VneN: dpe P: p>n.

Man kann hier leicht sehen, dass verschiedene Quantoren nicht vertauscht werden diirfen,
denn
JpeP:VneN: p>n.

wiirde ja bedeuten, dass es eine bestimmte Primzahl p gibt, die grofler als jede natiirliche
Zahl ist. Das ist aber offensichtlich falsch.

4. Die Menge @@ der Quadratzahlen ist

Q={¢eN; ImeN:q=n?}.

Gelegentlich bildet man auch Vereinigungen und Durchschnitte von unendlich vielen Mengen.

Definition: Seien M7, Ms, ... Mengen. Dann ist

ﬁMn:ﬂMn = {z; VneN:x € M,}
n=1 neN
UM.=M. = {z,IneN:ze M}
n=1 neN
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Definition:
Seien A, B Mengen. Dann heifit die Menge der geordneten Paare (a,b)

Ax B :={(a,b); a€ A, be B}

kartesisches Produkt von A und B. Wir nennen a und b die erste bzw. zweite Komponente
des Paars (a,b).

Achtung: Hier kommt es auf die Reihenfolge an! Wiahrend fiir Mengen immer {a,b} = {b,a}
gilt, ist fiir geordnete Paare im allgemeinen (a, b) # (b, a), auBer natiirlich im Fall a = b.

Fiir zwei geordnete Paare gilt daher: (a,b) = (@, b) bedeutet, dass @ = @ und b = b.

Das in der Physik wichtigste Beispiel fiir ein kartesisches Produkt ist wohl A = B = R. Statt
R x R schreibt man R? und beschreibt damit beispielsweise die Menge der Punkt in der Ebene.
Fiihrt man ein kartesisches Koordinatensystem ein, so bestehen die Paare (a,b) gerade aus der
r—Koordinate und der y—Koordinate eines Punktes.

A

Abbildung 1.1: Geordnete Paare als Koordinaten eines Punktes in der Ebene
Analog zu Paaren lassen sich auch geordnete Tripel (a,b,c) € A x B x C, geordnete Quadrupel

(a,b,c,d) € Ax BxC x D und allgemein geordnete n-Tupel (a1, az,...,a,) € A1 x Ag x...xX A,
definieren.

1.2 Abbildungen

Definition:

Seien A und B Mengen. Eine Abbildung (bzw. Funktion) f von A nach B ist eine Vorschrift,
die jedem Element a € A genau ein Element f(a) € B zuordnet. Man nennt f(a) das Bild von a
unter f, bzw. den Wert von f bei a. Die Menge A heifit Definitionsbereich von f, die Menge
B der Wertebereich von f.

Wir schreiben
f:A—B
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und wenn wir die Zuordnungsvorschrift fiir jedes a mit angeben wollen

f:A — B
a — f(a),

in Kurzschreibweise manchmal auch

A>ar f(a) € B.

Beispiele:

1. Fir A = {Borussia, Vi, Bayern} und B = {Bochum, Miinchen, Dortmund} ist eine zu-
mindest fiir Fussballfans sinnvolle Abbildung gegeben durch f(Borussia) = Dortmund,
f(Vfl) = Bochum und f(Bayern) = Miinchen.

2. f: N — N, n — n? bildet die natiirlichen Zahlen auf die Menge aller Quadratzahlen ab.
Nicht jede natiirliche Zahl ist also im Bildbereich enthalten. Andererseits gibt es keine zwei
Zahlen, die dasselbe Bild unter f haben.

3. f:7Z — Z,n + n? bildet die ganzen Zahlen ab auf die Quadratzahlen. Wegen (—m)? = m?
haben die zwei Zahlen +m und —m den selben Funktionswert.

4. Die Addition natiirlicher Zahlen kann man ebenfalls als Abbildung auffassen: Einem Paar
(m,n) von natiirlichen Zahlen wird dabei ihre Summe m + n zugeordnet.

'+/'NxN — N

(m,n) — m+n

5. Ein Polynom P ist eine Abbildung der Form

P(z) = ao + a1z + agx® + azz® + ... apa”

Man nennt die a; die Koeffizienten des Polynoms. Falls a,, # 0, dann ist n der Grad des
Polynoms. Man kann P als Abbildung P : R — R in den reellen Zahlen auffassen. Falls alle
Koeflizienten ganzzahlig sind, dann bildet P die Menge der ganzen Zahlen Z wieder in die
Menge Z ab. Genauso bildet eine Polynom mit rationalen Koeffizienten a; € Q rationale
Zahlen wieder auf rationale Zahlen ab.

6. Die identische Abbildung id : A — A bildet die Menge A auf die einfachst mogliche
Art auf sich selbst ab: fiir jedes a € A ist id(a) = a.

7. Fiir eine gegebene Abbildung F': X — Y und eine Teilmenge XcX definiert man die
Einschrénkung F|; : X — Y von F auf X als F'|; () = F(x) fiir alle z € X.

8. Die Menge A x B besteht aus geordneten Paaren (a,b) mit a € A und b € B. Die Abbil-
dungen

Pi:AxB — A

(a,b) — a

10
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und

Pp:AxB — B
(a,b) +— b

beeichnet man als kanonische Projektionen. Mit ihrer Hilfe verschafft man sich einzelne
Komponenten des Paares und ,,vergisst“ die iibrigen.

Definition:
Sei f: A — B eine Abbildung und seien U C A, V C B Teilmengen. Dann nennen wir

fU):={f(a)jacU}CB
die Bildmenge von U. Umgekehrt heifit
fUV):={ac A fla)eV}CA

die Urbildmenge, bzw. das Urbild von V.

Das Urbild besteht also aus allen Elementen von A, deren Bild in der Menge V' liegt.

Definition:

Sei f: A — B eine Abbildung. Dann nennen wir f surjektiv, falls f(A) = B. Die Abbildung
f heilt injektiv, falls jedes Element aus B hochstens ein Urbild hat. In diesem Fall folgt aus
f(a) = f(a), dass a = a sein muss.

Eine Abbildung, die surjektiv und injektiv ist, heifit bijektiv. Sie ordnet die Elemente von A auf
eindeutige Weise den Elementen von B zu. Im englischen heiflen bijektive Abbildungen daher
auch one-to-one.

Beispiele:

1. Die Abbildung f : N — N, die durch f(n) = 2n definiert wird, ist injektiv, aber nicht
surjektiv, da nur die geraden Zahlen als Bilder vorkommen.

2. Die Abbildung, die p; : R? — R, die jedem Punkt (z,y) der Ebene seine z-Koordinate
zuordnet ist surjektiv, aber nicht injektiv, da p; allen Punkte auf einer Geraden, die parallel
zur y-Achse verlduft, denselben Wert zuordnet.

3. Die Abbildung, die jedem Punkt der Ebene sein Spiegelbild beziiglich der Spiegelung an
einer Geraden zuordnet, ist bijektiv.

11
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Spiegelachse

Man kann mehrere Abbildungen nacheinander ausfithren, falls die jeweiligen Bild- und Definiti-
onsbereiche das zulassen.

Definition:
Seien f: A — B und g : B — C Abbildungen. Dann wird durch

gof:A — C
z = g(f(2))

eine neue Abbildung g o f erklirt, die Hintereinanderausfithrung von g und f.

Achtung ! Gelegentlich verwirrt diese Schreibweise etwas, da wir von links nach rechts lesen,
f aber zuerst angewendet wird. Es hilft ein wenig, wenn man sich fiir die Komposition von
Abbildungen die Sprechweise ,g nach f“ angewdohnt.

Jede bijektive Funktion besitzt eine Umkehrabbildung.

12
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Satz 1.2
Sei f: A — B eine bijektive Abbildung. Dann g¢ibt es genau eine Abbildung g : B — A mit den
Eigenschaften

(go f)(a) = a firalle ac A
(fog)(b) = b fiir alle b€ B.

Beweis: Wir miissen zwei Dinge zeigen:
1. Es gibt tiberhaupt eine solche Abbildung g.
2. Es gibt genau eine solche Abbildung g.

zu 1. Da die Abbildung surjektiv ist, gibt es zu jedem by € B ein Urbild ag € A. Da f injektiv ist,
gibt es auch wirklich genau ein Urbild. Wir setzen g(by) = ag. Damit ist f(g(bo)) = f(ao) = bo

und g(f(ao)) = g(bo) = ao.

zu 2. Wir nehmen an, dass sowohl g als auch § Umkehrabbildungen von f sind. Um zu zeigen,
dass g(b) = g(b) ist fur jedes b € B, nutzen wir die Surjektivitéit von f aus. Zu b € B gibt es ein
a € A mit f(a) =b. Dann ist aber

a=yg(f(a)) =g(f(a)) = g(b) =g(b).

Da b € B beliebig war, sind wir fertig. O

Definition:
Sei f: A — B eine Abbildung. dann nennt man die Menge

G = {(a,b) € A x B; b= f(a)}

den Graph von f.

1.3 Indirekter Beweis und Widerspruchsbeweis

Auch wenn wir in dieser Vorlesung nicht alle Aussagen streng mathematisch beweisen werden,
ist es doch niitzlich, einige der Werkzeuge kennenzulernen, die es erlauben, Aussagen streng
logisch herzuleiten.

Die einfachste Methode ist der sogenannte direkte Beweis. Um zu zeigen, dass aus einer Aussage
A eine andere Aussage B zwingend folgt (geschrieben A = B) startet man mit der Aussage A
und ersetzt diese so lange durch dquivalente Aussagen, bis man die Aussage B erhilt.

Beispiel: Das Quadrat jeder ungeraden Zahl ergibt bei Division durch 8 den Rest 1,
denn: jede ungerade Zahl kann man in der Form 2n 4+ 1 mit einer natiirlichen Zahl n darstellen.
Dann ist mit der aus der Schule bekannten binomischen Formel

2n+1)2=4n® +4n+1=4n(n+1) + 1.

13
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AB

i >

a A

Abbildung 1.2: der Graph einer Abbildung

Da von den Zahlen n und n + 1 eine gerade ist, muss 4n(n + 1) durch 8 teilbar sein.

Fine andere Moglichkeit ist der indirekte Beweis und der Widerspruchsbeweis.

Anstelle der Aussage A = B zeigt man beim indirekten Beweis die dquivalente Aussage -B =
—A, wobei = A die Negation der Aussage A ist, d.h. = A ist genau dann wahr, wenn A falsch ist
und umgekehrt. =B = —A bedeutet also ,,Wenn B keine wahre Aussage ist, dann kann A auch
nicht wahr sein.“

Beispiele zur Negation:
Die Negation der Aussage ,,Spinat ist lecker und gesund® lautet ,,Spinat ist nicht lecker oder
Spinat ist nicht gesund*.
Die Negation der Aussage , Wenn es regnet, ist die Erde nass“ ist ,,Es regnet und die Erde ist
nicht nass“. Beachten Sie, dass ,, Wenn es nicht regnet, ist die Erde nicht nass“ eben nicht die
logische Umkehrung der ersten Aussage ist, denn die Erde kénnte ohne weiteres nass sein, auch
wenn es nicht regnet.
Vom Standpunkt der Aussagenlogik ist die Aussage A = B wahr, wenn A und B beide wahr
sind, aber auch dann, wenn A falsch ist. Dies ist die sogenannte ez-falso-Regel, nach der aus
einer falschen Voraussetzung alles geschlossen werden kann.
Es gilt daher

A = B ist wahr, genau dann wenn (—A oder B) wahr ist.

Die Negation von A = B ist daher die Aussage ,A und —B*.

Vorsicht ist auch geboten bei den Quantoren. Die Negation der Aussage ,,Alle Menschen sind
kleiner als 2,10 Meter® lautet natiirlich nicht , Alle Menschen sind grofler als 2,10 Meter®,
sondern ,,Es gibt einen Menschen, der grofier als 2,10 Meter ist“.

Den Umgang mit Negationen werden Sie in den Ubungen noch iiben.

Zuriick zum indirekten Beweis. Man nimmt also zunéchst an, dass die Aussage B (die man ja
eigentlich beweisen méchte) falsch ist, und zeigt dann, dass unter dieser Annahme auch A falsch
ist.

Ahnlich geht man beim Widerspruchsbeweis vor. Man nimmt die Negation der Aussage an, die
man eigentlich beweisen mdochte und folgert daraus eine Aussage, die dieser Annahme wider-
spricht. Daraus kann man dann umgekehrt schlieffen, dass die Annahme falsch gewesen sein
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muss.

1.4 Natirliche Zahlen

Ganz sicher konnen Sie schon lange mit natiirlichen Zahlen rechnen. Aber was sind die natiirli-
chen Zahlen iiberhaupt ? Diese Frage hat Mathematiker immer wieder beschéiftigt. Dieses Kapitel
soll Thnen einen kurzen Einblick geben, was Mengen, Abbildungen und Zahlen miteinander zu
tun haben. Um 1880 hat Dedekind eine mengentheoretische Definition der natiirlichen Zahlen
vorgeschlagen, die schliefilich 1889 von Peano in den folgenden fiinf Axiomen fiir die Menge N
formuliert wird:

1. Es gibt ein ausgezeichnetes (,kleinstes*) Element 1 in N.
2. Zu jeder Zahl n gibt es einen Nachfolger v(n).

3. 1 ist nicht Nachfolger einer natiirlichen Zahl

-

Falls n; # ng, dann unterscheiden sich auch die Nachfolger: v(ny) # v(na)

o

Enthalt eine Menge M die Zahl 1 und gilt, dass mit n auch v(n) in M enthalten ist, dann
ist M = N.

Axiome sind in der Mathematik die elementarsten Grundregeln, aus denen sich (im Prinzip)
alle weiteren Aussagen durch logische Ableitung ergeben. Peano axiomatisiert also den Begriff
des Z#hlens, auf dem unsere intuitive Vorstellung natiirlicher Zahlen basiert.

Die durch Peanos Axiome konstruierte Menge {1,v(1),v(v(1)),v(v(v(1))),...} kennen wir al-
lerdings tiblicherweise in der Schreibweise {1,2,3,4,...}.
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1.5 Vollstdndige Induktion

Als zweite wichtige Beweismethode behandeln wir die Vollstindige Induktion. Dabei geht es
darum zu zeigen, dass eine Aussage A(n), die von einer natiirlichen Zahl n abhingt, fiir alle
n € N wahr ist.

Eine solche von n abhéngige Aussage ist beispielsweise

Die Zahl (2n + 1) — 1 ist durch 4 teilbar

oder

1+2+...+n=1in(n+1)

oder

57 < nP.

Dabei sind die ersten beiden Aussagen tatséchlich fiir alle n richtig, wihrend die dritte nur
fir n = 2, n = 3 und n = 4 wahr ist. Nun kann man natiirlich meist nicht fiir alle n einzeln
ausprobieren, ob die Aussage A(n) wahr ist. Eine Moglichkeit, die Aussage fiir alle n streng
mathematisch zu beweisen, besteht darin, sich der Reihe nach von Zahl zu Zahl zu hangeln.

Satz 1.3 [Induktionsprinzip]
Sei A(n) eine Aussage tber natiirliche Zahlen n € N. Falls gilt:

1. A(1) ist wahr (Induktionsanfang)
2. Wenn A(n) wahr ist, dann ist auch A(n + 1) wahr (Induktionsschritt),

dann ist die Aussage A(n) fir alle n € N wahr.

Beweis:
Sei F' die Menge der n € N, fiir die A(n) wahr ist. Nach dem letzten der Peanoschen Axiome ist
F =N, d.h. die Aussage ist wirklich fiir alle natiirlichen Zahlen wahr. O

Beispiel: Fiir die Summe ungerader Zahlen gilt:

1+3—|—5+...+(2n—1):i@j—l):nz. (%)
j=1

Hier sehen Sie gleich eine der am haufigsten vorkommenden mathematischen Abkiirzungen, das
Summenzeichen.
Beweis: Induktionsanfang (n=1): klar, da links und rechts jeweils nur eine Eins steht.
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Induktionsschritt (n — n+1):
Wir miissen zeigen, dass die Aussage A(n + 1) wahr ist, dass also
n+1
14345+ +C2n—1)+2n+1)=> (2j—1)=(n+1)>
j=1
Dabei diirfen wir die Aussage A(n) als wahr voraussetzen, d.h. die Gleichung (*) benutzen.
Damit erhalten wir aber sofort

14+3+5+...+C2n—1)+2n+1)=n*+2n+1) = (n+ 1)
Nach Satz 1.3 gilt die Behauptung dann fiir alle natiirlichen Zahlen n.

Beispiel: Geometrische Summenformel
Sei ¢ eine reelle Zahl. Dann ist fir n =0,1,2,3, ...
1— qn+1

n
1+q+q2+q3+---qnzzqk= ()
k=0

l—q
Beim Induktionsanfang n = 0 ist wieder nichts zu zeigen.

Fiir den Induktionsschritt 7 ~» n 4+ 1 nehmen wir an, dass die Summenformel (¢) fiir eine Zahl
n gelte und wir sie nun fiir die Zahl n + 1 beweisen miissen. Dann ist aber

5 5 1— qn+1
1—|—q+q +q —i—...q" —|—q"+1 = Tq"i‘qn_H
:1—1qf+1 nach Voraussetzung
q

1— qn+1 4 qn—i-l _ qn+2

l—gq
1 — gD+
l—q
Also gilt (¢) auch fiir die Zahl n + 1. Nach dem Prinzip der Vollstdndigen Induktion ist die
Summenformel daher fiir alle n € Ny richtig.

Beispiel: Die Bernoullische Ungleichung
Behauptung: Fiir jede Zahl h > —1, h # 0 und jede natiirliche Zahl n gilt die Ungleichung

(14 h)" > 1+ nh.

Das beweisen wir nun mittels Vollsténdiger Induktion nach n.

Induktionsanfang (n=1):
Fiir n = 1 herrscht offenbar Gleichheit.

Induktionsschritt (n — n+1):
Sei die Ungleichung fiir ein n bereits bewiesen. Dies ist die Induktionsvoraussetzung, die wir
benutzen wollen, um die Ungleichung auch fiir n + 1 zu beweisen. Es ist

(1+h)" = (14n)-(1+h)"

> (14 h)(1+nh) nach Induktionsvoraussetzung
= 1+ (n+1)h+nh?
> 1+ (n+1)h.
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Mit Satz 1.3 folgt nun, dass die Bernoullische Ungleichung fiir alle n € N erfiillt ist. Wir werden
sie spater bei mehreren Gelegenheiten noch benutzen.
Es ist iibrigens einfach zu zeigen, dass fiir n > 2 sogar ,,>“ statt ,>* gilt.

Als drittes Beispiel zur vollstdndigen Induktion zédhlen wir die Anzahl aller méglichen Teilmengen
einer gegebenen endlichen Menge.

Definition:
Sei A eine Menge. Die Potenzmenge P(A) ist die Menge aller Teilmengen von A, d.h.

P(A):={B; BC A}.

Satz 1.4
Sei A eine endliche Menge mit n Elementen. Dann hat die Potenzmenge P(A) genau 2" Ele-

mente, d.h. es gibt 2" verschiedene Teilmengen von A (einschlieflich A selbst und der leeren
Menge).

Beweis: Mittels Vollstandiger Induktion nach der Anzahl n der Elemente.

Induktionsanfang (n=1):
Besitzt A genau ein Element a, dann ist

P(A) ={0,{a}}.
Also hat P(A) genau 2! Elemente:

Induktionsschluss:

Sei die Aussage also fiir beliebige (n—1)-elementige Mengen schon bewiesen und besitze A genau
n Elemente.

Waihle ein Element a aus A aus. Es gibt nun Teilmengen von A, die a enthalten und solche, die
a nicht enthalten. Von beiden Sorten gibt es genau 277!, da die Anzahl jeweils der Anzahl der
Teilmengen von A\ {a} entspricht. Insgesamt besitzt A also 2 - 2"~ = 2" Teilmengen. O

Das Induktionsprinzip kann man auch umgekehrt nutzen, um einen Ausdruck A(n) fiir alle
natiirlichen Zahlen zu definieren. Bei einer solchen rekursiven Definition legt man zuerst
A(1) fest und gibt dann an, wie sich A(n + 1) aus dem schon vorher definierten Ausdruck A(n)
ergibt.

Auf diese Weise kann man beispielsweise Potenzen einer natiirlichen Zahl a folgendermaflen
definieren:

Man beginnt mit a® := 1 und setzt dann a"*' = a - a™. So ergeben sich der Reihe nach alle
Potenzen von a aus der Multiplikation mit a.
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Man kann im Ubrigen auch die Multiplikation natiirlicher Zahlen durch eine rekursive Definition
auf die Addition zuriickfithren. Dazu setzt man fiir ein festes a € N zunéchst a-1 := @ und dann
rekursiv fiir n > 1 einfach a- (n+1) :=a-n+a.

Etwas allgemeiner geht es auch: Anstatt alleine aus A(n) kann man A(n + 1) manchmal auch
mit Hilfe von A(1), A(2),...,A(n) definieren. Das ist im folgenden Beispiel der Fall.

Beispiele:

1. Fibonaccis Kaninchen
In seinem Buch , Liber abbaci“hat Leonardo von Pisa um 1220 die Aufgabe behandelt, wie
die Anzahl der Kaninchen w#chst, wenn man folgende Regeln zugrundelegt:

e Ein Kaninchenpaar wirft vom zweiten Monat an ein junges Paar und in jedem wei-
teren Monat ein weiteres Paar,

e die Nachkommen verhalten sich ebenso und
e Kaninchen sind unsterblich.

Bezeichnet man mit F,, die Anzahl der Kaninchenpaare im n-ten Monat, dann ist F} =1
und F, = 1, da das Kaninchenpaar im ersten Monat noch keine Jungen bekommt. Danach
ist F3 = 2 und Fy = 3, weil das erste Paar jeweils ein Paar Junge bekommt. Im néchsten
Monat bekommt auch das im dritten Monat geborene Paar Junge, also ist F5 = 5, usw.
Allgemein iiberlegt man sich, dass

Fn+1:Fn+Fn—17

denn die Anzahl der Paare im Monat n + 1 setzt sich zusammen aus den Paaren, die
im Monat vorher bereits da waren und den neugeborenen Paaren. Es werden aber ge-
nau so viele Paare neu geboren wie Paare im Monat n — 1 vorhanden waren. Mit dieses
Rekursionsformel ldsst sich nun F), prinzipiell fiir alle n bestimmen.

Die Zahlen Fi, Fs, F3, ... heiflen Fibonacci—Zahlen und besitzen viele interessante Ei-
genschaften, von denen wir in denen Ubungen noch einige kennenlernen werden.

2. Das Summenzeichen miisste man streng mathematisch ebenfalls rekursiv definieren, und
zwar durch

1

E a; = a1

Jj=1

n n—1

g a; = g a; | + an.
j:l j:l

Die Summation iiber n Terme fithrt man also zuriick auf die Summation iiber n — 1 Terme.

Analog kann man {ibrigens auch Produkte mit mehreren Faktoren darstellen, indem man
definiert:

1
[ = @
j=1

i
L

n
Haj = a; | +an
J=1

<.
I
—
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3. Eine Folge reeller Zahlen kann man rekursiv durch
Ty = ga Tn+1 = 4$n(1 - xn)

definieren. Auch wenn das Bildungsgesetz dieser Folge vollig klar und einfach ist, springen
die Folgenglieder ,,chaotisch“im Intervall zwischen 0 und 1 hin und her.

4. Binomialkoeffizienten
Wir bezeichnen mit

<Z>, gesprochen ,n iiber k£

die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge k,n € Ng, 0 < k < n.
Dann gilt fiir alle erlaubten k&, n

(") ()= o

denn: Es reicht natiirlich, als n-elementige Menge die Menge {1,2,...,n} zu betrachten,
da es nur auf die Anzahl von Elementen und nicht auf die Elemente selbst ankommt.

Sei B C {1,2,...,n+ 1} eine Menge mit genau k Elementen. Dann gibt es zwei Moglich-
keiten:

(i) n+1¢ B, das heifit B C {1,...,n}.
Dafiir gibt es genau () Moglichkeiten.

a) n+ 1€ B,dh. B\ {n+ 1} enthilt noch k£ — 1 Elemente.
Dann gibt es genau (kﬁl) Moglichkeiten, diese restlichen £ — 1 Elemente von B aus
der verbleibenden Menge {1,...,n} zu wéhlen.

Da die Fallunterscheidung vollstindig ist, ergeben sich insgesamt (Z) + ( kfl) Moglichkeiten,
B zu wihlen. Nach Definition gibt es aber genau ("Zl) Moglichkeiten, eine k-elementige

Teilmenge B aus der (n + 1)-elementigen Menge {1....,n + 1} auszuwéhlen.

Von Pascal stammt die folgende Darstellung, mit deren Hilfe man Binomialkoeffizienten
rekursiv berechnen kann, wenn man zunéchst nur die Werte (j) = 1 und () = 1 kennt.
Man benutzt dabei das Pascalsche Dreieck

Nach (*) ist jeder Eintrag die Summe der links und rechts iiber ihm stehenden Binomial-
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koeffizienten. Man berechnet daher leicht

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 : 1

Im Prinzip kann man auf diese Weise jeden Binomialkoeffizienten berechnen, es ist nur fiir
grofle n recht aufwindig. In den Ubungen werden Sie daher noch die Darstellung

n\ n-n-1)-...-(n—k+1) n!
<k:> B k! ~ kl(n—k)!

herleiten.

Anwendung: In der Elementarteilchenphysik unterscheidet man Fermionen und Bosonen.
Fermionen unterliegen dem Pauli-Prinzip, das besagt, das keine zwei Teilchen in allen
Quantenzahlen iibereinstimmen kénnen. Wenn man sich die moglichen Zusténde als Zellen
vorstellt, dann fithrt das auf die Frage, wie man k nicht unterscheidbare Teilchen auf n
Zellen so verteilt, dass in jeder Zelle héchstens ein Teilchen enthalten ist. Es gibt genau
(Z) verschiedene solche Verteilungen. Beriicksichtigt man noch die Energie der Zustéinde
so erhélt man fiir grofle n die Fermi-Dirac- Verteilung.

Bosonen miissen das Pauli-Prinzip nicht erfiillen. Hier stellt sich die Frage, auf wie viele
Arten k nicht unterscheidbare Teilchen auf n Zellen verteilt werden kénnen, wobei jede
Zelle beliebig viele Teilchen aufnehmen kann. Hierfiir gibt es genau (”Jr]’jfl) verschiedene
Moglichkeiten. Dies fiihrt fiir grole n unter Beriicksichtigung der Energie auf die Bose-
Einstein- Verteilung.

Binomialkoeffizienten brauchen wir auch fiir die folgende Verallgemeinerung der aus der Schule
bekannten ,,binomischen Formel“:

Satz 1.5 [Binomischer Satz]

n
(z+y)" = (n) ¥y *  firne Ny, z,y € R.

Beweis: Durch Ausmultiplizieren veranschaulicht man sich dies erstmal:

(+y)" =@ty (@+y)...-(x+y)

n Klammern

zum Beispiel wie in der Schule

(+y)° = (@+y) (z+y) - (@+y)
= rxx + 22y + TYT + TYY + Yyrr + yry + yyxr + yyy
= 23+ 322y + 32 + 5.
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Tatséchlich liefert das sture Ausmultiplizieren zu jeder k-elementigen Teilmenge B von {1,2,...,n}
genau einmal den Summanden zFy™"~*. Wir nehmen némlich aus der j-ten Klammer den Term «,
falls j € B. Wenn aber j ¢ B, nehmen wir aus dieser Klammer y. Insgesamt taucht also der Term
zFy"F dabei genau (Z) mal auf, weil es gerade so viele k-elementige Mengen B C {1....,n}
gibt. O

1.6 Reelle Zahlen

Wir werden in dieser Vorlesung die reellen Zahlen nicht konstruieren, der Weg iiber die ganzen
und rationalen Zahlen wiirde zu viel Zeit benttigen. Stattdessen charakterisieren wir die reel-
len Zahlen durch ihre Eigenschaften, das sind einerseits die Korper-Axiome, die etwas iiber das
Rechnen mit reellen Zahlen aussagen, sowie die Anordnungsaxiome und das Vollstandigkeitsaxi-
om. Lose ausgedriickt bedeuten die letzten beiden Dinge, dass wir uns die reellen Zahlen als
Punkte auf einer Geraden vorstellen konnen, die keine ,,Locher* hat.

Wir beginnen mit den Korperaxiomen, die quasi die Rechenregeln fiir Addition und Multiplika-
tion bereitstellen.

Definition:
Eine Gruppe besteht aus einer Menge G und einer Verkniipfung *

x: GxG — G
(a,b) +— axb

fiir die folgende Eigenschaften gelten:
1. Die Verkniipfung ist assoziativ, das heifit es gilt

(axb)xc=ax(bxc) firalle a,b,ce€G.
2. Es existiert ein neutrales Element e, das heifit ein e € G so dass

axe=e*xa=a firalle a € G.

3. Zu jedem Element a € G existiert ein inverses Element a=! € G, so dass

axa t=alxa=c firalle acG.

Eigenschaft (i) besagt, dass es nicht darauf ankommt, in welcher Reihenfolge wir die Verkniipfung
anwenden. Allerdings diirfen wir die Reihenfolge der verkniipften Elemente nicht verdndern.

Bemerkung: Es kann immer nur ein neutrales Element geben, denn wére (~ indirekter Beweis)
€ noch ein weiteres neutrales Element mit € # e, dann wére

E—exe—=¢e
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wobei wir beim ersten Gleichheitszeichen ausgenutzt haben, dass e neutrales Element ist und
beim zweiten Gleichheitszeichen, dass € ebenfalls ein neutrales Element ist.

Analog gibt es zu jedem Element a € G auch genau ein inverses Element, denn falls b und b zwei
inverse Elemente zu a sind, dann folgt wegen

axb=bxa=axb=bxa=ce

direkt o 3
b=bx(axb)=(bxa)*xb=0.

Die Gleichung a * = b besitzt daher fiir alle a,b € G genau eine Losung z = a~'b.

Definition:
Eine Gruppe G heifit kommutativ oder auch abelsch, falls zusétzlich das Kommutativgesetz

axb=bx*xa fur alle a,b € G

erfiillt ist.

Beispiele:

1. Das bekannteste Beispiel einer kommutativen Gruppe ist vermutlich die Addition in den
ganzen Zahlen Z. Das neutrale Element ist in diesem Fall die Zahl 0 und das inverse
Element zu einer Zahl m ist die Zahl —m.

2. Beachten Sie, dass Ny mit der Addition keine Gruppe bildet, da zu einer natiirlichen Zahl
n € N kein inverses Element in N existiert.

3. In der Physik spielen Symmetriegruppen eine wichtige Rolle. Dabei handelt es sich um
eine Menge von Abbildungen mit der Hintereinanderausfithrung als Verkniipfung. Bei-
spielsweise bilden alle Kongruenz-Abbildungen der Ebene R? in sich, die ein gleichseitiges
Dreieck auf sich selbst abbilden, eine Gruppe. Diese Gruppe besteht aus sechs Elementen,
da die Ecken des Dreiecks auf sechs verschiedene Arten aufeinander abgebildet werden
konnen. Diese Gruppe ist iibrigens nicht kommutativ, da die Hintereinanderausfithrung
einer Spiegelung und einer Drehung von der Reihenfolge der Abbildungen abhéngt.

Definition:
Ein Korper ist eine Menge K versehen mit zwei Verkniipfungen '+’ (,Addition “) und ’~’
(, Multiplikation “), so dass die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

1. (K,+) ist eine kommutative abelsche Gruppe mit neutralem Element 0,
2. (K\ {0},) ist eine kommutative abelsche Gruppe mit neutralem Element 1 # 0,

3. es gilt das Distributivgesetz
(a+b)-c=a-c+b-c
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Das letzte dieser drei Kdrperaziome driickt aus, dass Addition und Multiplikation miteinander
vertraglich sind.

Das zu a € K inverse Element beziiglich der Addition bezeichnen wir mit —a. Fiir a # 0 existiert
ein inverses Element beziiglich der Multiplikation, das wir mit a~! bezeichnen. Es gilt also

(a+b)+c = a+(b+c) Va,b,c € K
a+0 = 04+a=a Va € K
a+(—a) = (—a)+a=0 Vac
a+b = b+a Va,be K
(a-b)-¢c = a-(b-c) Va,b,c € K
a1 = l-a=a Va € K
a-a”! = ala=1 Va € K\ {0}
a-b = b-a Va,b e K.

Subtraktion und Division werden dann definiert als
a—b:=a+(-b), a/b:=a-(b71).

Alle weiteren Rechenregeln lassen sich aus diesen Grundregeln herleiten. Exemplarisch zeigen
wir, warum 0 - z = 0 ergibt: Zunéchst ist 0- 2 = (0 4+ 0) -  wegen der Eigenschaft von 0 als
neutralem Element der Addition. Mit Hilfe des Distributivgesetzes erhilt man daraus

0-z=0-240-2
Die Gleichung
O-2=0-z+y
besitzt genau eine Losung, ndmlich y = 0, daher muss auch 0 - z = 0 sein.
Beispiele:
e Die Menge R der reellen Zahlen bildet mit der {iblichen Addition und Multiplikation einen
Korper.

e Die Menge Q der rationalen Zahlen bildet mit Addition und Multiplikation ebenfalls einen
Korper.

e Einen Korper Zo, der nur zwei Elemente 0 und 1 enthélt, erhélt man, indem man Addition
und Multiplikation folgendermaflen definiert:

0+0 =
0+1 =
1+1 =
0-0 =
0-1 =
1.1 =

_ o O O = O

Diese Regeln kann man sich leicht merken, wenn man statt 0 ,gerade “und statt 1 ,jun-
gerade “einsetzt. Zu zeigen, dass auf diese Weise tatséchlich ein Korper definiert wird,
iiberlasse ich Thnen als Ubung.
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Neben den Rechenregeln besitzen die reellen Zahlen eine weitere Struktur, ihre Anordnung.
Sie erlaubt uns, verschiedene reelle Zahlen beziiglich ihrer GrBe zu vergleichen. Ausgangspunkt
ist dabei die Null. Wir zeichnen innerhalb der reellen Zahlen die Teilmenge R der positiven
Zahlen aus. Wir schreiben > 0, falls x € R4y und « < 0, falls —x € Ry. Es gelten dann die
folgenden Regeln:

(Oq) jede reelle Zahl a € R erfiillt genau eine der Bedingungen a < 0, a = 0 oder a > 0,
(O2) Fiir beliebige positive Zahlen a,b € Ry ist a+b>0und a-b > 0.

(O3) Fiir eine beliebige reelle Zahl a € R gibt es immer eine natiirliche Zahl n € N, so dass
n —a > 0 ist (Archimedisches Axiom).

Auch hier kann man wieder alle bekannten Rechenregeln aus diesen drei Grundregeln herleiten.
Dazu definiert man zunéchst die folgenden Schreibweisen:

a>b & a—-b>0

a<b & b—a>0
a>b & a>bodera=5b
a<b & a<bodera=5b

Satz 1.6
Fiir beliebige Zahlen a,b,c € R gilt:

(1)) a>b und b>c=a>c (Transitivitit)
(i) a>b=a+c>b+c

(i) a>b und ¢>0=a-c>b-c

Beweis:

(i) Aus a—>b>0und b— ¢ > 0 folgt nach (O2)

(a=b)+(b—-—c)>0 & a-c>0 & a>c.
(ii) Nach Voraussetzung ist
a—b=a—-b+0=a—-b+(c—c)=a+c—b—c=(a+c)—(b+c)>0.
Alsoist a+c>b+c.
(iii) Es ist @ — b > 0 also nach (Oz)
(a=b)-c>0 & a-c—b-c>0 < a-c>b-c.

|

In den Ubungen wird gezeigt, dass z - > 0 ist fiir jede reelle Zahl x. Daraus folgt sofort, dass
1-1=12> 0 und da 1 # 0 vorausgesetzt war, sogar 1 > 0. Im néchsten Kapitel werden wir die
folgende Variante des Archimedischen Axioms benétigen:
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Lemma:
Zu jeder positiven, reellen Zahl b > 0 existiert eine natiirliche Zahl n € N mit % < b.

Beweis: Fiir eine beliebige positive reelle Zahl b ist auch % positiv, da sonst % < 0 und wegen
(Oz)dann 1=1b-3 <b-0=0.

Wir wihlen mit Hilfe von (O3) eine natiirliche Zahl n € N mit n — % > 0. Durch Multiplikation
mit den positiven Zahlen b und % folgt daraus die gewiinschte Ungleichung b — % > 0. |

Definition:
Fiir reelle Zahlen a,b € R definieren wir verschiedene Arten von Intervallen wie folgt:

[a,b] = {x€R; a<z<b} (abgeschlossenes Intervall)
(a,b) = {re€R;a<x<b} (offenes Intervall)
[a,b) = {ze€R;a<z<b} (halboffenes Intervall)
(a,b] = {r€R;a<x<b} (halboffenes Intervall)
—00,b] = {xeR; x<b}
{r eR; z < b}

{zr €eR; z > a}
{r eR; z > a}

— T

IS

< 3

8=
i

,\
E
8
~—
|

Auch durch die Anordnung unterscheidet sich R nicht von Q. Daher fithren wir noch eine letzte
Eigenschaft der reellen Zahlen ein, die Vollstéindigkeit. Sie ist fiir die Analysis (und damit
fiir den Rest dieser Vorlesung) von entscheidender Bedeutung, da sie bei der Grenzwertbildung
laufend benutzt wird.

Definition:
Sei A C R eine Menge reeller Zahlen. Dann heifit C' € R obere Schranke fiir die Menge A,
falls

a<C Va € A.

Wenn eine solche obere Schranke existiert, nennt man die Menge A von oben beschréinkt.

Falls es unter allen oberen Schranken fiir die Menge A eine kleinste obere Schranke Cj gibt,
dann nennt man diese das Supremum von A:

Cy = sup A.
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Ganz analog heifit eine Menge A C R von unten beschrinkt, falls es eine Zahl ¢ € R gibt, so
dass

c<a fir alle a € A.

Wenn es eine groite untere Schranke ¢y fiir A gibt, so nennen wir diese das Infimum von A,
geschrieben ¢y = inf A.

Nun sind wir in der Lage, die letzte Eigenschaft anzugeben, die die reellen Zahlen auszeichnet,
das

Vollstandigkeitsaxiom
Jede von oben beschriankte nichtleere Menge reeller Zahlen besitzt ein Supremum.

Beispiel: Existenz der Quadratwurzel
Um zu zeigen, dass es eine positive reelle Zahl w mit der Eigenschaft w? = 2 gibt, betrachten
wir die Menge

W:={z €R; x>0 und 2% < 2}.

Diese ist nichtleer, denn 1 € W. Die Menge W ist von oben beschriankt, denn fiir x € W gilt
sicher < 2. Ansonsten wire ndmlich als Konsequenz der Ordnungsaxiome

Tr>2-c>2-2=4
Nach dem Vollsténdigkeitsaxiom existiert also w := sup W.
Behauptung: w? = 2.
Den Beweis dieser Behauptung zerlegen wir in zwei Teile:

L w?<2
denn: wire w? > 2, also w? — 2 > 0, dann kénnte man sogar die Zahl
w? —2

2w

a=w — <w

als obere Schranke fiir W benutzen, denn

(w? — 2)? (w? — 2)?
4w? 4w?

Dann wéire aber w nicht die kleinste obere Schranke fiir W ~» Widerspruch.

a® =w? — (w? —2) + =2+ > 2.
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2. w?>2
denn: wire w? < 2, dann kénnte man eine positive Zahl € finden, so dass sogar 2 — w? >
€2 > 0 wire. Wir betrachten nun

(w + 0)* = w? + 26w + 6%

Wenn wir 6 > 0 so klein wihlen, dass

2
9 3
5<§ uﬂd(5<87w

dann ist
(w+6)? = w?+ 20w+ 6°
2 2

9 € €

< - (f)
w” 4+ w8w+ 5
2 e & 2 2

< w +Z+Z<w +e” < 2.

Also kann w keine obere Schranke fiir die Menge W sein ~» Widerspruch.

Beide Ungleichungen zusammen zeigen, dass w? = 2. Wir schreiben wie aus der Schule gewohnt

w= /2.

Bemerkung: Mit dhnlichen Argumenten kann man zeigen, dass zu jeder positiven reellen Zahl
eine positive Quadratwurzel existiert. Auch die Existenz n-ter Wurzeln, also von Lésungen der
Gleichung ™ = a fiir a > 0 lasst sich auf diese Weise beweisen.

Es lasst sich beweisen, dass die reellen Zahlen durch die Kérperaxiome, die Anordnungsaxiome
und das Vollstandigkeitsaxiom eindeutig bestimmt sind. Das bedeutet folgendes: Héitte man
eine weitere Menge S, die ebenfalls diese Axiome erfiillt, dann gébe es eine bijektive Abbildung
zwischen R und dieser Menge S, die mit den Verkniipfungen und der Anordnung vertriglich
wére. Aufler einer anderen Schreibweise wére S also nichts anderes als die schon bekannten
reellen Zahlen.

1.7 Betrag und Dreiecksungleichung

Definition: Der Betrag (oder Absolutbetrag) einer reellen Zahl ist definiert als

o] = —z fallsz <0
= z fallsxz >0
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Satz 1.7
Fiir beliebige reelle Zahlen x,y gilt:

(i) |x| > 0 und |z| =0 genau dann, wenn z =0,
(i) 2] = |2l - Iyl
(111) |z +y| < |z|+ |y| (Dreiecksungleichung),
() ||z| = |y|| < |z +y| (umgekehrte Dreiecksungleichung, Version 1)

(v) ||z| = |y|| < |x —y| (umgekehrte Dreiecksungleichung, Version 2)

Beweis:
(i) folgt direkt aus der Definition des Betrags, denn wenn = < 0 ist, dann ist |z| = —z > 0.
ii) ergibt sich aus der Unterscheidung der vier moglichen Félle.

(if)
(iii)und (iv): Ubungsaufgabe
(v) Da

2] = |z —y +yl < fo—y[+ly[ = |z = |y] < |z —y]

und

yl=ly—z+z|<|y—z[+ x| = |y —|z] < Jy — 2| = |z — y]

folgt
| = Jyll < [z —yl.

Bemerkung: Die Dreiecksungleichung ist vermutlich das im weiteren Verlauf der Vorlesung am
héufigsten gebrauchte Hilfsmittel.

1.8 Komplexe Zahlen
Eine komplexe Zahl ist ein geordnetes Paar, dessen Eintrdge aus R sind:
z€C=R? z=(z,y)

Um mit diesen Paaren von Zahlen rechnen zu kénnen, definiert man:

1. Addition: z + 2’ = (z+ 2,y +%'), das heifit man addiert diese Zahlen wie Vektoren im R2.
2. Multiplikation: z - 2’ := (z2’ — yy/, ' + 2'y)

Man kann nun nachpriifen, dass beide Verkniipfungen assoziativ sind (tun Sie das fiir die Multi-
plikation !) und dass C beziiglich der Addition eine Gruppe mit neutralem Element (0, 0) bildet.
Das inverse Element zu z = (x,y) ist natiirlich —z := (—z, —y).
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Zunéchst sieht man, dass (1,0) das neutrale Element der Multiplikation ist. Es gibt auch eine
Division, zum Beispiel gilt fiir die Zahl

Z/_l__ xz -y
oz a4y a2

z-2'=2"2=(1,0).

Wir haben mit C die Ebene R? zu einem kommutativen Koérper gemacht, denn (C, +), (C\{0},-)
sind abelsche Gruppen und es gilt das Distributivgesetz:

tatsdchlich

(21 + 22)2" = 212" + 222,

Man kann also Vektoren im R? auf eine verniinftige Weise addieren und multiplizieren.

Mit obiger Definition kann man R als Teilmenge von C = R? auffassen, nimlich indem man
r € R mit (z,0) € C = R? identifiziert. Dabei reduziert sich die Addition und die ,seltsa-
me“Multiplikation in C auf die ganz gewohnliche Addition bzw. Multiplikation in R, d.h. auf
der x—Achse.

Die komplexe Zahl i := (0,1) heifit imaginiire Einheit. Aus unseren Rechenregeln folgt
(07 1) : (Oa 1) = (_LO) =-1,

daher 16st z = +i die Gleichung 2% = —1.
Wir konnen dank unserer Identifikation von R mit der x-Achse in R? nun auch jede Zahl z € C
eindeutig zerlegen in z = (x,y) = x + iy. Anders geschrieben heifit das fiir ein z = (z,y) € C
mit z,y € R:
z=(z,y) = (2,0) + (0,).
Wir nennen x = Re z den Realteil von z und y = Im z den Imaginérteil von z.
Achtung ! Der Imaginérteil einer komplexen Zahl ist reell.
Zahlen mit Realteil 0 nennt man rein imagindr.

Definition: Fiir z = (z,y) € C nennen wir Z = (z,—y) = =z — iy komplex konjugiert zu
z = (z,y). Der Betrag von z ist

2| =Vz-Z= /22 + 42

also der (euklidische) Abstand von z zum Ursprung.

Bemerkung:

1. Die Konjugation einer komplexen Zahl entspricht einer Spiegelung an der x-Achse. Daher
ist z =2

2. Die Konjugation ldsst sich mit der Addition und der Multiplikation vertauschen:

Z1+2z2 = zZ1+22

Z1 22 = Z1-Z29
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3. Auch fiir den komplexen Betrag gilt die Dreiecksungleichung: |z + 2/| < |z] + |z
Ubungsaufgabe!)

R

4. der Betrag vertréigt sich mit der Multiplikation. Es gilt |27 - z2| = |21] - |22|, denn

21 20> = (a1~
(21 22) - (21 - 22)
(21 - B

2121

[y

= |af*- |zl

Bemerkung: Anders als R kann C nicht so angeordnet werden, dass die Ordnungsaxiome (O1)—
(O3) gelten. Das kann man leicht sehen. Sowohl der Versuch ¢ > 0 als auch i < 0 geht schief:

e Wire ¢ > 0, dann wiirde wegen (O2) gelten:
1=4-i>0
e Wire ¢ < 0, dann eben

—1=i-i=(=i)- (=) >0

Wir werden sehen, dass C dhnlich wie R keine ,,Locher“besitzt. Um diese Vollstindigkeit zu
beweisen, fithren wir im néchsten Kapitel Folgen ein.

1.9 Abzahlbarkeit

Definition: Sei B eine Menge. Man nennt sie

1. endlich, wenn fiir ein n € N eine Bijektion {1,...,n} — B existiert. In diesem Fall
schreiben wir |B| = n. (Wenn B = (), dann ist |B| = 0.)

2. abzdhlbar, wenn eine Bijektion N — B existiert.

3. iiberabzihlbar, wenn B weder endlich noch abzéhlbar ist.

Bemerkung:

1. Ist eine Menge A abzihlbar, dann enthélt sie unendlich viele Elemente, deshalb sagt man
auch ,,abzéhlbar unendlich “.

2. Existiert eine Bijektion zwischen zwei Mengen A und B, dann nennt man A und B gleich
méichtig.
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Satz 1.8
(i) NxN={(p,q); p € N,q € N} ist abzihlbar.
(ii) Die Vereinigung von zwei abzihlbaren Mengen ist ebenfalls abzdihlbar.

(i4i) Bilder abzihlbarer Mengen sind hichstens abzdhlbar.
(iv) Z und Q sind abzdihlbar.

Beweisskizze:

(i) Erstes Cantorsches Diagonalverfahren

1 —>

1 2 3 4 5 6 7 8 p

Die Paare (p, ¢) konnen in der angegebenen Reihenfolge alle abgezéhlt werden.
(ii) Zéhle die Elemente der beiden Mengen einfach abwechselnd ab.

(iii) Sei B das Bild einer abzéhlbaren Menge A unter einer Abbildung f. Man kann sich eine
Abzihlung von B verschaffen, indem man von einer Abziahlung a1, as, as, ... der Menge A
zu f(a1), f(a2), f(as),... iibergeht. Dies ist im Allgemeinen keine (bijektive) Abzihlung
der Menge B, da eventuell noch Elemente mehrfach gezdhlt werden. Lisst man diese
Mehrfachzdhlungen jedoch weg, kommt man zu einer echten Abzidhlung von B. Die Menge
B ist daher héchstens abzéhlbar.

(iv) Z ist abzdhlbar als Vereinigung Z = Ny U (—N) von zwei abzéhlbaren Mengen, siehe (ii).
Q ist abzahlbar:
a: ZxN — Q@

(r,9) — p/q

also sind wir fertig wegen (i) und (iii).
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Satz 1.9 Die Menge der reellen Zahlen R ist iberabzihlbar.

Beweis: Zweites Cantorsches Diagonalverfahren

Cantor hat sich einen indirekten Beweis erdacht, der zeigt, dass die Menge der reellen Zahlen
nicht abzdhlbar sein kann. Dazu nimmt er an, dass es doch eine solche Abzdhlung der reellen
Zahlen im Intervall [0,1) gibt. Jede dieser Zahlen soll dabei als Dezimalzahl 0.ajagas ... mit
a; € {0,1,2,3,...,9} dargestellt sein.

Cantor schreibt diese Zahlen untereinander und mdéchte nun eine Zahl konstruieren, die in dieser
Liste nicht vorkommt. Wie geht das ? Er wihlt die erste Nachkommastelle so, dass sie verschie-
den ist von der ersten Nachkommastelle der ersten Zahl auf der Liste.

Die zweite Nachkommastelle wihlt er so, dass sie anders als die zweite Nachkommastelle der
zweiten Zahl auf der Liste ist.

Bei der dritten Nachkommastelle achtet er darauf, dass diese nicht mit der dritten Nachkom-
mastelle der dritten Zahl auf der Liste iibereinstimmt und so fort. Auf diese Weise konstruiert
er eine reelle Zahl, die in der Liste nicht vorkommt.

Also war die Liste eben doch keine vollstandige Abzéhlung aller reellen Zahlen zwischen 0 und
1.

Aus diesem Widerspruch zu unserer Anfangsannahme folgt, dass die Menge der reellen Zahlen
in [0,1) und damit auch R selbst nicht abz&hlbar ist. O
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In diesem Kapitel legen wir endlich richtig mit der Analysis los.

Definition:
Sei X eine Menge. Unter einer Folge in X versteht man eine Abbildung

z:N — X

n = Tn,

die jeder natiirlichen Zahl n ein Folgenglied x, zuordnet. Wir schreiben die Folge x entwe-
der in der Form (zo, 1, 72,23, ...) oder kurz (z,),cy. Wir nennen n den (Folgen-)Index des
Folgenglieds x,.

Im folgenden betrachten wir fast immer reelle Folgen (X = R) bzw. komplexe Folgen (X = C).

2.1 Konvergenz

Auf dem Begriff der Konvergenz basieren viele weitere Eigenschaften von Folgen und Funktionen
in der Analysis. Es geht darum zu beschreiben, wie sich Glieder einer Folge schliellich verhalten,
wenn man n immer gréffer macht.

Definition: Sei (z,,),,c eine Folge reeller bzw. komplexer Zahlen und a eine reelle bzw. komplexe
Zahl. Dann konvergiert die Folge (z,,),cy gegen a, falls es zu jeder reellen Zahl ¢ > 0 eine
natiirliche Zahl N € N gibt, so dass

|z, —al <e fur allen > N.

Man schreibt dann
o n—oo
lim z, =a oder auch =z, — a.
n—oo

Die Zahl a nennt man den Grenzwert oder Limes der Folge.
Eine Folge, die nicht konvergiert, nennt man divergent.
Falls fiir jede (grofie) Zahl C' > 0 ein Index N € N existiert, so dass

z, > C fir allen > N

dann sagt man, die Folge divergiert gegen +oo.

H#ufig haben wir es mit Folgen zu tun, die gegen 0 konvergieren. Diese Folgen nennt man
Nullfolgen.
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Bemerkung:

1. Man beachte, dass die Zahl N = N(¢) in Definition 2.1 natiirlich vom gewéhlten ¢ abhéngt.
Wéhlt man ein kleineres e, wird man in der Regel ein gréfleres N brauchen, um die Be-
dingung aus Definition 2.1 zu erfiillen.

2. In etwas missbrauchlicher Schreibweise bedeutet lim z, = +oo, dass die Folge (x5 )nen
n—oo

gegen +oo divergiert.

3. Es kommt in der Definition von Konvergenz nur auf Folgenglieder z,, mit (hinreichend)
groflem n an. Es dndert daher am Konvergenzverhalten und gegebenenfalls am Grenzwert
nichts, wenn man endlich viele der Folgenglieder abindert oder weglésst.

Man kann den Begriff Konvergenz auch recht anschaulich mit Hilfe sogenannter Umgebungen
definieren.

Definition:
Sei x eine reelle Zahl. Wir nennen fiir ¢ > 0 die Menge

B.(z) ={yeRlz—y|<e}=(z—¢g,x+¢)

die e-Umgebung von z.
Analog ist fiir eine komplexe Zahl z € C die e-Umgebung von z

B.(z) '={w e C;|z —w| < ¢}

eine Kreisscheibe mit Radius € um den Punkt z in der komplexen Zahlenebene.

Die reelle oder komplexe Folge (a,)nen konvergiert dann gegen eine (reelle oder komplexe) Zahl
a, falls es zu jedem noch so kleinen € > 0 einen Index N = N(eg) gibt, so dass ab diesem
Folgenindex alle Folgenglieder in der e-Umgebung von a liegen.

Beispiele:

1. Die Folge (zy),cn = (%)n N konvergiert gegen 0. Um das zu beweisen, wéihlen wir uns
eine beliebig kleine Zahl ¢ > 0. Nach dem Lemma von Archimedes aus Kapitel 1 gibt es

zu diesem € eine natiirliche Zahl N, so dass
1 <
— <&
N

Dann ist aber fiir alle n > N

1 1
‘xn_0’:ﬁ§N<€'

Damit ist die Bedingung aus Definition 2.1 fiir a = 0 erfiillt.

2. Die Folge (yn),ey mit ¥, = (—1)""! divergiert, denn 1 kann nicht Grenzwert der Folge
sein, weil unendlich viele Folgenglieder —1 vorkommen. Eine andere Zahl kann auch nicht
Grenzwert der Folge sein, da unendlich viele Folgenglieder +1 vorkommen.
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3. Die komplexe Zahlenfolge (), oy mit 2, = ¢" konvergiert fiir |¢| < 1 gegen 0, denn:

Weil ﬁ > 1 ist, gibt es ein A > 0 mit

1
= —1+4h.
lq

Wendet man nun die Bernoullische Ungleichung an, erhélt man fiir n > 1 die Abschétzung

1 n
<|O = (1+h)">1+nh> nh.
q

Damit ist dann natiirlich

"—0|=1¢"|=q|" < —.
4" =0l = lg" = lgI" < —
Genau wie im ersten Beispiel zeigt man dann, dass die Folge gegen 0 konvergiert, denn fiir
ein beliebiges vorgegebenes € > 0 findet man nach Archimedes immer ein N € N, so dass

% < h - ¢ fiir alle n > N. Fir diese n ist dann natiirlich

1
"0 < —<e.
lq | —

4. Sei a > 1. Dann konvergiert die Folge (), cy mit 2, = {/a gegen 1.
Dabei ist {/a die in Kapitel 1 gefundene eindeutige positive Losung der Gleichung 2" = a.

Wir setzen dazu x, := 1+ h,, und zeigen, dass die h,, eine Nullfolge bilden. Benutzt man
wieder die Bernoullische Ungleichung, so erhilt man die Abschitzung

a—1

a=ux,=(14hy)" >1+nh, = h, < -

und man sieht wieder leicht ein, dass lim,, .o h, = 0.

Die Konvergenz einer komplexen Zahlenfolge lésst sich auf die Konvergenz der Folgen aus Real-
und Imaginérteil zuriickfithren.

Satz 2.1

Sei (zn)nen eine Folge komplexer Zahlen mit z, = x, + iy, € C. Dann konvergiert die Folge
(zn) in C genau dann, wenn die beiden Folgen (xp)nen und (Yn)nen in R konvergieren und es
gilt

lim z, = lim z, +¢ lim y,.
n—oo n—oo n—oo

Beweis:
Wir nehmen zunéchst an, dass die Folge (z,) konvergent ist mit Grenzwert z = x 4 iy € C. Sei
nun ein € > 0 gegeben, dann finden wir ein N € N, so dass

|z, — 2| < e fiir alle n > N.
Nun wenden wir die Dreiecksungleichung an und erhalten

[T + iy — 2 — y| < |wn — 2 + |iyn — iy = |zp — 2|+ |i] [y =yl = |20 — 2| + [yn —y| <€
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fiir alle n > N. Insbesondere ist dann |z, — x| < € und |y, —y| < ¢ fiir alle n > N. Da ¢ beliebig
war, bedeutet das

lim z, =2 und lim y, =y.
n—oo n—oo

Seien nun umgekehrt (z,)nen und (yn )nen konvergente Folgen mit lim,, o 2, = z und lim,, o0 yp, =
y. Dann finden wir fiir ein beliebiges € > 0 wieder ein N € N, so dass fiir n > N sogar

€ €
|zy — x| < 3 und |y, —y| < 7
Dann ist aber auch
, . . . € €
|z, + iy — x — iy| < | — 2| + iy, — iy| = |20 — 2| + |yn — y| < §+§:5.
Daraus ergibt sich die Konvergenz der Folge (z,)nen gegen x + iy. O

Satz 2.2 FEine konvergente Folge hat genau einen Grenzwert.

Beweis: Wir gehen indirekt vor, und nehmen an, eine Folge (), oy hétte zwei verschiedene
Grenzwerte a und b. Daraus mochten wir einen Widerspruch konstruieren. Anschaulich ist das
Vorgehen relativ klar: Wenn die Folge gegen a konvergiert, dann liegen alle Folgenglieder ab
einem bestimmten Index sehr nahe bei a und entsprechend weit weg von b.
Diese Idee nun etwas formaler: Wir wéhlen ¢ = @ > 0. Da die Folge gegen a konvergiert, gibt
es einen Index Ny, so dass

|z, —a| < e fiir alle n > Nj.

Genauso gibt es wegen der Konvergenz gegen b einen Index Ny mit
|zy, — b| < € fiir alle n > Nj.
Fiir alle n > max (N7, Na) ist dann wegen der Dreicksungleichung
2e=lb—al=|b—a—xn+ 2] <|b—xn|+ |a — x| < 2¢.

Dies ist offenbar ein Widerspruch, daher muss unsere urspriingliche Annahme falsch gewesen
sein, dass zwei verschiedene Grenzwerte existieren. O

Definition: Eine Folge (z,,),cy reeller, bzw. komplexer Zahlen heifit beschrénkt, falls es eine
reelle Zahl M > 0 gibt, so dass alle Folgenglieder vom Betrag her kleiner als M sind:

|zn| < M fiir alle n € N.
Eine reelle Folge (2,,),,cy heifit von oben beschrinkt, falls es eine Zahl C' € R gibt, so dass
Ty, < C fir alle n € N
und von unten beschrankt, falls es eine Zahl ¢ € R gibt, so dass

Ty > C fir alle n € N
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Satz 2.3 Jede konvergente Folge ist beschrinkt.

Beweis: Sei (,)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert a. Dann gibt es insbesondere zu
¢ = 1 eine natiirliche Zahl Ny, so dass fiir alle n > Ny die Ungleichung |z,, — a| < 1 gilt. Dann
ergibt sich wieder mit Hilfe der Dreiecksungleichung

[nl = [0 — a+a] < 2n —al + |a] < Ja] + 1.
Die Folge (zp)nen ist also beschrinkt. O

Man beachte, dass unsere Argumentation gleichermaflen fiir reelle wie fiir komplexe Zahlenfolgen
gilt.

Bemerkung: Die Umkehrung des Satzes gilt natiirlich nicht: Es gibt (viele) beschriankter
Folgen, die nicht konvergent sind.

2.2 Monotone Folgen

Definition:

Eine Folge (a,)nen heifit monoton wachsend, falls a,, < a1 fir jedes n € N. Falls sogar
an < ap+1 fir jedes n € N, dann heifit die Folge streng monoton wachsend.

Analog heifit eine Folge (a,)neny monoton fallend, wenn a,, > a1 bzw. streng monoton

fallend, wenn a,, > a,+1 fiir alle n € N.

Satz 2.4 Sei (z,,)nen €ine monoton wachsende reelle Folge, die von oben beschrinkt ist. Dann
konvergiert (zy,)nen-

Beweis: Die Menge aller auftretenden Folgenglieder {z,; n € N} ist von oben beschrénkt, also
besitzt sie ein Supremum
x = sup{zn; n € N}.

Wir behaupten, dass diese Zahl der Grenzwert der Folge (x,,)nen ist, also: x = lim z,.
n—oo

Um das zu zeigen, wihlen wir ein beliebiges € > 0. Dann existiert ein Ng € N mit zy, < z und
der Eigenschaft, dass z, > = — €. Sonst wire ndmlich x — € eine obere Schranke fiir die Menge
aller Folgenglieder und x somit nicht die kleinste obere Schranke. Aus der Ungleichung

T—e<TN, S
folgern wir nun auf Grund der Monotonie von (zy)nen, dass

r—e<zn, <zp < fir alle n > Np.
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Insbesondere ist daher fiir n > Ny
|z, — x| < €.

Nach Definition 2.1 konvergiert die Folge (x,)nen also gegen x. O

Wenn wir die monotone Konvergenz betonen wollen, sagen wir z,, ,,konvergiert von unten“ gegen
z, kurz x,, " x.

Lemma:
Sei z,, nun eine monoton fallende reelle Folge. Wenn x,, zusétzlich von unten beschrinkt ist,
besitzt z,, einen Limes

= lim z,.
n—oo

Beweis: Wir betrachten dazu einfach die Folge (—x,)nen. Die Menge {—xz,; n € N} ist von
oben beschriankt, denn es gilt fiir beliebige Mengen A C R immer

sup(—A) = —inf(A) (~ siche Ubungsaufgabe).
Die Folge (—2p)nen ist monoton wachsend und damit nach Satz 2.4 konvergent. Wegen

T, \NT & —x, /) —x

konvergiert auch die Folge (z,)nen. O
Bemerkung:
1. lim (—z,) = — lim (z,), falls eine der beiden Seiten existiert.
n—oo n—oo

2. Man beachte, dass man mit Satz 2.4 die Konvergenz einer Folge zeigen kann, ohne den
Grenzwert zu kennen.

Als Beispiel zeigen wir:

Satz 2.5 [Die Eulersche Zahl €]
Sei (en)nen die Folge der Zahlen

1 1 1 1 1
6n3=ZE=a+ﬁ+§+...+m,

wobei wieder 0! = 1.
Dann existiert der Grenzwert

e:= lim e,.
n—oo

Man nennt e =~ 2, 71828 die Eulersche Zahl.
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Beweis: Die Folge (e,)nen ist monoton wachsend, da e,i1 = e, + ﬁ, also bleibt nur zu
zeigen, dass die Folge auch beschriankt ist. Dazu schéitzen wir ab:

1 + 1 + 1 + L + L + + L
e = —_— “ e —
" 1-2 1-2-3 1-2-3-4 n!
1 1 1
<1 4+ 1 + 5 + ) + 5.9.92 + ... + WSZS

In dieser Abschitzung haben wir zunéchst jede Zahl, die grofler als 2 ist, durch eine 2 ersetzt.
Dadurch werden die Briiche grofler, da ihre Nenner kleiner werden. So erhalten wir eine Summe

n+1

n
l—gq
k=0

mit ¢ = %, von der wir wissen, dass sie kleiner als 1—;} = 2 ist. Damit ist (e,)nen beschriankt

und der Grenzwert e < 3 existiert. O

2.3 Teilfolgen

Definition:
Sei (zy)nen eine Folge. Eine Folge (yi)ren heifit Teilfolge von (zy,)nen, falls es eine streng
monoton wachsende Folge von Indizes n1 < np < ng < ... gibt, so dass y, = z, fiir alle k € N.

Man pickt sozusagen nur diejenigen Folgenglieder der Folge (x,,)nen heraus, deren Indizes in der
Folge (n1,ng,ns,...) vorkommen.

Definition:

Sei (z,) eine Folge reeller oder komplexer Zahlen. Eine Zahl x heift Hiufungspunkt von (z,,),
wenn es zu jedem € > 0 und jeder natiirlichen Zahl N € N immer ein Folgenglied z,, gibt mit
n > N und |z, — x| < e.

Beispiele:
1. , = (—1)" € R hat die Haufungspunkte 1 und —1, denn

lim z9, =1 lim xop+1 = —1.
k—o00 k—o00

2.z, =14"+ 2% € C hat die Haufungspunkte: 1, —1,7 und —i.
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Satz 2.6

Sei (xn)nen eine Folge reeller oder komplexer Zahlen. Dann gilt:

Die Zahl x ist genau dann ein Haufungspunkt der Folge (z,,)nen, wenn es eine Teilfolge (2r, )ken
gibt, die gegen x konwvergiert.

Beweis:

»= Sei x ein Hiufungspunkt der Folge (x, ). Wir konstruieren sukzessive eine Teilfolge
indem wir die Definition eines Haufungspunktes nacheinander auf e = 1, ¢ = %,
anwenden:

Ty )keN,

o~

Wihle n; € N, so dass |z,, —z| <

Wiéhle ng € N, so dass |z, — 2| < und ng > nq

Wiéhle n3 € N,so dass |zp, — 2] < und nz > ng

Wl N ==

Wiihle also immer ny, € N, so dass |z, —z| < % und ny > ng_1. Das geht in jedem Schritt,
weil x eben ein Haufungspunkt ist.

Die Folge (zn, )ken ist eine Teilfolge von (zn)nen, da ngi1 > ng. Da |z, — x| < + fiir alle
k € N, konvergiert (xy, )ren gegen .

o= 1 Sei (zp,)ren eine Teilfolge, die gegen x konvergiert. Wir miissen zeigen, dass z ein
Haufungspunkt der Folge (2, )nen ist. Seien dazu € > 0 und N € N gegeben.
Wegen der Konvergenz der Teilfolge gibt es einen Index Ky € N so dass fiir alle £ > K
gilt
|z, — x| <e.

Wihle nun ny, so, dass k > Ky und ng > N. Dann erfiillt z,,, die Bedingungen, die in der
Definition eines Haufungspunktes gefordert wurden.

Bemerkung: Eine Zahl z ist also ein Haufungspunkt, wenn in jeder e-Umgebung von z unend-
lich viele Folgenglieder liegen.

Satz 2.7 [Satz von Bolzano-Weierstrafl]
Jede beschrinkte Folge reeller oder komplexer Zahlen besitzt eine konvergente Teilfolge.
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Beispiel: Die divergente Folge (+1,—1,41,—1,...) mit 2, = (—1)""! besitzt unter anderem
die konstanten (und daher konvergenten) Teilfolgen (x2, x4, zg, xg,...) und (z1, z3,x5,...).

Beweis von Satz 2.7: Sei zunéchst (z,),en eine reelle Folge und M > 0, so dass
|zn| < M fir allen € N

Wir definieren
by :=sup{zk; k € NJk > n}

als das Supremum der Folgenglieder ab z,. Dann ist automatisch b,+; < b, fiir alle n € N,
da das Supremum iiber eine kleinere Menge gebildet wird. Auflerdem erfiillt das Supremum als
kleinste obere Schranke die Ungleichung b,, < c fiir alle n € N. Nach Satz 2.4 konvergiert die
Folge (bp)nen, das heifit

b:= lim b, existiert.
n—oo

Behauptung: b ist ein Haufungspunkt der Folge (xy,)nen-
Sei dazu € > 0 und N € N eine beliebige natiirliche Zahl.
Dann gibt es einen Index Ny € N, so dass fiir alle n > Ny

3
b — b < =.
b — bl < 2

Sei n1 := max{Ny, N}. Wegen der Supremumseigenschaft von b,, = sup{xr; k > n1} existiert
ein k > nq, so dass
€
bn1_§<$k§bn1

e
= ‘xk_bn1|<§

= |xg — b < |zk — by |+ |bn, — D] <e.
—_—— ——

<e/2 <e/2

Da wir dieses Argument mit beliebig kleinem € > 0 und beliebigem N € N durchfiihren kénnen
und immer ein passendes Folgenglied xj, finden, ist b ein Hiufungspunkt der Folge. Also gibt es
nach dem vorigen Satz auch eine Teilfolge, die gegen b konvergiert.

Fiir komplexwertige Folgen betrachtet man zunéchst die (beschrénkte) Folge der Realteile. Also
existiert eine Teilfolge, so dass die Realteile gegen einen Grenzwert konvergieren. Bei dieser Teil-
folge ist (wie schon bei der urspriinglichen Folge) auch die Folge der Imaginérteile beschrénkt.
Daher kann man ein zweites Mal eine Teilfolge auswéhlen und erreicht so, dass fiir diese ,, Teilfol-
ge der Teilfolge“ auch die Imaginérteile konvergieren. Dann konvergiert aber die gesamte Folge
in C. O

Bemerkung: Der Satz von Bolzano-Weierstrafl ist wieder eine Konsequenz des Vollsténdig-
keitsaxioms fiir R.
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Definition:
Sei (zp,)nen eine reelle Zahlenfolge. Die Zahl

limsupz, = lim sup{zx; k >n} € RU{co}
n—oo

n—oo
heifit Limes superior von (z,),en.
Analog ist der Limes inferior von (z,),en definiert als

liminfz, = lim inf{zg; k£ >n} € RU{—00}.

n—oo

Falls die Folge von oben beschrénkt ist, dann ist lim sup x,, eine reelle Zahl. Fiir Folgen, die nicht
n—oo
von oben beschriankt sind, setzen wir lim sup x,, := +o0.
n—oo
Diese Konvention hilft uns spéter in 2.11, da auf diese Weise jede reelle Folge einen Limes
superior besitzt.
Der néchste Satz zeigt, dass der Limes inferior bzw. der Limes superior der kleinste bzw. grofite

Haufungspunkt der Folge (zy,)nen sind.

Satz 2.8

i) Jeder weitere Hiufungspunkt h von (zy,)nen erfillt

liminf z, < h < lim sup z,,.
n—o0 N—00

it) liminf z, = limsupz, = (zp)nen konvergiert.
=9 n—00

Beweis:

i) Sei h ein Haufungspunkt der Folge (x,)nen. Wir zeigen nur, dass h nicht grofler als der
Limes superior der Folge sein kann. Wihle dazu ¢ so klein, dass h—e > limsup,, ., &n +€.
ii) Seie > 0.
Wir wissen,dass es einen Index N; gibt, so dass fiir alle n > N; das Supremum

b, = sup{xy; k> n}

in einer e-Umgebung des Limes superior liegt. Daher ist lim sup z,, + € eine obere Schranke
n—oo
fir alle x,, mit n > Nj.

Genauso gibt es einen Index Ny € N, so dass fiir alle n > Ny
T, > liminf x,, — e.

n—oo
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Insgesamt ist also fiir alle n > max (N1, Na)

liminfz, — e <z, <limsupz, + ¢.
n—oo n—o0
Wenn nun
a := liminf z,, = limsup =,
n—0o0 n—oo
bedeutet das gerade
|zy, —a| < e fiir alle n > max(Ny, Na).

Daher konvergiert die Folge gegen a.

Bemerkung: Der Limes superior einer von oben beschrinkten reellen Folge ist also die grofite
reelle Zahl, fiir die jede e-Umgebung unendlich viele Folgenglieder enthélt.

Analog ist der Limes inferior einer von unten beschrénkten reellen Folge die kleinste reelle Zahl
mit der Eigenschaft, dass in jeder e-Umgebung unendlich viele Folgenglieder liegen.

2.4 Das Cauchy-Kriterium

Wir lernen nun noch eine weitere Moglichkeit kennen, um zu zeigen, dass eine Folge konvergiert,

fiir die man den Wert x des Grenzwertes x = lim x, nicht kennen muss.
n—oo

Definition:
Eine Folge (z,,)nen heift Cauchy-Folge, falls fiir jedes € > 0 eine Zahl N, (¢) existiert, so dass
fiir beliebige m,n > N, (e) gilt:

|Tn, — Tm| < €.

Statt des Abstandes von einem (unbekannten oder moglicherweise gar nicht vorhandenen) Grenz-
wert, verlangt man hier, dass Folgenglieder mit hohem Index beliebig kleinen Abstand voneinan-
der haben. Wichtig ist dabei, dass es nicht um die Differenz zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Folgengliedern geht, sondern um den Abstand zweier beliebiger Folgenglieder mit geniigend
hohem Index.

Mit e-Umgebungen lassen sich Cauchy-Folgen so charakterisieren:

Eine Folge ist Cauchy-Folge, wenn es zu jedem £ > 0 ein N = N(¢) € N gibt, so dass fiir m > N
alle Folgenglieder z,, mit n > N in der e-Umgebung von z,, liegen.

Es gilt nun zunéchst:

Lemma:
Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.
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Beweis: Sei (x,)nen eine reelle oder komplexe Folge mit Grenzwert a. Dann gibt es nach
Definition 2.1 zu jedem e > 0 eine Zahl N (e), so dass fiir alle n > N(¢)
€
|zy, —al < 7
Dann gilt aber wegen der Dreiecksungleichung fiir alle m,n > N (¢)

e €
\xn—xm\:]a:n—a—l—a—xm]§|xn—a]—|—|a—mm\<§—|—§:£.

Die Folge ist also eine Cauchy-Folge. g

Dass auch die Umkehrung gilt, dass also jede Cauchy-Folge konvergiert, beruht ganz wesentlich
auf der Vollstandigkeit der reellen bzw. komplexen Zahlen.

Satz 2.9 [Cauchy-Kriterium]
Sei (zn)nen eine reelle oder komplexe Cauchy-Folge. Dann konvergiert die Folge (xy,).

Beweis:

1. Schritt: Die Folge (x,)nen ist beschriankt.
Wihle einfach € = 1 und das zugehorige N, (1) dazu. Dann folgt fiir festes m > N, (1) und
alle n > N, (1) ganz dhnlich wie im vorigen Lemma

|Zn| = |20 — T + Tin| < |20 — T + |2m| < 14 |20
Insgesamt ist dann fiir beliebiges n € N
|zn| < max{|zi|,...,|Tm-1],|Tm|+ 1}.

Somit ist die Folge x,, beschrinkt und besitzt eine konvergente Teilfolge, zum Beispiel

k—oo .
— a = limsup x,
n—oo

Ty,

2. Schritt: Sogar die ganze Folge konvergiert gegen a, d.h. lim,, . z,, = a.

Die Idee ist hier Folgende: Die konvergente Teilfolge sorgt dafiir, dass immer wieder Fol-
genglieder sehr nahe an @ herankommen. Die Cauchy-Eigenschaft der Folge benutzt man
dann, um zu zeigen, dass auch die anderen Folgenglieder in der Néhe von a liegen miissen,
wenn ihr Index grofl genug ist.

Diese Idee werden wir nun formal umsetzen.

Sei ein € > 0 vorgegeben. Dann existiert einerseits ein Kg € N, so dass fiir alle £ > Kj gilt
|z, —al <e.
Da die Folge eine Cauchy-Folge ist, gibt es zusétzlich ein N, (g), so dass

|zy, — x| <€
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fiir alle m,n > N,(¢).

Insbesondere konnen wir als z,, ein Glied z,, der Teilfolge wihlen, so dass k > Ky und
n, > Ni(g). Dann gilt fiir alle n > N, (¢)

|Tn, — Tp,, + Tn,, — a

|zn — a
|Ty, — Tn,. | + |20, — a| (wegen der Dreiecksungleichung)
2e.

IA A

Das bedeutet, dass die Folge (x,)nen gegen a konvergiert.

2.5 Grenzwerte und Anordnung

Eine wichtige Eigenschaft von Grenzwerten besteht darin, dass sie die Anordnung nicht d&ndern.

Satz 2.10
Seien (Tn)nen und (Yn)nen zwei konvergente Folgen, die die Ungleichung

Ty < UYn fiir allen € N

erfillen. Dann ist auch
lim z, < lim y,.

n—oo n—oo

Beweis: Ubungsaufgabe (Fiihre die Annahme lim,, oo #,, > lim,, o0 ¥, zu einem Widerspruch.)
Od

Achtung ! Es ist durchaus moglich, dass sogar x, < y, fir alle n € N gilt und trotzdem

limy,— 00 T, = limy, o0 Y-

Man kann diesen Satz benutzen, um die Konvergenz einer Folge zu beweisen, indem man sie
zwischen zwei Folgen mit demselben Grenzwert , einzwéangt*:

Satz 2.11 [,,Sandwich-Kriterium*]
Seien (Tn)neN, (Yn)nen und (zn)nen drei Folgen, die der Ungleichung

Tn < Yn < 2p fiir allen € N

gentigen. Falls die Grenzwerte

lim z, = lim 2z,
n—oo n—oo

existieren, dann konvergiert auch die Folge (yn)nen und es gilt

lim y, = lim z, = lim 2z,
n—oo n—oo n—oo
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Beweis: Ubungsaufgabe !

2.6 Beispiele

1. lim n% = 0 zeigt man mit Hilfe des Sandwich-Kriteriums, indem man die Folge (n~2),en
n—oo
11

einzwingt zwischen die konstante Nullfolge (0,0,...) und die Nullfolge 1, 5, 5, .. ..
Genauso zeigt man

fiir jedes feste k € N.

: . (Wn+1-vn)(Vn+1+y/n)
Jm (Va+1-vn) = lim NoES TN

I n+1l-—n
im ——
n—oo\/n+1+4+/n

li ! <=1 1

im ——— <= lim —— =
nﬂoo\/n+1—|-\/ﬁ_ n—»ooQ\/?L
Da v/n+1—+/n > 0 folgt die Konvergenz mit Hilfe des Sandwich-Kriteriums.

0.

3. limy oo nt/™ = 1.
Setze n'/™ =1+ hy, mit h > 0 fiir n > 2. Dann gilt nach dem Binomischen Satz 1.5

—1
n=(1+h)" > <">h%="(" 12
2 2
n > n(n—l)hi

2

2 2

>
n—l_h"

Da h, > 0 folgt daraus
[ 2
O< hy, <y|——<e
n—1
fiir n > ng(e), also lim,, . h,, = 0. Folglich gilt
lim n'/" = lim (1+h,) =140 = 1.

n—o0 n—oo

Fine weitere Konsequenz des Sandwich-Kriteriums ist das folgende

Lemma:
Falls die Folge (an)nen gegen die Zahl a konvergiert, dann gilt auch

|an| = lal.
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Denn: Wir schiitzen |a,| — |a| mit Hilfe der umgekehrten Dreiecksungleichung ab: Einerseits ist
lan| = lan —a+a| <lap —al+a] = |an| = [a] < |an —al,

andererseits
la| = la — an + an| < l|an —a| +|an] = |a|—|an| < |an —al.

Insgesamt folgt also
0 < llan| - |al| < |a, — al.

Nach Voraussetzung konvergiert a, — a gegen 0. Man erhélt daher die Konvergenz |a,| — |a|
durch Anwendung des Sandwich-Kriteriums. O

2.7 Rechenregeln fiir Grenzwerte

Viele Grenzwerte von Folgen kann man dadurch bestimmen, dass man sie auf einige ,,bekann-
te“ Grenzwerte zuriickfithrt. Dazu dienen die nun folgenden Rechenregeln fiir Grenzwerte.

Satz 2.12
Seien (p)nen und (yn)nen reelle Folgen.
Falls die Grenzwerte x = limy,_,o T, und y = lim,_. y, beide existieren, gilt:

(¢) lim (zn+yn) = (lim z,)+ (lim yy,)
n—oo n—oo n—oo
GOl R tn) = ) (Il )
n ]" n—oo +n .
(4i7) lim (33_) = u, falls lim y, # 0.
n—00 \ Yn hmn—>oo Yn n—00

Beweis: Betrachte nur reelle Folgen (x,,)neny und (yn )nen, im Fall von komplexen Folgen geniigt
es dann, Real- und Imaginérteil getrennt zu betrachten.

(i) Zu einem festen ¢ finden wir zunéchst Ny(e) € N, so dass
|z, — x| <e und |y, —y| <e firalle n > Ny(e).
Beide Folgen sind auflerdem beschrankt, d.h. es gibt eine Konstante C' > 0, so dass
|z, < C und |y,| < C fiir alle n € N.
Dann ist aber
|Tn + yn —x —y| < |xp — x| + |yn — y| < 2¢  (Dreiecksungleichung!)

fiir n > Ny(e).
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| Ty - Y — - Y| |Tn - Yn — Tp Y+ xp -y —x-y| kleiner Trick...)

< ncyn — a0yl lan -y — 2y
= |zn - Wn =yl +(xn —2) -y
< Joal - ln — yl + |20 — 2] - Iy
< C-e+¢-C
= 2Ce
wieder fiir n > Ny(e).
(iii) Wir wissen, dass
Ty 1
— =Tpy —
Yn Yn
und aus (ii), dass
lim In _ lim z, - lim —.
Also geniigt es zu zeigen, dass
) 1 1
lim — = ———.
n—00 Yp limy, 00 Yn

Da die Folge gegen eine Zahl y # 0 konvergiert, gibt es ein N1 € N| so dass fiir alle n > Ny
die Folgenglieder vom Betrag groer als ¢ := |y|/2 sind. Dann folgt aber

1_1‘: |y_yn| S%e
yn Yyl lyal-lyl ~ e
fiir alle n > max(Ny(e), N1).
Beispiele:
1.
. . . . 1

lim = lim (1 — )= lim 1— lim =1-0=1
n—oo n + n—o00 n n—00 n—oon 4+ 1

Insbesondere existiert somit lim,,_, o HLH

2. Esist
. n+1 o1+ = o 14+ 1limy, oo
hm = llm no—= D —

n—oo 2n — 1 n—oo 2 —

SI=|3 =
N | =

n—00 2 — lim,, o0
3. Sei @ > 0. Dann gilt (fiir die positive n-te Wurzel):
lim ¢'/" = lim ¥a =1,

n—0o0 n—oo

denn: Den Fall a > 1 haben wir bereits bewiesen, a = 1 ist einfach, es bleibt noch der Fall
0<a<l.

In diesem Fall ist aber % > 1 und es gilt

i/ ! ! Ly

nh—{goa - nh—{glo (é)l/n - hmn_wo(é)l/n - 1
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4. Approximation der Quadratwurzel einer positiven Zahl

Sei @ > 0 eine positive Zahl. Dann hat die Gleichung > = a genau eine positive Losung,
die wir mit y/a bezeichnen. Dass eine solche Zahl existiert, haben wir in Kapitel 1 schon
gesehen, nun wollen wir sie (niherungsweise) berechnen.

Sei dazu b > 0 eine positive reelle Zahl mit b > a und (2, )nen die durch

z1

Tn+1

rekursiv definierte Folge. Dann ist

b
2\ g,

lim z, = Va,
n—oo

denn: Die Folgenglieder x,, sind alle positiv, da sie durch die Addition zweier positiver
Zahlen entstehen. Weiter gilt x,, > /a fiir alle n. Das zeigen wir mit Vollstéindiger Induk-
tion. Der Induktionsanfang ist klar, da der Startwert b so gewihlt sein soll, dass er grofier
als \/a ist. Fiir den Induktionsschritt setzen wir die Ungleichung 22 — a > 0 voraus und

berechnen dann

2
9 1 a
Tpyr—0 = 4<xn+x> —a
n
1 a?
= ()
1/, a?
= 4<a:n—2a+$%>
1 a \o L o 2
4($" Tn, 4x2 (Q” ,_/a) -
>0
>0

die Folge der x,, ist also monoton fallend. Nach Lemma 2.4 besitzt sie also einen Grenzwert

xTr =

lim xz,.
n—oo

Mit Hilfe der Rechenregeln fiir Grenzwerte zeigt man nun

0 = lim
n—oo
e €T —
=122 = a
=z = +a,

2

1
Tn+1 — 5

: L <
lim zp41 — - lim
n—00 2 n—oo

a
Tp+ —

2)
)

Tp+ —
Tn

 (++3)

die Folge (zy,)nen liefert also Nédherungswerte fiir 1/a.

50



Folgen und Reihen

5. Intervallschachtelungen
Eine Intervallschachtelung besteht aus einer Folge von Intervallen [ay,b,] mit n =
1,2,3,..., so dass

e Die Folge (an)nen der Intervalluntergrenzen monoton wachsend ist,
e die Folge (b, )nen der Intervallobergrenzen monoton fallend ist und
e die Intervalllingen b, — a, gegen 0 konvergieren.

Dann wird durch die Intervallschachtelung eine einzige reelle Zahl x beschrieben:

T = ﬂ [@n, bp].

n=1

Die Anordnung der Folgen bedeutet

a1 < az < ag < < b3z < by < by.

alle weiteren a;  alle weiteren b;

Nach Satz 2.4 existiert sowohl a := lim,_, a, als auch b := lim, . b,. Wegen der
Bedingung b,, — a,, — 0 miissen die beiden Grenzwerte iibereinstimmen.

Bemerkung: Fiir lim = +oo gelten Einschriankungen der Rechenregeln: Beispielsweise wird
n—oo
keine Aussage getroffen iiber Grenzwerte der Form
0o —00 0
- -0, (—0)-0, —, — oder —.
%0+ (=00) , 09+0, (=00)+0, =, = oder 5
Es gilt aber zum Beispiel
T+ o0 =+4oc0 fir z €R,
(+00) + (+00) = +00 und (—00) + (—00) = —00
sowie
0000 =00, (—00)-(—00)= 400 und (—o0) - (4+00) = —o0.

Fiir z # 0 und sign(z) := |x—| ist

T

x - (+00) = (sign(z)) - (+-00).

Beispiel: Nochmal die Eulersche Zahl e
Wir haben die Eulersche Zahl e als Grenzwert der Folge

"1
€n:ZH
k=0

definiert. Nun betrachten wir die Folge (€),en mit

1 n
én = <1+n> 5

die man sich fiir n — oo als kontinuierliche Verzinsung vorstellen kann.
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Satz 2.13 FEs existiert der Grenzwert

lim €&, = e.
n—oo

Beweis:
1. Schritt: € := lim,,_,, €, existiert.
Wegen des Binomischen Satzes 1.5 gilt (1 + %)n =Y () (%)k, also gilt

1 n

< e, <e<3.

Die letzte Ungleichung gilt, da in der vorletzten Zeile die Terme in den Klammern jeweils kleiner
als 1 sind, und somit der ganze Ausdruck durch ) ), % = e,, abgeschiitzt werden kann.

Auflerdem ist €, monoton wachsend, da fiir €,y die Klammerterme der vorletzten Zeile mit
k=0,1,2,...,n alle groBer sind als fiir &,, denn die k Faktoren ((1—21)-...-(1— %)) werden
alle grofer. Dartiber hinaus kommt noch der Term mit & = n + 1 hinzu. Somit ist (€,)nen
durch die Zahl e von oben beschrankt und monoton wachsend, daher existiert der Grenzwert
e =lim,_ o€, <e.

2. Schritt: Es ist € = e.
Nach dem Ergebnis des 1. Schritts miissen wir nur noch die Ungleichung € > e zeigen.

R s ey
() ) ()
B () () () -

Die erste Ungleichung ergibt sich wieder daraus, dass wir die einzelnen Faktoren grofier gemacht
haben. Betrachtet man nun in der Ungleichung

" 1 2 E—1
Em < —(1==)-(1==2)-... (1- < é,
s S (10) (100) o () =0

52

™

3

I
NE

B
Il
o

IN
| -

Sl

[en]

o
Il
|




Folgen und Reihen

fiir festes m € N den Grenzwert n — 0o, so erhilt man wegen Satz 2.10

m
- 1 -
Em <D qll1s<e
k=0

——

_em

Lésst man nun noch m — oo gehen, folgt:

e<e<e = e=e.

Bemerkung: Man konnte mit unseren Mitteln auch noch zeigen, dass e eine irrationale Zahl

ist. Die Zahl e ist sogar tranzendent, d.h. sie ldsst sich nicht als Losung einer polynomialen
Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten darstellen.

Satz 2.14 Es ist

lim — =0, fir alle x € C.

k=1 k=1 (n—1)nt
B N O R
- 1-2:3-...-(n—1)
nn—l nn
BRCE T

>
IN
®
)
&
=
@
]
=
+

Wir wissen vom Beweis des vorigen Satzes, dass (1 + %)k =e

n—1 k n—1 k n

n" k+1 1

ol —H<k) —H<1+k> =
k=1 k=1

Daraus folgt dann

n n n—1
gl el ()"
n! nn . e—(n=1) n n

da %‘ gegen 0 geht fiir n — oo und (%)”_1 fiir grofie n kleiner als 1 ist. O
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Bemerkung: Die verwendete Abschitzung %e_(”_l) < 1 kann man mit mehr Aufwand zur
Stirlingschen Formel

nn
lim v 27rn—'e*” =3

n— oo n

verbessern.

2.8 Reihen

Definition: Unter einer unendliche Reihe, kurz Reihe,
(0.0
> ak
k=0

mit a € R oder C versteht man die Folge der Partialsummen

Die Zahlen aj heilen Glieder der Reihe. Die Reihe heiflit konvergent, wenn die Folge der
Partialsummen konvergiert, also lim s, existiert. Wir schreiben dann auch
n—oo

[e¢]
Zak = lim s, = s # +o0.
k 0 n—oo

Existiert kein solcher Limes, so heifit die Reihe divergent.
Die Reihe heifit absolut konvergent, wenn sogar

(0.9}
> lax|
k=0
konvergent ist.
o0
Man sollte eine Reihe ) aj also in erster Linie als eine Abkiirzung fiir die Folge ihrer Partial-
k=0

summen betrachten.
Beispiele:

oo
(a) Die geometrische Reihe > ¢F = 1—iq ist konvergent fiir alle ¢ € R oder ¢ € C mit |q| < 1,
k=0

denn

n
k 1-— qn+1 n—oo 1
Sp = - =—— — ,

prd 1—gq 1—gq

da ja lim ¢"*! =0 fiir |¢| < 1.
n—oo
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Beispielsweise ist also

1+1+1+1+1+ = 1 =2
2 4 8 16 7 1-1
R R S T S SR
39 27 81 T 1+ 4
(b) Die harmonische Reihe
oo
-
k
k=1
divergiert, denn
2 1 1 1
82”“:;:11@ ST RS TS SRR TR
1 1
> 82n+72n+1+72n+1+...+2n+1
1
- 82n+2n.2n+1
1
= 3271—'—5

Mit s1 = s90 = 1 folgt also (streng genommen per Vollstdndiger Induktion)

n
82n 214—5

Die Reihe divergiert also gegen +ooc.

(¢) Die Folge (€,)nen, mit der wir die Eulersche Zahl e definiert haben, besteht gerade aus
den Partialsummen der Reihe
(o9}
1
S
k=0

Bemerkung:
1. Vorsicht: Bei einer konvergenten Reihe diirfen beliebig Klammern hinzugefiigt werden
ap+azs+as+...=(@+...+ap)+ (@41 + ...+ an,)+...
Es diirfen aber keine Klammern weggelassen werden: Es ist natiirlich
0o=1-H)+(1-1)+1-1)+...,

aber die Reihe
1-14+1—-14+1—-14+1—-1+4...

divergiert, da die Partialsummen zwischen 1 und 0 hin- und herspringen.
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2. Wie bei Folgen &ndert sich das Konvergenzverhalten einer Reihe nicht, wenn man endlich
viele Glieder abdndert oder wegldsst. Allerdings verdndert man dabei sehr wohl den Wert
einer Reihe.

3. Aus den Rechenregeln fiir Folgen ergibt sich Reihen:
[e.e] o0
Falls > ar =: a und ) by =: b zwei konvergente Reihen und ¢ € C eine beliebige Zahl
k=0 k=0

sind, dann ist

o0 o0 oo
Z(ak+bk) = Zak+2bk:a+b
k=0 k=0 k=0

o0 o0

ank = ¢ Zak =c-a

k=0 k=0

2.9 Konvergenzkriterien

Finige Kriterien fiir die Konvergenz von Reihen erhalten wir, indem wir Konvergenzkriterien fiir
Folgen direkt auf die Folge der Partialsummen anwenden.

Satz 2.15 [Cauchy-Kriterium fiir Reihen)]
Die Reihe
(e.0]
> a
k=0
ist genau dann konvergent, wenn fir alle e > 0 ein N, = N.(g) existiert mit

n
> an
k=m

<e€

fir alle Ni(e) <m <n.

Beweis: Man wendet das Cauchy-Kriterium fiir Folgen auf die Partialsummen s, der Reihe an:
n

D> a

k=m

Der Satz folgt also unmittelbar aus dem Cauchy-Kriterium fiir die Partialsummen-Folge s,,.

=lsp — Sm-1] <€

1. Folgerung: Ist > ;7 a; konvergent, dann gilt lim,,_.o a,, = 0, denn fiir ein beliebiges € > 0
gilt: Wahlt man N, (e) nach dem Cauchy-Kriterium, dann ist fiir alle n > N,(¢) 4+ 1

lan| = |sn — sn—1| < e.
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Achtung ! Die Umkehrung ist falsch, was man beispielsweise an der harmonischen Reihe mit
ap = % sehen kann.

[e.°] o0
2. Folgerung: Wenn die Reihe > aj absolut konvergent ist, dann konvergiert auch > ag,
k=0 k=0
denn nach dem Cauchy-Kriterium gilt

n

Z lax| < e

k=m

fiir beliebige m,n > N,(¢). Wendet man auf den linken Term (n — m)-mal die Dreiecksunglei-
chung an, ergibt sich

n
D> a
k=m

n
< Z lag| < e.
k=m

o0
Nach dem Cauchy-Kriterium ist dann auch die Reihe ) aj konvergent.
k=0

Satz 2.16 [Konvergenz positiver Reihen)]
Seien alle a,, > 0. Dann ist die Reihe
o0
D an
n=0

genau dann konvergent, wenn die Folge der Partialsummen beschrinkt ist, d.h. wenn es eine

Zahl C' > 0 gibt, so dass
N
SN = Z a, < C
n=0

fiir alle N € N.

Beweis: Die Folge der Partialsummen sy ist eine monoton wachsende Folge. Also ist sy kon-
vergent, genau dann wenn sy beschriankt ist (siche Satz iiber monotone Konvergenz 2.4). O

Satz 2.17 [Majoranten-Kriterium)|
Sei > ay, eine beliebige Reihe mit |ag| < by fir alle k und > by < co. Dann konvergiert Y  ay,
(sogar absolut) und Y by, heifft Majorante zu . ay.

Beweis: Man kann das Cauchy-Kriterium auf ) by anwenden. Zu € > 0 gibt es dann eine Zahl
N, = N.(e) € N, so dass fiir Ny(¢) < m <n immer

> b
k=m

<eE.
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Daraus folgt
D larl < 1) bkl <e.
k=m k=m
Also ist das Cauchy-Kriterium auch fir ) |ag| erfiillt, folglich ist die Reihe ) aj, absolut kon-

vergent. O

Bemerkung: Auch wenn |ag| < by nur fiir fast alle & gilt, reicht das schon aus. (,,fast alle* heif3t
hier: fiir alle, bis auf endlich viele).

Satz 2.18 [Quotienten-Kriterium]
Die Reihe Y ay ist absolut konvergent, falls

AR+1
ag

<1.

= lim sup
n—oo

Beweis: Wihle ein § mit ¢ < ¢ < 1. Da der Limes superior der grofite Hiufungspunkt einer

Ak41
ag

Folge ist, konnen nur endlich viele Glieder der Folge (

) grofler oder gleich ¢ sein. Sonst
keN

konnte man eine Teilfolge finden, die entweder nicht von oben beschrénkt ist oder nach Bolzano-
Weierstrafl einen Haufungspunkt besitzt, der grofer oder gleich ¢ ist. Beide Moglichkeiten stehen
im Widerspruch zur Voraussetzung, dass ¢ < ¢ der Limes superior der Folge ist.

Es existiert also ein Index Ny, so dass

Ak41
Gk

< q fir alle £ > Np.

Da aber
1 1 1
lang| = 5!GN0+1\ > ?’aNo+2| E qfk\aNoHc!

folgt daraus
langsk] < lang|-G*  fiir alle k& > 0.

Folglich gilt fiir die Reihe

o0 N() 1 NO 1
> la| = Z |ak| + Z |ag| < Z |ak| + Z |an,|§"
k=0 k=Np k=Np
Mit £ = Ny + k gilt daher
0o No—1
D laxl < Z |ay| + |&No|Zq
k=0
N0—1 1
= Z lak| + ’C’JN()’F < 00.
—4q
k=0
Die Konvergenz dieser positiven Reihe folgt nun direkt aus Satz2.16. a
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Bemerkung: Wenn das Quotientenkriterium erfiillt ist, kann man also eine konvergente geo-
metrische Reihe als Majorante verwenden fiir fast alle aj (genauer: fiir alle a; mit k > Np).

Satz 2.19 [Minoranten-Kriterium]

o o

Sei Y ay eine beliebige Reihe mit ay, > by, > 0 fiir alle k, wobei Y by eine divergente Reihe ist.
k=1 k=1

Dann divergiert auch Y ay. Die Reihe ) by, heifit Minorante zu Y ay,.

Beweis: Die Folge der Partialsummen von ) by wichst monoton iiber alle Grenzen. Zu jedem
C > 0 gibt es eine Zahl N = N(C) € N, so dass fiir n > N(C)

Z b, > C.

k=1
Daraus folgt direkt, dass auch

Z ap > C.

k=1

Also streben auch die Partialsummen von ) a; gegen 400, die Reihe ) ay, ist daher divergent. O

Satz 2.20 [Wurzelkriterium)]
Falls .
q := limsup |ag|* < 1,

k—o0

(&)
dann ist Y ay absolut konvergent.

k=1
Falls )
q = limsup |ag|* > 1,
k—oo
o0
dann divergiert die Reihe ) ay.
k=1

Beweis: Wihle wie beim Quotientenkriterium ¢ < ¢ < 1. Dann gilt
lap|F <G fiir fast alle &

das heift |ax| < ¢F fiir k > Ny. Die (konvergente) geometrische Reihe 3 ¢F mit ¢ < 1 ist also
eine Majorante zu ) ay, fiir fast alle ax. Da die endlich vielen Terme mit k& < Ny die Konvergenz
der Reihe nicht beeinflussen, konvergiert » aj absolut. |

Bemerkung:
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1. Das Wurzelkriterium ist etwas stérker als das Quotientenkriterium. Man kann zeigen, dass

ak+1

. 1 .
lim sup |ag|* < lim sup
ak

k—o0 k—o0

)

das heifit, wenn das Quotientenkriterium erfiillt ist, dann ist auch das Wurzelkriterium
erfiillt. Im Einzelfall kann es trotzdem einfacher sein, das Quotientenkriterium anzuwenden.

2. Fir limsup;,_, |ak|% = 1 macht das Wurzelkriterium keine Aussage. Die Reihen > ;2 | k~°
zeigen, dass in diesem Fall sowohl Konvergenz (fiir s > 1) als auch Divergenz (fiir 0 < s <
1) moglich ist.

3. Die Tatsache
ak+1
9%

>1

lim sup
k—o0

erlaubt keine Aussage iiber das Konvergenzverhalten der Reihe _ ag.

Definition:
Eine unendliche Reihe heifit alternierend, wenn ihre Glieder abwechselnd positiv und negativ
sind, d.h. von der Form

Z(—l)kak oder Z(—l)k+1ak
k=1 k=1

mit positiven ay.

Satz 2.21 [Leibniz-Kriterium]
Sei (a)ken eine Folge positiver Zahlen, die monoton fallend gegen 0 konvergiert. Dann konver-
giert die alternierende Reihe

oo

> (—1)Fay.

k=0

Beweis: Wir betrachten die Partialsummen

n
sp=Y (—1DFay.
k=0

Die (Teil-)Folge der Partialsummen s, mit ungeradem n ist monoton wachsend, da

Sopt1 = S2pn—1 + Q2p — A2pt1 = S2n-1
N———
>0

Fiir die Partialsummen mit geradem Index gilt dagegen

Sop42 = Sop —A2p+1 + 242 < Sop.

<0
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Sie bilden also eine monoton fallende Folge. Aulerdem ist so,+1 = Sop—a2p+1 < S2,. Schematisch
kann man diese Ungleichungen so darstellen:

So =2 S Z S4 Z ... =Z S =2 ... =2 8
v v v v
s < 83 < 85 < ... < osopp1 < ... <08

Also fallen die s9, und sind nach unten beschriankt durch s;. Nach dem Satz 2.4 {iber mono-
tone Konvergenz existiert der Limes s.Die monoton wachsende Folge der so,11 ist nach oben
beschriankt durch sg. Folglich existiert der Limes s. Wir wissen nun

S2n - 8
v v
Sop4+1 — S
Es bleibt noch zu zeigen, dass s = s:
Da s < s9, und —s < —sop41, gilt

_ 2n+1
0<35—5< 89, — 241 = (—1)""agn1.

Weil vorausgesetzt war, dass (a,)nen eine Nullfolge bilden, konvergiert der letzte Term fiir
n — oo gegen 0. Daraus folgt mit Hilfe des Sandwich-Kriteriums s = s. a

Bemerkung:

1. Es ist wichtig, dass die Folge der a,, monoton gegen 0 konvergiert. Aus lim a, = 0 kann
n—oo

im allgemeinen nicht auf die Konvergenz der Reihe ) (—1)"a, geschlossen werden.

2. Das Leibniz-Kriterium ist in besonderer Weise fiir Reihen geeignet, die konvergent, aber
nicht absolut konvergent sind. Bei solchen Reihen liefern ndmlich weder das Quotienten-
noch das Wurzelkriterium ein verwertbares Ergebnis.

Beispiele:

1. Mercator(1568)
o0
(_1)n+1

> U e

n=1
Mercator verbrachte {ibrigens die meiste Zeit seines Lebens in Duisburg.

2. Madhava(1340-1425)

n

= (-yr o
1;)2114—1 (= Z)

Bemerkung: Man darf Reihen, die konvergent, aber nicht absolut konvergent sind, nicht
umordnen. Auf diese Weise dndert man die ,,Balance“ zwischen den positiven und den negativen
Termen und damit den Wert der Reihe. Beispielsweise ist

1 1 1 1 1 1

1
l— 4o 444 =
53 175 677 8 y
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aber

Man kann diese Reihe sogar so umordnen, dass sie gegen +oo (oder gegen —oo) divergiert.
Bei absolut konvergenten Reihen darf man die Glieder umsortieren, ohne den Wert der Reihe
zu &ndern.

Satz 2.22 Sei (ap)nen eine Folge positiver, reeller Zahlen, die monoton gegen 0 konvergiert.
(e.e] oo

Dann konvergiert die Reihe ) a, genau dann, wenn die ,verdichtete“ Reihe Y 2™ - agn kon-
n=1 n=0
vergiert.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass die Folge der Partialsummen beschrénkt ist, da die Reihen-
glieder alle positiv sind (siehe Satz 2.16). Wahlt man ¢ so, dass 2t < < 21 dann gilt

n
Zak = a1 +az+as + a4+ a5+ ag+ ay + ag+...+a5 +...+ Qnp,
k=1
< a1+(a2+a2) + (a4—|—a4+a4+a4) + (a8+...+a8) +... 4+ age+1_4
= 20a20 + 21a21 + 22a22 + 23a23 +...4+ 2661,22
4
= EQk‘GQk
k=0

Hierbei wurde nur verwendet, dass a, > a,_1 ist. Also folgt

n

Zak < i?k-ayc.
k=0

k=1

Somit sind die Partialsummen auf der linken Seite alle dlégch den Wert der rechten Reihe be-

schrankt. Wenn diese konvergiert, dann konvergiert auch > ay.
k=1

Andererseits ist

n
2-> ar, = 2(a1 + a2 + azt+as + aztagtart+ag  +...+ an,)
k=1
> 2(a1 + a2 + az+ayg + a5+ ag+ a7+ ag +...+ age)
> 2(a1 + a2 4+ (aa+as) + (ag+ag+ag+ag) +...+ age)
= 24 + 202 + 2-2a4 + 2 4ag +... 4+ 2-2lay
-1
= a + > 2F . ay
k=0

Es ist also fiir jedes £ € N
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Wieder sind die Partialsummen auf der linken Seite durch das zweifache deosQ Wertes der rechten

Reihe beschrinkt, falls dieser konvergent ist. Also konvergiert die Reihe ) 2™ - agn, wenn die

n=0
o0
Reihe ) a, konvergiert. O
n=1
Beispiele:
[e.e]
1. Die Reihe )’ n% konvergiert fiir a > 1 (bis jetzt ,nur“ mit Exponenten o € Q).
n=1

Beweis: Anwendung des Cauchyschen Verdichtungssatzes (Ubungsaufgabe).

(o]
2. Die Reihe ) m konvergiert.
n=1

Beweis: Die Behauptung kann auf verschiedene Arten bewiesen werden:

oo o0
(i) Eine Majorante zu ) m ist > # Diese Reihe konvergiert nach dem vorherge-
n=1 n=1

henden Beispiel.

(ii) durch Anwendung des Cauchyschen Verdichtungungssatzes

(iii) Durch explizites Ausrechnen der Partialsummen:

O 1 - 1 1 1
2wy = Z(a‘m) =1 -3
n=1 n=1
T
1 1
T3~ 1
1 1
Tz~ 3
+
oo
1 1
=) ——— = lim (1- =1
nz:ln(n—i-l) ner;o< n+1>

Eine Reihe, die sich in einer solchen Form schreiben lédsst, nennt man Teleskopreihe.
O

2.10 Der Produktsatz fiir Reihen

Fiir endliche Summen 37" | a; und 37, by berechnet man bekannterweise das Produkt durch
»Ausmultiplizieren®, d.h. alle Terme der Form a;b;, werden aufsummiert. Bei unendlichen Reihen
> j2yaj und 2 by stellt sich die Frage, wie man die Summation durchfiihrt, um alle Terme
a;by, systematisch zu erfassen.

Die folgende Definition basiert auf einer &hnlichen Idee wie das Cantorsche Diagonalverfahren
zur Abzdhlung von N x N. Dort wurden die Diagonalen im Gitter N x N benutzt, um sicher zu
gehen, dass jedes Paar von natiirlichen Zahlen erfasst wird.
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o oo oo
Definition: Das Cauchy-Produkt von zwei Reihen ) a; und ) by ist die Reihe ) ¢f mit
k
Cl — Zajbk_j = Z aibj.
§=0 i+j=Fk

o0 o0
Satz 2.23 Seien > ax und ) by zwei absolut konvergente Reihen. Dann konvergiert auch das
k=0 k=0

[e.°]
Cauchy-Produkt >, ¢ absolut und es ist
k=0

Beweis: Wir betrachten in einem ersten Schritt die (Partial-)summen

n k
Sni= > > lag| 1bryl-
k=0 j=0

Fiir diese gilt:

(5] (5] n & n n
S agl [ D210 <D0 lagllbegl < (D lagl | | D] 1bs (%)
=0 =0 =0 =0

k=0 j=0

Hierbei bezeichnet die Gauf-Klammer [%] die groBte ganze Zahl kleiner oder gleich 5. Die Be-
griindung fiir diese Ungleichung veranschaulicht man sich mit Hilfe einer Skizze. Jeder der Kreu-
zungspunkte des Gitters steht fiir einen Term der Form a;bs_;, wobei die Terme mit demselben
k auf einer der grnen Diagonalen liegen. Die Punkte des rot schraffierten Quadrats entsprechen
den Termen auf der linken Seite, die grnen Punkte entsprechen der mittleren Summe und die
Punkte des blau schraffierten, grofien Quadrats der rechten Summe.

Da fiir n — oo die linke und die rechte Seite der Ungleichung () beide gegen (Z la; \) (Z |b; |>
j=0 =0

streben, muss auch .S, fiir n — oo gegen diesen Wert konvergieren.
Damit ist der Satz bewiesen fiir Reihen ) a; und ) bj;, die nur positive Glieder besitzen.
Im allgemeineren Fall benttigt man noch einen Schritt mehr:

n n n k 2n k
PILTA RS DI B DY BT > D abiy
=0 =0

k=0 j=0 k=n+1j=0

2n k
> lagl bkl = Son — Sn-

k=n+1 5=0

IN

IN
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k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8

Beim Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile wird mal wieder (sehr oft) die Dreiecksunglei-
chung angewandt.

Da die Folge (S, )nen eine Cauchy-Folge ist, findet man zu jedem vorgegebenen € ein N, = N,(¢),
so dass Sy, — S, < € fir alle n > N,. Dann ist aber fiir alle n > N, auch

<e.

(Zn(:)aj) . (anobj) —Zn:zk:ajbk_j

k=0 j=0

Da die beiden Reihen Z;io a; und E;io b; konvergent sind, findet man eine Zahl Ny, so dass

flir n > Ny gilt
o) () (=) (&)

<e.

Insgesamt ist dann

[e'S) [e'S) n k
Doas || Dby | = 20> b
§=0 §=0 k=0 j=0
[e'e) [e'S) n n n n n k

S Zaj . ij — Zaj : ij + aj . ij — Zzajbk_j
§=0 §=0 §=0 §=0 §=0 §=0 k=0 j=0

< e + E.

Daraus folgt dann die Konvergenz des Cauchy-Produkts. a

2.11 Potenzreihen und elementare Funktionen
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Definition: Reihen der Form -
Z an(x — )"
n=0

mit beliebigen Koeflizienten a, € R oder a,, € C heiflen Potenzreihen in x mit Entwicklungs-
punkt zp € C. Der Konvergenzradius p € [0, 00| ist definiert als
1

pi=
limsup,, o ¥/|an]

Ist limsup,, .., ¥/|an| =0, dann ist p = co und die Potenzreihe konvergiert fiir alle z € C.

Satz 2.24 -
Fine Potenzreihe konvergiert absolut im Innern des Konvergenzkreises, d.h. die Reihe . an(x—
n=0

x0)" konvergiert fir alle x € C mit |z — zo| < p.

Bemerkung: In einigen Féllen konvergiert die Reihe auch auf dem Rand des Konvergenzkreises
oder in einzelnen Punkten dieses Randes. Das muss aber in jedem Fall gesondert untersucht
werden.

Beweis:
Nach dem Wurzelkriterium gilt fiir | — zg| < p

limsup V/|an(z — z0)?| < limsup {/]p"an|

= limsup {/|an|p

1
= limsup V/|ap|  ————=1.
P ¥lan| lim sup {/|ay,|

Also konvergiert die Potenzreihe absolut. O

Bemerkung: Betrachtet man die geometrischen Reihe

o0

Z(_l)ann _ an
n=0

n=0

mit ¢ = —22 als Potenzreihe mit Entwicklungspunkt 0, dann wissen wir, dass

[e.9]

Z(_l)nx%z: 1 — 1
_ 2°
= l1-q 142

Man koénnte sich nun fragen, warum die Reihe nur fiir |z| < 1 konvergiert, obwohl der Ausdruck
auf der rechten Seite doch fiir alle x € R unproblematisch aussieht. Das kann man mit Hilfe
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des Konvergenzkreises im Komplexen gut verstehen. Die beiden Nullstellen © = +i des Nenners
liegen auf dem Rand des Konvergenzkreises mit Radius

1 1

P a1

=1.

Satz 2.25
Konwvergiert die Reihe

o
E an "
n=0

fiir einx =& # 0, dann gilt p > |£| > 0. Insbesondere konvergiert die Potenzreihe (sogar absolut)
fir alle x € C mit |z| < [€].

Beweis:
Da Y7 an & konvergiert, gilt auf jeden Fall

lim |ay| - [£"| = 0.
n—oo

Wiéhle nun € > 0 beliebig. Dann existiert wegen der Eigenschaften des Limes superior eine

Teilfolge (ap, ) mit ny — oo und
N 1
ﬁ/\ank\ > P — €.

1 Mt
|an, | > ( - 6) .
p

1 Tk
g - €™ > (p - ) el

Somit gilt auch
Daraus folgt

Also gilt fiir alle e > 0

0= Lm |an,]-[€™ ZleH;o((;—é)-él) k.

Damit der Ausdruck auf der rechten Seite konvergiert, muss gelten

1
(- —e)-lf <1
p
Daraus folgt
1 1 1
——e< = & [fl<—
P [3 r
Diese Ungleichung muss fiir beliebig kleine ¢ > 0 gelten, daher ist
1
€] < =P
p
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Bemerkung: Das Cauchy-Produkt zweier Potenzreihen > >° jan2z™ und ) °  bya™ ist nach
Definition gerade

(o0}

jzjckxk

k=0

mit ¢ = Z?:o a;by_;. Es werden also genau die Terme erfasst, die zur Potenz z* gehoren. Die
Definition des Cauchy-Produkts ist also durch das Vorgehen bei der Multiplikation von zwei
Potenzreihen motiviert.

Beispiel: Die Exponentialfunktion exp

Wir definieren
=1

exp(x) = Z gx" firzx € C
n=0

Der Konvergenzradius dieser Potenzreihe ist p = 0o, weil

limsup {/|a,| = hm sup )1/"

n—oo

Im Beweis zu Satz 2.14 haben wir die Abschitzung n! > n" - e~ ("1 gezeigt. Daraus folgt

1/n 1/n
. 1 . 1 ) 1
lim sup o < limsup o o = nh_{n — =0.

n— o0 n— o0 n-e n

Satz 2.26 Die Fxponentialfunktion gentigt der Funktionalgleichung

exp(x +y) = exp(z) - exp(y) (2.1)

Beweis: Man verwendet den Produktsatz 2.23 fiir Reihen. Es gilt

) et = (L5 ] (X4

]l
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Nach dem Binomischen Satz 1.5 gilt aber Y_p_, (1) - 2% - y" ™% = (2 + y)", also folgt

i;l (i(:) ) z_:l'x—ky — exp(z + ).

n=0 k=0

Bemerkung: Es gilt fiir alle rationalen x = p/q € Q die Identitit exp(z) = e*. Mit e” ist dabei
die schon friiher fiir rationale x = p/q € Q definierte Potenz gemeint ist.

Beweis:
o0
o Gilt firz =1, weile= ) % nach Definition von e.
n=0

o Gilt fiir z = p € N | weil wegen (2.1) gilt

exp(p) = exp(l+1+..+1)
p-mal
= exp(l)-exp(l)-...-exp(1)
p-mal
= g-e-..-¢€
N—
p-mal

= P

e Gilt fiir z = p/q mit p,q € N, denn exp(p/q) = e/ genau dann wenn (exp(p/q))? = P
ist, was aber wegen (2.1)gilt:

(exp(p/q))? = exp(p/q) - exp(p/q) - --- - exp(p/q) = eXp(g + g + o+ g) = exp(p) = e”.

q—mal

q—mal

e Somit gilt die Behauptung fiir z > 0 in Q. Sei < 0, dann ist —x > 0, also gilt wegen
(2.1)
exp(—x) - exp(z) = exp(0) = 1.

Daraus folgt
1

exp(r) = m;

also gilt die Behauptung fiir alle z € Q.

|

Die Exponentialfunktion exp ist also eine Erweiterung der bisher bekannten Potenzen von e auf
beliebige komplexe Exponenten. Die Reihe ist auch geeignet, um Naherungswerte fiir e oder fiir
e® zu berechnen.
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Bemerkung: Fiir |z| <1 ist

P pal I ol PO <1+ e L)
T < '
— k! Pt k! (n+1)! n+2 (n+2)(n+3)
|l,|n+1 e 1 + L1 1 L 2|x|n+1
(n+1)! 4 8 ( +1)!
Wir kénnen daher den Fehler abschétzen, wenn wir nur die ersten Terme der Reihe verwenden:
5 1 1 1 1 < 2 1 - 1
e—2——— —— —— — —= < —.
2l 31 51 6! 71 360-7 2000

Beispiel: Die trigonometrischen Funktionen

Definition: Sei z € C. Dann ist sind Cosinus und Sinus von z definiert durch

cos(z) = = (e 4e ™)

g?‘,_\M\H

sin(z) = (em - e_iz) .

Fiir x € R gilt deswegen
cos(z) = Re(e™)

sin(z) = Im(e™)

denn Re (2) = (2 + z) und Im (2) = 5 (z — Z) und fiir = € R folgt

— X (i) (Z$) _ J = :E —iT _ —ix
- Z A ky Z k! =€ =€
k=0 k=0 k=0
Daher gilt fiir alle z € C: '
e = cos(x) + isin(x) (2.2)

Satz 2.27 Cosinus und Sinus haben die Potenzreihendarstellung

[e%¢) _1)n .
cos(x) = Z ((273' z?
n=0
g . > (_1)n n
Sll’l(il?) = ngo ml‘Q +1

mit x € C.
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Beweis: Es ist

cos(x) =

S (i)t
D ee—_——

=a

Betrachte nun die Folge ay. Fiir ungerade k ist i* + (—4)* = 0, das heifit nur gerade k tragen
etwas zur Summe bei. Man iiberpriift leicht, dass i* + (—4i)* = 2 fiir k = 0,4,8,12,... und
ik 4 (—i)¥ = =2 fiir k = 2,6, 10,14, .. .. Damit ergibt sich

00 1 k
cos(z) = Z (2]{:3! 22k,

i (

Fiir sin(x) kann man dhnlich argumentieren, hier bleiben nur die Terme mit ungeradem k {ibrig.
a

Wegen |z|? = z - Z und Im(z) = 5-(z — Z) mit z € C gilt:
|€iz‘2 — T gim — T GIT _ iz T _ i(2-T) _ 2iig;(2-T) _ ,—2Im(z)
Insbesondere ist fiir reelle z dann =210 — 1, da Im(x) = 0. Weil fiir komplexe Zahlen

|z|2 = (Re (z))2 + (Im(z))Q, gilt daher fiir reelle x
cos?(z) + sin®(z) = [e> =1,

eine Identitét, die Thnen sicher aus der Schule bekannt ist.

Satz 2.28 (i) Cosinus und Sinus erfillen die Additionstheoreme,

cos(z+y) = cos(z)-cos(y) —sin(x) - sin(y)
sin(zx +y) = cos(z)-sin(y) + sin(z) - cos(y)

(i1) Firn €N und xz € C ist

(3]

cos(nz) = —°( ") sin?(2) cos™ % (&
(1) = 1) (3, 50 @ o0

Hierbei bezeichnet wieder (5] die Gauf-Klammer.

Beweis:
(i) Ubungsaufgabe
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(ii) Unter Verwendung von (2.1), (2.2) und des binomischen Satzes 1.5 gilt
(einx + ef'mz)
((ezz)n + (efix)n)

((cos(z) +isin(z))"™ + (cos(z) —isin(x))")

( Y <Z> cos” ¥ (z)i* sin® (x) +kzn:0 <Z> cos™ () (—i)* sink(x)>

k=

cos(nx) =

N~ NI~~~

[e=]

3

(1 + (—1)’f) ik <Z> sin® () cos™ ()

= 0 fiir u?lgerade k

N[ =

Eod

=0

Da nur die geraden k einen Beitrag leisten, kann man k = 2¢ setzen und die Summe als Summe

iiber ¢ schreiben: "
2

cos(nx) = —e( " sin®(z) cos" % (z).
() = 3 1 (5,) i) cos” (2}

Speziell fiir n = 2, 3,4 erhélt man beispielsweise die Darstellungen

cos(2r) = cos’x —sin’x
cos(3z) = cos’x —3sinx cosz =4cos®z — 3cosx
cos(4x) = cos’z —6sin®z cos®z +sin?z = 8cos x — 8cos? x4 1

72



3 Stetigkeit

Ausgehend von Grenzwerten fiir Zahlenfolgen kann man auch Grenzwerte reellwertiger bzw. kom-
plexwertiger Funktionen betrachten.

Definition:
Sei D C Rund f: D — R eine Funktion. Dann sagen wir, dass der Grenzwert

lim f(x) =c

r—a

existiert, falls fiir jede Folge (2, )nen in D mit lim z,, = a auch die Folge (f(zy)), .y konvergiert

S neN

mit lim f(z,) =c.
n—oo

Bemerkung: Es ist hier nicht vorausgesetzt, dass a in D liegt. Wichtig ist nur, dass alle Fol-
genglieder der Folge (zy,)nen in D liegen. Dies wird bei der Differentiation in Kapitel 4 wichtig
sein, wenn wir den Grenzwert des Differenzenquotienten fiir A — 0 betrachten. Dieser Differen-
zenquotient ist ndmlich fiir A = 0 nicht definiert.

Definition:
Sei D CR,a €l und f: D — R eine Funktion. Dann heifit f stetig im Punkt a, falls

lim f(z) = f(a).

r—a

Dies bedeutet, dass lim f(x,) = f(a) fiir jede Folge (2, )nen in D mit lim z, = a.

n—oo n—oo

Die Funktion f heifit stetig auf D oder einfach stetig, wenn sie in jedem Punkt ihres Definiti-
onsbereichs D stetig ist.

Beispiele:

1. Sei ¢ € R eine beliebige Zahl. Dann ist die konstante Funktion f: R — R mit f(z) = ¢ fiir
alle x € R stetig in jedem Punkt a, denn:
Fiir jede Folge (z,), die gegen a konvergiert, ist (f(zy))nen eine konstante Folge und
konvergiert daher gegen f(a) = c.

2. Die Heaviside-Funktion

0 firxz<O
H($)_{ 1 firz>0
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ist unstetig im Punkt x¢p = 0. Dazu geniigt es, die Folge —1, —%, —%, —i, ... zu betrachten,

die gegen 0 konvergiert. Die Funktionswerte der Folgenglieder sind allesamt 0 und konver-
gieren daher nicht gegen H(0) = 1.

Die Heaviside-Funktion ist mit der Delta-,,Funktion“verwandt, die in der Physik oft be-
nutzt wird, die aber im mathematischen Sinne gar keine Funktion ist.

3. Die Identitit Id : R — R, definiert durch Id(x) = z ist stetig in jedem a € R, denn die
Folgen (zy)nen und (Id(zy))nen stimmen iiberein. Wenn also lim z,, = a, dann gilt auch

lim Id(zy) = a = Id(a).

4. Die Funktion h : R — R mit h(z) = L fiir z # 0 und h(0) = 0 ist unstetig in a = 0, da fiir

Tz
eine Folge (2, )neny mit lim z, = 0 auf jeden Fall |h(z,)| gegen unendlich strebt.
n—oo

Bemerkung:

1. Anschaulich bedeutet Stetigkeit, dass die Funktion keine Spriinge macht und man ihren
Graphen zeichnen kann, ohne abzusetzen.
Achtung ! Wenn D beispielsweise kein Intervall ist, dann kann der Begriff der Stetigkeit
diese Anschaulichkeit verlieren. Zum Beispiel ist jede Funktion f : N — R stetig, da
fiir nog € N jede Folge (xp)ken natiirlicher Zahlen, die gegen ng konvergiert irgendwann
konstant wird, das heif3t

T — ng = AKy: xp = ng fir alle £ > K.
Dann ist natiirlich auch f(zy) = f(ng) fiir alle £ > Ky und daher klim f(zr) = f(no).

Stetigkeit kann auch verletzt sein, wenn eine Funktion in der Ndhe eines Punktes zu stark
oszilliert. Dann kann die Funktion ebenfalls unstetig sein, ohne dass ein ,,Sprung® zu
erkennen ist.

2. Die Stetigkeit einer Funktion f im Punkt a kann man auch durch die Gleichung

lim (f(z)) = f(lim z).

r—a r—a
ausdriicken. Stetigkeit erlaubt also die Grenzwertbildung mit der Anwendung der Funktion
f zu vertauschen. Wir werden im Laufe des Semesters noch weitere #hnliche Situationen
kennenlernen.

3. Man kann ganz genauso wie oben auch die Stetigkeit von Funktionen f : D — C fir D C C
definieren. Eine Funktion ist also genau dann stetig im Punkt a € D, wenn fiir jede Folge,
die gegen a konvergiert, die Folge der Bildpunkte in C gegen f(a) konvergiert. Insbesondere
muss also sowohl die Folge der Realteile, als auch die der Imaginérteile konvergieren.

Da die Stetigkeit reellwertiger Funktionen wichtigere Konsequenzen hat als die Stetigkeit
komplexwertiger Funktionen, betrachten wir in diesem Kapitel meistens reelle Funktionen.

Eine alternative Charakterisierung der Stetigkeit benutzt die e-Umgebungen von Punkten, die
wir schon bei Folgen benutzt hatten.
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Definition: [,,e—0—Definition*]
Sei D CR,a € D und f: D — R eine Funktion. Dann heifit f stetig im Punkt a, falls es zu
jedem € > 0 ein § = d(e,a) > 0 gibt, so dass

[z —a| <6 =|f(z) - fla)] <e

Die Funktion f heifit stetig, wenn sie in jedem Punkt ihres Definitionsbereichs stetig ist.

Ay
f(a)+ e /N )

f(a) - - -/ ________ \
f(a)—€ ,

/

a—-o0
Abbildung 3.1: Zur e-§-Definition der Stetigkeit

Anschaulich bedeutet das, dass der Funktionswert f(x) sehr nahe bei f(z() liegt, wenn man
nur x nahe genug bei zp wihlt. Wie nahe genau, das héngt vom Abstand zwischen f(z) und
f(xo) ab. Dieser Zusammenhang wird durch € und § mathematisch prizise gemacht. Auch diese
Definition kann man wieder ,reell“ oder , komplex“ lesen.

Beispiele:

1. Die Identitit Id : R — R, definiert durch Id(z) = z ist stetig in jedem z¢ € R, denn wir
konnen in der Definition der Stetigkeit einfach § = ¢ wihlen.

2. Die Funktion f: R — R mit f(x) = |x| ist stetig, denn auch hier kann man nachrechnen,

dass die e-5-Definition mit § = ¢ erfiillt ist.

Die Folgen-Definitionen der Stetigkeit und die e-9-Definition sind fiir reelle Funktionen dquiva-
lent zueinander.

Satz 3.1
Sei D C R und f: D — R eine Funktion. Dann ist f genau dann stetig im Punkt a € D nach
der e-d-Definition, wenn fir jede Folge (zy)neny mit lim x, = a gilt: lim f(x,) = f(a).

n—oo n—oo
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Beweis:

»=“ Wir nehmen an, dass f die e-d-Definition der Stetigkeit im Punkt a erfiillt und (x,)nen
eine Folge in D ist, die gegen a konvergiert. Zu zeigen ist, dass dann f(x,) gegen f(a) kon-
vergiert. Wir benutzen dabei die Definition der Konvergenz von Zahlenfolgen und zeigen,
dass es zu jedem € > 0 ein Ny gibt, so dass

|f(zn) — f(a)| <e fiir alle n > Np.

Um das richtige Ny zu finden, benétigen wir das § aus der e-d-Definition. Fiir |z — a|] < §
ist dann |f(z) — f(a)| < e. Da die Folge (x,) gegen a konvergiert, gibt es ein Ny, so dass
|z, —a| < ¢ ist fiir alle n > Ny. Dies ist genau das gesuchte Ny, ab dem |f(z,,) — f(a)] < &
ist.

»<* Wir diirfen annehmen, dass alle Folgen (zy,)neny mit lim x, = @ auch lim f(z,) = f(a)

erfiillen. Sei nun ein € > 0 gegeben, zu dem wir ein passendes § finden mochten. Wir
gehen dabei indirekt vor und nehmen zunéchst an, dass es kein solches § > 0 gibt. Das
bedeutet im Umkehrschluss, dass es zu jedem noch so kleinen § > 0 einen Punkt = gibt

mit |z —a| < 6, aber |f(z) — f(a)| > e. Speziell mit § = 1,1, %, ... kénnen wir uns daher
eine Folge 1,9, T3, x4, ... von Zahlen verschaffen, fiir die gilt:

2 — af < % und |f(zn) — f(a)] > e

Da diese Folge offensichtlich gegen a konvergiert, f(z,) aber nicht gegen f(a), erhalten
wir einen Widerspruch. Unsere Annahme, dass kein passendes § existiert war also falsch,
und es muss zu dem vorgegebenen ¢ ein § wie in Definition 3 geben.

Definition:
Sie D C R. Eine Funktion f : D — R heifit Lipschitz-stetig, wenn eine Konstante L > 0
existiert, so dass fiir alle x,y € D gilt:

|f@) = fI < L-|z—yl
L heifit Lipschitz-Konstante der Abbildung.

Der Name ist gerechtfertigt, denn

Lemma:
Lipschitz-stetige Funktionen sind stetig.

Beweis: Man verwendet die e-d-Definition mit 6 = 7. Um zu zeigen, dass f im Punkt y stetig
ist, verifiziert man, dass fiir alle x mit |z — y| < § gilt:

1f(z) = f(y)| < Llz —y| < L = L% — .
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Dasselbe Argument lisst sich fiir jedes y € D anwenden, die Funktion f ist also stetig auf ganz
D. O

Definition:

Funktionen f,g: D — R, deren Definitionsbereich iibereinstimmt, kann man auf ganz natiirli-
che Art und Weise addieren und miteinander multiplizieren. Die punktweise Addition,
bzw. Multiplikation ist definiert durch

(f+9)(x) = [flx)+g(x)
(f-9)(x) = [f(z)-g(x)

Satz 3.2
Sei D CR und f: D — R sowie g: D — R stetige Funktionen. Dann gilt:

(i) Die Funktionen f + g und f - g sind stetig. Falls g(z) # 0 fir alle x € D, dann ist auch
f/g stetig

(i1) die Hintereinanderausfiihrung g o f ist stetig (vorausgesetzt, dass f(x) fir alle x im Defi-
nitionsbereich von g liegt).

Beweis:
(i) Wir zeigen fiir ein beliebiges a € D, dass f + g stetig in a ist. Sei dazu (z,)nen eine beliebige

Folge mit lim z,, = a. Nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte von Folgen ist dann
n—oo

nh_)Igo(f +9)(zn) = nh_{go (f(zn) + g(zn))
= Jim f(ea) + lim g(en)
= fla)+g(a) = (f + 9)(a).

Ganz genauso zeigt man die Stetigkeit von f - g.

(ii) Seien wieder £ > 0 und x¢ € D beliebig. Wegen der Stetigkeit von g im Punkt yo := f(a)
findet man ein 6y, so dass |g(y) —g(vo)| < ¢, falls |y —yo| < 1. Nutzen wir jetzt die Stetigkeit von
f im Punkt a aus (allerdings mit ¢; anstelle von ¢), so finden wir ein § > 0 mit der Eigenschaft

[z —al <6 =[f(x) - fa)] = [f(z) —yol| < d1.

Daraus folgt dann aber sofort

9(f (@) — 9(yo)| = [9(f(x)) — g(f(a))] <e.

Nach Definition 3 ist daher g o f stetig in a. O
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Lemma:
Polynome sind stetig auf R.

Beweis: Sei .
P(x) = Zajxj =aop+ a1z + asx® + ...+ apz"
§=0
ein beliebiges Polynom. Es ist als Summe und Produkt von stetigen Funktionen nach dem vori-
gen Satz ebenfalls stetig auf ganz R. O

Fiir komplexwertige Funktionen notieren wir nur:

Lemma:
Eine Funktion f : R — C bzw. f : C — C ist stetig genau dann, wenn ihr Realteil und ihr
Imaginérteil beide stetige Funktionen sind, d.h.

f(x) = fi(x) +ifa(x)

ist genau dann stetig, wenn f; und fy stetig sind.

Beweis: Um die Stetigkeit in einem Punkt a zu beweisen, betrachtet man (reelle oder komple-
xe) Folgen, die gegen a konvergieren. Diese konvergieren nach Kapitel 2 genau dann, wenn die
Folgen aus Real- und Imaginérteil beide konvergieren. Dies bedeutet aber genau, dass sowohl
der Realteil als auch der Imaginérteil der Funktion stetig sind. O

Satz 3.3 Die Ezponentialfunktion x — exp(x) ist stetig.

Beweis:
Wir hatten die Exponentialfunktion iiber die Reihendarstellung

00
33‘2 SL’3

s
T __ - _
e_Hm+m+m+m_§
J:

l’j
gt

definiert.

Wir zeigen zunéchst die Stetigkeit in £ = 0 und werden spéter sehen, dass daraus die Stetigkeit
in einem beliebigen anderen Punkt zq folgt.

Um zu zeigen, dass die Exponentialfunktion in 0 stetig ist, miissen wir beweisen, dass e” fiir
x — 0 gegen €’ = 1 konvergiert. Fiir |x| < 1 gilt immer

2 .3
@ N
0<|e® =1 = 1!+2!+3!+...‘
<uy1ﬂﬂﬂﬁ+@¥
- 2! 3! 41
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< 1 1 1 1
< o] (e—1).

Die rechte Seite konvergiert fiir |z| — 0 gegen 0, also ist die Stetigkeit in = 0 bewiesen.
Um die Stetigkeit in irgendeinem Punkt z¢ € R nachzuweisen, benutzen wir die Funktionalglei-
chung der Exponentialfunktion und die Stetigkeit in 0: Wegen

€™ — e*| = |e™] - ‘1 — e(z=0)

| S —
—0firz—20—0

konvergiert e* gegen e™ fiir x — xg. |

Bemerkung: Wir haben nirgends benutzt, dass x eine reelle Zahl ist. Die Aussage ist also
auch fiir die Exponentialfunktion exp : C — C richtig. Aus diesem Grund steht in der letzten
Abschitzung des Beweises |e*°| und nicht e, obwohl das fiir reelle xg geniigt hétte....

Eine Konsequenz davon ist:

Satz 3.4 Die Funktionen cos : C — C und sin : C — C sind stetig.

Beweis: Zuniachst sind die beiden Funktionen

z — €% und

z — e*’LZ

als Verkettung stetiger Funktionen wieder stetig. Damit sind dann auch
eiz 4 efiz eiz o efiz

cosz=—— und sinz = -
2 21

stetig. O

Wir werden spéter sehen, dass ganz allgemein Funktionen, die durch Potenzreihen dargestellt
werden, im Innern ihres Konvergenzkreises immer stetig sind.

3.1 Ein paar topologische Grundbegriffe

Definition:
Eine Menge reeller Zahlen A C R heifit offen, falls es zu jedem a € A eine e-Umgebung gibt,
die in A enthalten ist, d.h.

VacA:Je>0:(a—¢e,a+¢) C A

79




J. Hérterich: Mathematik fiir Physiker 1

Anschaulich bedeutet dies, dass kein Punkt von A ganz ,am Rand“liegt, sondern immer noch
Punkte aus A um sich herum hat. Dabei darf die Grée der Umgebung (das ,,¢“) vom Punkt a
abhédngen. Fiir Punkte, die ,ndher am Rand“sind, wird & entsprechend kleiner sein.

Definition:
Ein Punkt y € R heisst Hiufungspunkt einer Menge A C R, wenn es eine Folge (z,,)nen gibt,

so dass z,, € A fir alle n € N und lim x, = y.
n—oo

Eine Menge reeller Zahlen A C R heifit abgeschlossen, falls alle Hiufungspunkte von A in A
enthalten sind, d.h. wenn fiir jede konvergente Folge (x,)nen, deren Glieder in A liegen, auch
der Grenzwert in A liegt.

Beispiele:

1. Offene bzw. abgeschlossene Intervalle sind Beispiele fiir offene bzw. abgeschlossene Mengen
in R.

2. Die Menge {0, 1, %, %, %, ...} ist abgeschlossen.

3. Die Menge [0,00) = {z € R; x > 0} ist abgeschlossen.

4. Die Menge Q der rationalen Zahlen ist weder offen noch abgeschlossen.

Satz 3.5

(i) Die Vereinigung (beliebig vieler) offener Mengen ist offen.

(i) Der Durchschnitt (beliebig vieler) abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Beweis:

(i) Sei O :=J ey Oj die Vereinigung von offenen Mengen. Jeder Punkt z aus O liegt in einem
der Oj;. Da diese Menge offen ist, gibt es ein € > 0, so dass auch U.(x) in O; und damit
auch in O enthalten ist.

(ii) Sei A := ();c;A; der Durchschnitt lauter abgeschlossener Mengen. Betrachte eine Folge
(Zn)nen in A, die in R konvergiert. Dann liegt diese Folge in allen Mengen A;. Da die A;
abgeschlossen sind, liegt auch der Grenzwert in jedem der A;, und damit auch in deren
Durchschnitt A.
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Definition:
Eine Menge K C R heifit (folgen-)kompakt, falls jede Folge in K eine (in K) konvergente
Teilfolge besitzt, d.h der Grenzwert der Teilfolge liegt ebenfalls in K.

Eine niitzliche, andere Charakterisierung der Kompaktheit benutzt Uberdeckungen der Menge
K.

Definition:
Eine offene Uberdeckung der Menge K C R ist eine Familie (Uj)j ¢y offener Mengen, so dass

K C U Uj.
jeJ

Dabei kann die Indexmenge J sogar iiberabzéhlbar sein. Die Vereinigung aller U; besteht dann
wie gewohnt aus denjenigen z € R, die in irgendeinem der U; enthalten sind.

Satz 3.6 [ohne Beweis|

Die Menge K C R ist kompakt genau dann, wenn jede offene Uberdeckung von K bereits eine
endliche Teiliiberdeckung besitzt, d.h. wenn man aus jeder offenen Uberdeckung (Uj)je 5 endlich
viele Mengen Uy,Us,, ..., Uy auswdhlen kann, so dass

N
K C U Uy.
k=1

Den Beweis dieses Satzes finden Sie beispielsweise in den Biichern [Koénigsberger: Analysis 1,
,» Uberdeckungssatz von Heine-Borel“] oder [Heuser: Lehrbuch der Analysis, Teil 2].

Satz 3.7 [Heine-Borel]
Eine Menge K C R ist genau dann kompakt, wenn sie beschrankt und abgeschlossen ist.

Beweis:

»="“ Sei K kompakt. Wir miissen zeigen, dass K beschriankt und abgeschlossen ist. Das geht
mal wieder indirekt. Wenn K nicht beschrénkt wire, kénnten wir eine Folge (z,) in K
finden mit |x,| > n fir alle n. Dann divergiert aber offensichtlich auch jede Teilfolge, im
Widerspruch zur Kompaktheit von K.

Wire K nicht abgeschlossen, dann gébe es einen Haufungspunkt A von K, der nicht in
K liegt. Wéhlt man eine Folge (y,,) in K, die gegen h konvergiert, dann konvergiert auch
jede Teilfolge davon gegen h. Wegen h ¢ K besitzt die Folge (y,) keine in K konvergente
Teilfolge ~» Widerspruch.
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»,<=* Sei K beschrinkt und abgeschlossen. Dann ist jede Folge in K eine beschrinkte Folge
und besitzt nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl eine konvergente Teilfolge. Sei a der
Grenzwert dieser Teilfolge. Da K abgeschlossen ist, liegt a € K, also besitzt jede Folge
eine in K konvergente Teilfolge. K ist daher kompakt.

Bemerkung: Insbesondere sind also alle abgeschlossenen Intervalle [a, b] kompakte Teilmengen
von R.

3.2 Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen

Die Stetigkeit einer auf einem abgeschlossenen Intervall definierten Funktion hat einige inter-
essante Konsequenzen.

Definition:
Eine Funktion f : A — R von einer Menge A in die reellen Zahlen heifit von oben beschrinkt,
falls es eine Zahl C' € R gibt, so dass

flz)<C VzeA
Ganz analog heifit f nach unten beschrinkt, falls es eine Zahl ¢ € R gibt, so dass
flz)>c Vxe A

Eine Funktion, die sowohl nach oben als auch nach unten beschriankt ist, hei3t beschrinkt. In
diesem Fall gibt es eine Zahl C € R mit

If(z)] <C Vo€ A

Satz 3.8
Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist die Funktion f auf dem Intervall [a,b] beschrinkt.

Beweis:

Wieder indirekt. Wire die Funktion nicht beschréinkt, dann gébe es eine Folge (x,,)nen in [a, 8]
mit |f(z,)| > n. Da [a,b] kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge (2, )ren, die gegen
eine Zahl & € [a, b] konvergiert. Wegen der Stetigkeit von f sollte dann auch f(z,, ) fir kK — oo
gegen f(&) konvergieren. Da aber |f(zy, )| > ng, divergiert die Folge der Funktionswerte.

Aus diesem Widerspruch folgt, dass f auf dem Intervall [a, b] beschrinkt sein muss. O
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Bemerkung: Diese Aussage gilt fiir offene Intervalle nicht. Beispielsweise ist die Funktion f :
(0,00) — (0,00), die durch f(z) = 1 definiert wird auf ihrem Definitionsbereich stetig, aber
nicht beschrénkt.

Satz 3.9 [Satz vom Maximum (und Minimum)]
Sei f : [a,b] — R stetig. Dann nimmt die Funktion f ihr Supremum und ihr Infimum auf dem
Intervall [a,b] an, d.h. es ezistiert ein Tpmqy € [a,b] so dass

f(xmax) = Sup f(x)

z€[a,b]

und ein Tyin, SO dass

f(@min) = inf f(z).

z€[a,b]

Beweis des Satzes vom Maximum: Nach dem vorigen Satz ist f von oben beschrénkt, es
existiert also
M := sup f(z) < 0.
z€|a,b|
Da M die kleinste obere Schranke ist, kann man eine Folge (yn)neny mit vy, € [a,b] finden, fiir
die gilt:

1
M —— < f(yn) < M,
n

denn sonst gidbe es eine kleinere oberste Schranke. Die Folge (f(y,)) konvergiert also nach
dem Sandwich-Kriterium gegen M. Andererseits besitzt die beschrinkte Folge (y,)nen eine
konvergente Teilfolge (yp, )ren mit limy_o Yn, = Tmaz € [a, b]. Dann ist aber wegen der Stetigkeit
von f

f(fmaz) = f(gli)rgoyng) = Zlirgo f(yng) =M,

das Supremum von f wird also im Punkt x,,,,; angenommen.
Der Beweis fiir das Infimum ist vollig analog. O

Dass dies fiir unstetige Funktionen nicht selbstversténdlich ist, zeigt das Beispiel der Funktion
f:10,2] — R mit

f(z) =z — [a]
wobei wieder [z] die GauB-Klammer von x darstellt, also die grofite ganze Zahl kleiner oder

gleich z. Hier ist das Supremum der Funktion 1, da f(z) = z fiir alle z mit 0 < 2 < 1. Dieses
Supremum wird aber nicht angenommen, da f(1) = f(2) = 0 ist.

Dass die Abgeschlossenheit bzw. Kompaktheit des Intervalls benotigt wird, sieht man an der

Funktion f(z) = 1 mit dem offenen Definitionsbereich D = (1,00). Das Supremum dieser
Funktion auf D ist 1, der Wert 1 wird aber in D nicht angenommen.
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Satz 3.10 [Zwischenwertsatz|
Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann nimmt f auf (a,b) jeden Wert zwischen f(a) und

f(b) an.

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dass f(a) <y < f(b) und suchen ein o mit der Eigenschaft
f(zo) = y. Falls f(a) = y oder f(b) = y, dann sind wir schon fertig, indem wir zp = a oder
xo = b wihlen, wir nehmen daher an, es sei f(a) <y < f(b).
Betrachte die Menge

M= {z € [a,); f(x) <y}
Diese Menge kann nicht leer sein, denn a € M. Da M beschrankt ist, existiert die kleinste obere
Schranke £ := sup M.
Behauptung: f(&) =
Da ¢ die kleinste obere Schranke fiir M ist, gibt es eine Folge (2, )nen von Punkten aus M, die
gegen xg konvergiert. Wegen der Stetigkeit von f in £ ist daher

f(€) = lim f(zn) <.
/I’L*)OO\/-/
<y
Andererseits ist £ + % ¢ M fir alle n € N, da ja £ eine obere Schranke fiir M ist. Die Folge
=&+ % konvergiert gegen £ und f(z,) > y fiir alle n. Wiederum wegen der Stetigkeit von f

in ¢ konvergieren die f(zy,) gegen f(&). Es muss also auch f(§) > y sein.
Insgesamt folgt also f(§) = v. |

Folgerungen aus dem Zwischenwertsatz

Lemma:
Jedes Polynom ungeraden Grades besitzt (mindestens) eine reelle Nullstelle.

Beweis: Sei
1
p(l’) = a2n+1$2n+ + a2n$2n +...+a1xz+ ag

mit agp+1 # 0 ein Polynom ungeraden Grades. Da wir durch ag,+1 teilen kénnen, ohne die
Nullstellen des Polynoms zu dndern, diirfen wir ag,4+1 = 1 annehmen. Setze nun

A = |agn| + |agn—1| + ... + |a1]| + |ao|
Fiir  # 0 kann man

_ _2n+1 a2n a2n—1 al ag
p(x) =z (1-1—74- 2 +...+ﬁ+w)

schreiben. Wahlt man x4y = max(2A4, 1), dann ist
a a a a a a G2n— a a 1

2n+ 2n— 1++T1n+ 2n+1§ﬂ+ 2n— 1+ 4L +7<|2n| |2n 1|+ +M+m -
T x+ zy"  xd Ty Ty T4 Ty Ty Ty Ty Ty 2
Damit ist p(z4) > 24(1 — ) = A. Auf die gleiche Weise zeigt man, dass p(z_) < —A ist fiir
x_ = min(—24, —1). Nach dem Zwischenwertsatz besitzt p dann eine Nullstelle zwischen x_
und 4. O
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3.3 Mehr zur Cosinus- und Sinusfunktion

Nachdem bisher die Reihendarstellung, die Additionstheoreme sowie die Stetigkeit das einzige
waren, was wir iiber die trigonometrischen Funktionen wissen, wollen wir nun einige konkretere
Eigenschaften herleiten, insbesondere iiber Nullstellen und Periodizitit.

Dazu brauchen wir ein paar einfache Tatsachen, die sich aus der Potenzreihendarstellung und
den Additionstheoremen ergeben.

Satz 3.11 (i) Fir 0 <z <2 istsinz > 0.

(i1) Die Cosinusfunktion ist monoton fallend im Intervall [0,2], d.h.

0<z<y<2 = cosz > cosy.

(i1i) Die Cosinusfunktion besitzt genau eine Nullstelle im Intervall [0, 2].

Beweis:

(i) Sei 0 < z < 2. Da die Potenzreihe der Sinusfunktion fiir diese Werte von z eine alternieren-
de Reihe ist, deren Glieder monoton abnehmen, liegt der Grenzwert sin z immer zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Gliedern der Reihe. Insbesondere ist

3 2
. x T
smmZm——S! :m<1—6>>0

solange = < /6.

(i) Sei 0 <z <y < 2. Setze

a:= :c;—y und b:= y;x'
Dann ist x = b—a und y = b+ a, also folgt aus den Additionstheoremen fiir die Cosinus-
funktion
cosz —cosy = cos(b—a) — cos(b+a)
= cosbcosa +sinbsina — cosbcosa + sinbsina
= 2sinasinb
. TH+Y\ . y—x
= 2 _— S e > 0
sm( 5 )bln( 5 >
wegen (i).

(i) Es ist

cos(2) <1—%+£:1—2+%:_1+%:_% <0
cos (0) =1 >0

Also existiert nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle im Intervall (0, 2).
Diese Nullstelle ist eindeutig, da die Cosinusfunktion streng monoton fallend ist.
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Definition: Wir nennen die erste Nullstelle der Cosinusfunktion %

Bemerkung: Dass die so definierte Zahl 7 tatsichlich auf die Formeln 277 und 77?2 fiir Umfang
und Flacheninhalt eines Kreises vom Radius 7 fithrt, werden wir erst im weiteren Verlauf der
Vorlesung sehen.

Satz 3.12 (i) sin(5) =1
(ii) Es ist els = i, €™ = —1 und e*™ = 1.

(iii)

cos (z T %) = —sinz sin (z 4 g) = COS 2
cos(z+m) = —cosz sin(z4+m) = —sinz
cos(z+2m) =  cosz sin(z+2w) =  sinz

(Z’U) ez+27ri — ¢?

Beweis:

(i) Die Additionstheoreme aus Satz 2.28 liefern uns

cos2g+sin2g =1 = sin2g =1.
Da sinz > 0 fiir € (0,2) ergibt sich daraus das Vorzeichen sin § = 1.
(ii)
€z = cos§ +isin§ =1
N 2
P — (ez§> :712:_1
eZm — (6“)2 — (_1)2 -1

(iii) siehe Ubungsaufgabe

(:+3) (5) —sinzsin (3)
—) = —) —sinzsin (=) = —sin
cos (2 + 5 cos z cos { o sinzsin | 5 sin z
n(z+3) (5) +eoszsin (3)
sin(z+ =) = sinzcos(=)+coszsin(—=)=cosz
2 2 2
cos (z + ) cos z cos(m) — sin zsin(7) = — cos z
sin(z+m) = sinzcos(m)+ coszsin(m) = —sinz
cos(z+2m) = coszcos(2m) — sinzsin(27) = cos z
sin(z +27) = sinzcos(2m) + coszsin(27) = sin 2z
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(iv) folgt direkt aus Teil (i)

3.4 Polarkoordinatendarstellung komplexer Zahlen

Satz 3.13
Jede komplexe Zahl z € C ldsst sich in der Form z = pe'¥ darstellen mit p = |z|.

Beweisidee: Wir skizzieren hier nur kurz das Vorgehen, um zu einer gegebenen Zahl z = = + iy
das entsprechende p und ¢ zu finden.

Sei zuerst |z| = 1 und z,y > 0. Da 22 +y% = 1, muss 0 < 2 < 1 sein, nach dem Zwischenwertsatz
existiert also wegen cos0 = 1 und cos§ = 0 ein ¢ € [0, 5], so dass cos¢ = z. Dann ist aber

sinp = /1 — cos? p = y und damit z = cos p + isinp = €.

Fiir |z| = 1 und andere Vorzeichen von x und y muss der Winkel ¢ jeweils in einem anderen
Intervall gesucht werden.

Falls |z| # 1, betrachtet man w := é Dann ist |w| = 1, wir kénnen also w = e schreiben mit
einem ¢ € R. Setzt man nun p = |z|, dann erhélt man daraus sofort z = pe®®. O

Bemerkung: Diese Darstellung komplexer Zahlen eignet sich besonders gut fiir die Multipli-
kation. Fir z; = ,016"“01 und z9 = pgew2 ist

21+ 29 = p1e"¥1 pae’?? = pypyel(F17¢2)
das heifit, die Betrige werden miteinander multipliziert und die Winkel addiert. Auf diese Weise

lassen sich auch hohe Potenzen komplexer Zahlen relativ leicht bestimmen, z.B. ist
2007

x 2007 . ‘ _
(14 7)207 = <\/§eZZ> _ (ﬂ) Q2007%i _ /5 91008 7%

Das wire mit dem Binomischen Satz 1.5 wohl nicht so einfach zu berechnen.

Satz 3.14 [Fundamentalsatz der Algebral]
Jedes Polynom p : C — C vom Grad n besitzt genau n komplexe Nullstellen, wenn man mehr-
fache Nullstellen entsprechend ihrer Vielfachheit zdhlt.

Diesen Satz werden wir voraussichtlich im kommenden Semester beweisen.

Satz 3.15 [Komplexe Einheitswurzeln]
Die Gleichung 2™ = 1 besitzt n verschiedene komplexe Losungen z1, 2o, . . .2, mit

2kmi

Zp=¢€ n , k=0,1,2,3,...,n— 1.

Diese Zahlen heiffen n-te Finheitswurzeln.
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Zum Beweis iiberpriift man, dass 2z} —1 = e?k™ _ 1 = 0. Da ein Polynom n-ten Grades genau
n Nullstellen besitzt, hat man somit alle Losungen gefunden.

3.5 Umkehrfunktionen streng monotoner Funktionen

Satz 3.16 [Satz von der Umkehrfunktion)]

Sei f : [a,b] — R eine stetige, streng monoton wachsende Funktion. Dann ist die Umkehrfunktion
f=1 stetig und ebenfalls streng monoton wachsend.

Analog ist die Umkehrfunktion einer stetigen, streng monoton fallenden Funktion ebenfalls stetig
und streng monoton fallend.

Der Beweis dieser Aussage beruht auf dem Zwischenwertsatz und findet sich in den meisten
Lehrbiichern zur Analysis. Wir beschéftigen uns lieber mit den Konsequenzen dieses Satzes. Als
erstes wenden wir ihn auf die Funktion f : [0,00) mit f(z) = 22 an. Diese ist als Polynom stetig
und offenbar auch streng monoton. Nach dem Satz von der Umkehrfunktion gilt also:

Lemma:
Die Wurzelfunktion z +— +/z ist stetig auf [0, 00).

Genauso zeigt man auch die Stetigkeit der Funktionen z — {/z als Umkehrfunktion der Funktion
f:]0,00) mit f(z) = a™.

3.6 Der natiirliche Logarithmus

In den Ubungen wurde gezeigt, dass die Exponentialfunktion auf der reellen Geraden eine streng
monoton wachsende Funktion ist.

Damit ist die Exponentialfunktion auf R automatisch injektiv, denn x # y bedeutet, dass ent-
weder x < y und damit auch e* < e¥ oder x > y und damit e® > €Y.

Die Abbildung exp : R — (0, 00) ist auch surjektiv. Um dies zu zeigen, benétigt man wieder den
Zwischenwertsatz. Sei also ein y > 0 gegeben. Wir suchen € R so dass exp(z) = y.

e lLFall y=1=2=0
o 2. Fall: y > 1

exp(0) = 1
2
Y
exp(y) = 1+y+§+...>y

Es gilt also exp(0) < y < exp(y). Nach dem Zwischenwertsatz existiert dann x € [0, y] mit
exp(z) =y.

e 3. Fall: 0 < y < 1 Dann ist aber % > 1 und es gibt ein z € R mit exp(z) = i und
1

exp(—z) = o) = Y-
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Den (natiirlichen) Logarithmus definieren wir als Umkehrfunktion der monotonen Exponen-
tialfunktion.
log :=exp ' :(0,00) = R

T

logly) =z y=e y = elo8y x = loge”.

Satz 3.17 [Eigenschaften der Logarithmusfunktion]
i) 0<z<y=logx <logy
it) log ist stetig
i11) Die Logarithmusfunktion geniigt der Funktionalgleichung log(zy) = log(x) + log(y)

iv) Es existiert der Grenzwert
1
lim og(z+1)
z—0 x

="

Beweis:
i) Fir 0 <z <y ist
T = eloga: < y= elogy

=logz < logy

ii) Sei a < b und [a, b] kompakt. Dann ist die Einschrinkung
€xp ’[a,b} : [a’u b] - [ea7 eb]
wegen der Monotonie der Exponentialfunktion bijektiv und stetig.

= log = exp '[e% e"] = R

= 10g [ca (0] st stetig fiir alle a < b

Fiir ein beliebiges y > 0 wihle a < b, so dass e® < y < e’
= log ist stetig an der Stelle y. Da dieses Argument fiir jedes y € (0,00) gilt, ist die
Logarithmusfunktion dort iiberall stetig.

iii) log(zy)
elog(zy) Ty = elog xelogy _ 6log z+logy
= log (zy) = logx+ logy

iv) Betrachte eine Folge (2, )neny mit 2, € R\ {0} und x,, — 0.
Setze y, :=log (1 + z,,)

= lim y, =logl =0
n—oo
Tn evn — 1 (M)

Yn

— 1
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|

Genauso wie wir fiir die Exponentialfunktion e* komplexe Exponenten zulassen konnten, kénnen
wir auch allgemeine Potenzfunktionen verallgemeinern.

Definition:
Fiir @ > 0 und z € C definieren wir die allgemeine Potenzfunktion durch

af = ezloga.

Satz 3.18 [Eigenschaften der Potenzfunktion] Es gilt:
(i) a®=1,a' =a
(ii) ot = a*a¥
(117) (a®)* = a*" fiir alle z € R und w € C
(iv) (ab)® = a*b*

(0) |a*| = o

Beweis:

(i) und (ii) folgen direkt aus der Definition

(iii) loga® = zloga
= (az)w _ ewlogaz _ e(wz) loga _ aW?

(iv) (ab)*
(ab)z _ ezlog(ab) _ 6zloga—l—zlogb _ ezlogaezlogb — d?b>.

(v) la?|

Bemerkung: n® = e*1°8" ist damit wohldefiniert fiir jedes s € C. Die Reihe
=1
((s) =) —.s€C
n=1
konvergiert absolut fiir Res > 1. Die so definierte Riemannsche Zeta-Funktion ist Gegenstand
der wohl bekanntesten, unbewiesenen mathematischen Vermutung: Seit iiber 150 Jahren versucht
man zu beweisen, dass alle komplexen Nullstellen der Zetafunktion auf der Geraden Rez = %

liegen.
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3.7 Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen

Die bisher behandelten trigonometrischen Funktionen cos : R — [—1,1] und sin : R — [—1,1]
sind periodisch (siehe Ubungsaufgabe) und daher zunichst nicht umkehrbar. Wenn man sie
jedoch auf ein geeignetes kleines Intervall einschrinkt, kann man doch eine Umkehrfunktion
definieren. Man benutzt dazu jeweils das maximale Intervall, das den Punkt z = 0 enthélt, und
auf dem die Funktion noch streng monoton ist. Die Cosinusfunktion ist streng monoton auf
[0, 7], die Umkehrfunktion nennen wir Arcuscosinus. Die Sinusfunktion ist streng monoton auf
[, 5], die Umkehrfunktion nennen wir Arcussinus. Dann gilt

arccos : [—1,1] — [0,7], arccos(cosx) = x
arccos : [—1,1] — [—g, g], arcsin(sinz) = z

Die Tangensfunktion ist definiert als

fiir alle x € C, fiir die cosz # 0.

Wir betrachten die Tangensfunktion auf dem reellen Intervall (-7, 5).

Behauptung: Die Tangensfunktion tan ist streng monoton wachsend auf (—g, g), das heif3t fiir
—5 <w<y<jFist tanz < tany. Fiir > 0 folgt dies aus den Ungleichungen

COST > COSY sinz < siny

denn dann ist . .
sinz  siny
<

coST  COSYy

fiir < 0 benutzt man die Symmetrie tan(—z) = — tan z, die aus den entsprechenden Relationen
sin(—x) = —sinz und cos(—x) = cosz folgt. Da lim,_,z cosz = 0, strebt tan z fiir  — 7 gegen
+00 und entsprechend fiir z — —% gegen —oo

Nach dem Zwischenwertsatz ist tan : (—5 3) — R daher surjektiv und wegen der strengen

2072
Monotonie insgesamt also bijektiv.

Definiere den Arcustangens als Umkehrfunktion der Tangensfunktion

™ T
tan =t —1:R—>(——,—)
arctan an 99

3.8 Grenzwerte fiir xt — +0

Um die Eigenschaften von Funktionen zu beschreiben, ist es niitzlich, den Begriff des Grenz-
werts zu erweitern und sogenannte uneigentliche Grenzwerte einzufiihren, bei denen f(zy,)
betrachtet wird fiir Folgen mit z,, — oo.

Definition: Sei f : R — R eine Abbildung. Dann heifit

lim f(z)=a

r—00
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uneigentlicher Grenzwert von f bei 400, falls es fiir jede Zahl € > 0 ein z¢p = xy(e) gibt, so
dass
x>x0=|f(x)—a|l<e

Alternativ konvergiert fiir jede Folge (x,) mit z, — +oo fiir n — oo die Folge (f(z,)) gegen a.
Uneigentliche Grenzwerte von Funktionen bei —oo sind analog definiert.

Die Rechenregeln fiir Grenzwerte iibertragen sich auch auf diesen Fall, d.h. falls beispielsweise
lim, o0 f(2) = a und lim,_,o g(z) = b beide existieren, dann ist auch lim, ., (f+g)(x) = a+b
und lim, o (f - g)(z) = ab.

Beispiele:

1.

denn: Zu jedem vorgegebenen £ > 0 gibt es eine natiirliche Zahl N, so dass % < €. Jede
Folge (x,,), die uneigentlich gegen oo konvergiert liegt aber ab einem Index Ny jenseits von
N, daher ist dann 0 < x,, < % <e.

2.
1
lim £ =1
r—00 x
Satz 3.19
Die Logarithmusfunktion strebt langsamer gegen +oo als jede Wurzelfunktion, d.h.
. logx
Beweis:
Py o LV (080" ey l0BT 0

y" ey x Y

Falls fiir £ — 400 auch f(z) — oo schreiben wir fiir den uneigentlichen Grenzwert wieder
lim f(z) = +oo,

T—00

obwohl es sich streng genommen nicht um einen ,, Limes“ handelt.
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4 Differenzierbarkeit

4.1 Differenzierbare Funktionen

Definition: Sei (a,b) C R ein offenes Intervall und z¢ € (a,b). Dann heifit die Funktion f :
(a,b) — R differenzierbar im Punkt z, falls der Grenzwert

lim f(zo+h) — f(zo0)
h—0 h

existiert. Wir nennen diesen Grenzwert f'(zg) die Ableitung von f an der Stelle xg.
Die Funktion f heifit differenzierbar auf (a,b), falls sie in jedem Punkt zg € (a,b) differen-
zierbar ist.

Die Ableitung hat eine einfache geometrische Interpretation: Fiir kleines, aber endliches h gibt
der Differenzenquotient w die Steigung der Sehne durch zwei Punkte auf dem
Graphen von f an. Fiir h — 0 geht die Sekante in die Tangente an den Graphen im Punkt
(o, f(z0)) liber. Die Ableitung im Punkt x( entspricht also gerade der Steigung der Tangente

an den Graphen von f im Punkt (zo, f(zo)).

Ay Sekante

Tangente

S\

y=f(x)

-
X

Abbildung 4.1: Zur Definition der Ableitung

Anders ausgedriickt liefert eine Gerade mit Steigung f’(xo) durch den Punkt (zg, f(z0)) die
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bestmogliche lineare Approrimation an die Funktion f in der Nihe des Punktes .
Andere Schreibweisen fiir die Ableitung sind % (o) oder f(z).

Beispiele:

1. Die Funktion f : R — R mit f(x) = 2" ist differenzierbar in 2y mit Ableitung f'(xg) =
na:g_l, denn mit Hilfe des Binomischen Satzes 1.5 erhilt man
() + ()t b+ ()i 202 + .. ()" — o

n

(ot R —an
Jimm, h = jim h

= }llir% <nm8_1 + <Z> mg_zh 4+ ... <Z> h"1> = na:g_l.

2. Die Betragsfunktion b(x) = |x| ist nicht differenzierbar in zy = 0, denn

Bl = 10| Al [ +1 fiixh>0
h h | -1 firh<0

Der Grenzwert fiir h — 0 existiert daher nicht.

3. Die Exponentialfunktion ist differenzierbar in zo = 0, denn in den Ubungen hatten wir

schon den Grenzwert
e —e0 el -1
lim = lim
h—0 h h—0

=1

berechnet. In einem beliebigen zy € R ist die Ableitung dann

zo+h foits) h
. € —e . e —1
lim ———— = lim €™

o
h—0 h h—0 h

= e

FEine alternative Charakterisierung der Differenzierbarkeit erhélt man mit Hilfe der in der Physik
héufig verwendeten Landauschen Ordnungssymbole.
Eine Funktion f : (a,b) — R ist differenzierbar im Punkt z¢ € (a,b), wenn es eine Zahl o € R

gibt, so dass
f(l’o + h) = f(xo) + ah + O(h).

Es ist dann f/(x9) = «. Das Landausche Symbol o(h) (,klein-O von h*) bedeutet dabei, dass
der Rest 7(h) := f(zo + h) — f(xg) — ah selbst dann noch gegen 0 konvergiert, wenn man ihn
durch h dividiert. Der Rest r(h) konvergiert fiir h — 0 also ,,schneller® gegen 0 als h.

Satz 4.1 [Differenzierbarkeit = Stetigkeit]
Sei f: (a,b) — R eine differenzierbare Funktion und xy € (a,b). Dann ist f in xo stetig.

Beweis: Aus der Darstellung
f(xo+ h) = f(zo) + ah + o(h).

folgt, dass }llin% f(zo+ h) = f(zp). Also ist f stetig in xg. O
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4.2 Differenzierbarkeitsregeln

Satz 4.2
Sei (a,b) C R ein Intervall und f,g : (a,b) — R im Punkt x¢ differenzierbare Funktionen. Dann
sind auch f 4+ g und f - g differenzierbar in xg und es ist

(f+9)(xo) = f'(z0) + 9 (z0)
(f-9) (o) = f'(z0)-g(x0) + f(x0) - g'(w0)  (Produktregel)

Falls g(xo) # 0, dann ist auch f/g in xo differenzierbar und es gilt die Quotientenregel

(i)’ () = 1110 - 9(@0) — £(0) - g'(z0)

g g%(xo)

Beweis: Berechne einfach
(f+9)(@o+h)—(f+g)(xo) _  flwo+h)— flzo) N g(zo +h) — g(zo)
h h h
- f'(zo) + ¢'(z0)

(fg)(wo +h) — (fg)(zo) g(wo + h) — g(x0) . f(zo+h) — f(z0)

= flzo+h) N A
= fz0)g'(xo) + f'(w0)g(wo)

9(o)

Zum Beweis der Quotientenregel sei g(xg) # 0.
Da g stetig ist an der Stelle z( existiert ein § > 0 so dass g(z) # 0 fiir allle x mit |x — x¢| < ¢.
Daher ist f/g zumindest auf dem Intervall (xg — J, zo + J) definiert. Fiir |h| < § ist dann

7\ .1 (flxo+h) f(xo)
(9) (o) = %%h<g<xo+h>‘g<xo>)
1 f(@o + h)g(zo) — f(w0)g(wo + h)

=T 9(z0+ h)g(x0)

_ iy @0+ h) = f(xo) 9(zo) B f(zo) 9(zo + h) — g(z0)
h—0 h g(zo +h)g(zo)  g(zo + h)g(zo) h

— "2 1 _ f(l’o) . d(x

- R Tery PEE

Satz 4.3 [Kettenregel]

Seien I, J C R offene Intervalle, f : I — J differenzierbar an der Stelle xo € I und g : J — R
differenzierbar an der Stelle yo = f(xo) € J. Dann ist auch go f : I — R differenzierbar an der
Stelle xg und es ist

(g0 f) (o) = g'(f(0)) - f'(z0)-
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Beweis:
Man koénnte zunéchst versuchen, den Differenzenquotienten wie folgt zu berechnen:

i I @0 + 1)) —g(f(zo) _ . 9(f(xo +h)) — g(f(z0) f(zo+h) — flao)
h—0 h  h=0 f(xo + h) — f(x[)) h
— ¢'(f(z0)) f'(20)
Das ist aber leider nicht ganz sauber, denn es kénnte f(zg+h) — f(xg) = 0 sein. Dann wire die

Umformung gar nicht erlaubt.
Um die Idee zu retten, behilft man sich mit einem Kniff und definiert die Funktion g durch

9(y) — 9(f(x0))
f}(y) _ Y- f(‘TO)
g'(f(0)) fiir y = f(zo)

Da g im Punkt f(zg) differenzierbar ist, ist die Funktion g stetig und es gilt fiir alle y (auch fiir
y = f(zo))

fiir y # f (o)

9(y) (y = f(20)) = 9(y) — 9(f (x0))-
Speziell fiir y = f(xo + h) lautet dieser Ausdruck dann
9(f (o + h)) (f(zo + h) — f(x0)) = g(f(z0 + h)) — g(f (x0)).
Nach Division durch h ergibt sich dann

3(f(zo + h)) flxo+ h})L — f(wo) _ g(f(zo + h)})L — g(f(:vg))'

Fiir h — 0 konvergieren alle drei Terme und wir erhalten

9(f(z0))f'(z0) = (g0 f)'(20).
Da g(f(z0)) = ¢'(f(z0)) folgt daraus dann die Behauptung. O

Beispiel: Die in der statistischen Physik bei der Maxwell-Boltzmann-Verteilung auftretende
Funktion f(z) = 22e=% lisst sich unter Anwendung der Produkt- und der Kettenregel differen-
zieren. Dazu schreiben wir k(z) = e~®” als Verkettung k = ho g mit h(z) = e und g(z) = —a2.
Diese hat daher die Ableitung £'(z) = —2ze~", Insgesamt ergibt sich als Ableitung dann mit
Hilfe der Produktregel f'(z) = 2z(1 — 22)e™*".

4.3 Differenzierbarkeit von Umkehrfunktionen

Satz 4.4
Sei f : [a,b] — [c,d] eine stetige, streng monotone Funktion und g = f=1 : [e,d] — [a,b] die
zugehorige Umkehrfunktion. Falls f'(xo) # 0, dann ist f~ in yo := f(x0) differenzierbar mit
Ableitung

g (o) = ¢'(f(x0)) = _
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Bemerkung: Differenziert man beide Seiten der Gleichung g(f(z)) = = mit Hilfe der Ketten-
regel erhilt man ¢'(f(z0))f (o) = 1 und damit ¢'(yo) = % So kann man oft die Ableitung
der Umkehrfunktion bestimmen. Ein Beweis des Satzes ist dies allerdings noch nicht, denn wir
haben hier schon vorausgesetzt, dass die Umkehrfunktion differenzierbar ist.

Beweis: Im vorigen Kapitel bzw. im Tutorium hatten wir gesehen, dass die Umkehrfunktion g
an der Stelle yo zumindest stetig ist. Nun wollen wir zeigen, dass g sogar differenzierbar an der
Stelle yo = f(xg) ist, falls f'(xg) # 0.

Wir bilden dazu den Differenzenquotienten

9(y) — 9(yo)
Y —%Yo
fiir y # yo = f(xo). Wir konnen diesen Ausdruck auch schreiben als
g(@) —g(f(a0) _  w—ao
f(z) = f(zo) f(@) = f(zo)

Da f in xzq differenzierbar ist, existiert der Grenzwert

. T — T 1
lim

a—zo f(z) — f(zo)  f'(x0)’

Wegen der Stetigkeit von f bedeutet y — yg, dass auch x — zy konvergiert. Also ist

- 9) —9(w) _ . T — T 1 1
lim =*—27"2 = lim = =
v=v Y — Yo e—wo f(z) — f(zo)  f'(zo) ' (f1(w0))
die gesuchte Ableitung von g in yo. O

Als Konsequenz zeigen wir noch

Satz 4.5
Fiir alle x € R ist
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Beweis:
Die Ableitung der Logarithmusfunktion logx in 29 = 1 ist 1. Nach der Definition der Ableitung
bedeutet dies

lim log(1+ h) — lim log(1+ h) —log1 1
h—0 h h—0 h
Insbesondere ergibt sich dieser Grenzwert, wenn wir A speziell die Folge T, 3, %, ... durchlaufen

lassen, also
log (1+ £ log (1+ £
m 7og( + ) = lim 28V T a) o8 (1+ ) =1
n—oo x/n n—oo €T
Nach Multiplikation mit x ergibt sich daraus
lim (nlog (1 + E)) = lim log (1 + §>n =z
n n

n—oo n—oo

Man erhilt die Behauptung, wenn man auf beiden Seiten der Gleichung die Exponentialfunktion
anwendet. Da die Exponentialfunktion stetig ist, gilt fiir die linke Seite der Gleichung

Xz xr T\
s (s (v () =t s (o 1+ 2)) = i (1)

Drei weitere Beispiele zur Differentiation.
Beispiele:

1. Potenzfunktionen f : (0,00) — (0,00), f(x) := 2% := 2187 ¢ € R lassen sich mit Hilfe
der Kettenregel differenzieren, denn es ist f := g o h o k, wobei
k(x) :=logx h(y) :=ay und g(z) := €.
Dabher ist

@) = ¢(hok(@)h (k(z)k (z) = g(ho k;(x))% -

SHES]

= fl(x) = az*!

2. Ableitung von Sinus und Cosinus
Man kann die Definition der Differenzierbarkeit auch ausweiten auf komplexwertige Funk-
tionen einer reellen Variablen x. Die Funktion f : (a,b) — C ist dann (reell) differenzierbar
im Punkt xg, falls der Grenzwert

lim f(zo+h) = f(zo)
h—0 h

existiert. Alle Rechenregeln fiir Ableitungen gelten auch in diesem Fall. Dann ist

. o o . »
e’LCC —e x Zelﬁ? + ie r e’LCC _|_ e 1
) 21 2

3] / = = = =
(sinz) < 57 cos T

und

= = — - = —sinx.
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3. Die Ableitung der Tangens- und Arcustangensfunktion

e tan’(z) erhilt man aus der Quotientenregel

, sin’ z cos  — sinz cos’ x
tan'(z) =

cos? x
2 2
cos“x + sm“x
cos? x
1
cos? x
= 1+ tan® x

e Durch Differenzieren der Gleichung tan(arctany) = y mit der Kettenregel bestimmt
man die Ableitung der Arcustangensfunktion:

tan’(arctan y) arctan’(y) = 1
(1 + tan? (arctan y)) arctan’y = 1
(1+y?)arctan’y = 1

= arctan’y =
YTt

4.4 Extrema und Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Definition:

Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine stetige Funktion.

Ein Punkt xzy € I heifit lokales Maximum (bzw. lokales Minimum) von f, wenn es eine
Konstante § > 0 gibt, so dass fiir alle x € R gilt:

xel
f(z) < f(wo) (bzw. f(z) = f(x0))

Ein Punkt zg € I heifit lokales Extremum von f, wenn xy entweder ein lokales Maximum
oder ein lokales Minimum ist.

|:U—a:0\<5:>{

Beispiel: Fiir die Funktion f: R — R mit f(z) = 2* — 22 ist 29 = 0 ein lokales Maximum.

Satz 4.6
Sei I C R ein Intervall, f: I — R stetig, xg € I ein lokales Extremum. Faolls f an der Stelle xq
differenzierbar ist, dann ist f'(xo) = 0.
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Beweis: Wir zeigen die Aussage fiir den Fall, dass xg ein lokales Minimum ist. Der Beweis fiir
ein lokales Maximum ergibt sich dann aus der Tatsache, dass ein lokales Maximum von f ein
lokales Minimum der Funktion —f ist.

Es sei 6 > 0 so klein, dass f(z) > f(zo) fiir alle x im Intervall (zg — 0, zo + ¢). Wenn wir n grof3
genug wéhlen, dann liegt xg — % und xg + % in diesem Intervall (zg — d,z9 + 0). Nun berechnen
wir die Ableitung der Funktion f in zg auf zwei Arten. Einerseits ist

flzo+ %) — f(xo)
1

>0

f'(zo) = lim

n—oo

)

da sowohl Zahler als auch Nenner nicht-negativ sind. Andererseits ist

Flae) = tim L0 w) = f@0)

n—o0 _l
n

<0

)

da hier der Zahler nicht-negativ, der Nenner aber immer negativ ist. Beide Ungleichungen zu-
sammen kénnen nur erfiillt sein, wenn f’(zg) = 0 ist. O

Definition: Sei f : I — R differenzierbar.
xo € I heifit kritischer Punkt von f, wenn f’(x¢) = 0.

Beispiele:

1. f(x)=2* — 2?2

fllx)=42® —20=0 =222 -1)=0 = 22%=
1
=x1=0,293=+—
1 2,3 7
2. f(x) =23
Hier ist f/(0) = 0, d.h. o = 0 ist ein kritischer Punkt. Dort ist aber kein lokales Extremum,
die Bedingung f’(xg) = 0 ist nur notwendig, aber nicht hinreichend!

Satz 4.7 [Satz von Rolle]
Sei f : ]a,b] — R differenzierbar auf (a,b), stetig auf [a,b] und sei f(a) = f(b).
Dann ezistiert ein & € (a,b) mit f'(§) = 0.

Beweis: Wir betrachten drei mogliche Félle.

e Fall 1: f ist konstant auf dem Intervall [a, b]

:>f/(€)20 V¢ € (aab)
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e Fall 2: Es gibt ein z¢ € (a,b) mit f(xo9) > f(a) = f(b) Nach Kapitel 3 nimmt die stetige
Funktion f auf dem kompakten Intervall [a,b] ihr Maximum an, es existiert also ein § €
[a,b] mit f(&) > f(x)Vx € [a,b]. Da £ € (a,b) und nicht am Rand des Intervalls [a, b] liegt,
ist € ein lokales Maximum. Nach Satz 4.6 ist dann f'(§) = 0.

e Fall 3: Es existiert ein zg € (a,b) mit f(xo) < f(a) = f(b). Dann argumentiert man &dhnlich
wie im 2. Fall, denn die stetige Funktion f nimmt auf dem kompakten Intervall [a,b] ihr
Minimum an in einem Punkt £. Dieser muss im offenen Intervall (a, b) liegen und ist daher
ein lokales Minimum. Also ist dort f/(£) = 0.

Daraus folgt direkt einer der wichtigsten Sétze der Analysis.

Satz 4.8 [Mittelwertsatz]
Sei f : [a,b] — R stetig und differenzierbar an der Stelle x € (a,b).

=3 €(a,b): f1(§) =—F——

y=f(x)

-
X

Abbildung 4.2: Zum Mittelwertsatz
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Beweis:
Definiere eine Hilfsfunktion ¢ : [a,b] — R durch

g9(z) f:f(fﬁ)—(x—a)'ﬁ

Dann ist g stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b) mit

g(a) = f(a)
b) — f(a
o) = o)~ Oy = pa)
Wir kénnen also den Satz von Rolle anwenden. Daher existiert ein € € (a,b) mit ¢’'(§) = 0. An
1 : b)—f(a
dieser Stelle ¢ ist dann f(&) — % =0. .
Lemma:

Sei I ein Intervall und f : I — R eine differenzierbare Funktion. Falls f/(z) = 0 fiir alle
x € I, dann ist f konstant auf dem Intervall I.

Beweis: Ubungsaufgabe

Beispiel: Sei f : R — R differenzierbar und f’ = f, f(0) = 1. Dann ist f(z) = €” fiir alle z € R.
denn: Setze g(z) := f(x)e *. Dann ist ¢'(z) = f'(z)e™® — f(x)e ™ = 0. Also muss g konstant
sein, d.h. g(z) = const = ¢g(0) = 1 fiir alle x € R. Daraus folgt wiederum f(z)e™® =1 fiir alle x
und daher f(z) = e*.

Satz 4.9

Sei I C R ein Intervall und f : I — R differenzierbar. Falls |f'(x)| < L ist fiir eine Konstante
L > 0 und alle x € I, dann ist f Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L, das heifit fir alle
xo,x1 € I gilt die Abschdtzung

|f(z1) = f(z0)| < Llz1 — 20]-

Beweis: Ohne Einschrinkung sei xgp < x1. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein & € (xg,x1)

m Flar) - o)

1) — f(x

& === =

T1— To

Also ist
‘f(wl)—f(fﬂo) <L
Tr1 — X0

Daraus folgt die Behauptung. O
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Konsequenz: Fehlerfortpflanzung

Misst man eine physikalische Gréfle und rechnet mit dem fehlerbehafteten Messwert x,, statt
des exakten Wertes x, weiter, dann kann der Fehler dabei héchstens um den Faktor L verstérkt
werden, wenn die Abschiitzung |f/(x)| < L fiir alle x gilt, denn es ist der (absolute) Fehler

|f(zm) = f(xe)| < L+ |2 — 2

wobei |x,, — x| der urspriingliche absolute Messfehler ist.

Beispiel:
Die Periode eines Fadenpendels der Léange £ ist fiir kleine Auslenkungen in sehr guter Ndherung
T) = 27T\/§ , wobei g die Erdbeschleunigung ist. Ein Messfehler bei der Fadenlénge wirkt sich

wie folgt aus: Wird statt £epqx: die Naherung £,,.ss zur Berechnung der Periode verwendet, erhélt
man dort den Fehler
ﬂ_\/gewakt - \/Emess

V9

T(gexakt) - T(gmess) =2
Nach dem Mittelwertsatz ist dann

T(gezakt) - T(gmess)
Eemakt - eemakt

=T'(¢)
mit € zwischen epqrt und £pess. Damit ist

1
T(lezakt) — T (Umess)| = T—= - |lezakt — Cmess|-
T (Lexakt) — T (bmess)] N/ [Cexakt |

Der relative Messfehler
wexakt - gmess’

gezakt
fithrt auf einen relativen Fehler
|T(€emakt) - T(£mess)| _ 7T\/g . M o — / | ~ |€ezakt - gmess‘
T(gemakt) 21y gee:pakt{ e mess 2 erakt

bei der Periode, der nur noch halb so grof3 ist.

Satz 4.10
Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine differenzierbare Funktion. Dann gilt:

(i) f'(x) >0 fir alle x € I < f ist monoton wachsend, d.h. x <y = f(z) < f(y)
(ii) f'(x
(i) f'(z

(

(i1) f'(x) <O fiir alle x € I = f ist streng monoton fallend, d.h. x <y = f(z) > f(y)

0 fiir alle x € I = f ist streng monoton wachsend, d.h. x <y = f(z) < f(y)

>
<0 fir alle x € I < f ist monoton fallend, d.h. z <y = f(z) > f(y)

)
)
)
)

Beweis:
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(i) ,=*: Seien z,y € I mit < y. Dann gilt nach dem Mittelwertsatz fiir ein £ € (x,y)

fly) — f(=)

fe ===

Da f/(§) > 0und y — x > 0, muss f(y) — f(z) > 0 sein.
»<=“: Sel z9 € I beliebig. Wihle eine Folge (hy)nen mit h, > 0 und lim, o by, = 0. Dann
ist f(xo+ hn) — f(zo) > 0. Da f in x( differenzierbar ist, existiert der Grenzwert

Fe) — tim 0t ) = o)

n— oo h

>0

>0
falls g nicht der rechte Randpunkt ist.

(ii), (iii) und (iv) zeigt man genauso.

Beispiele:

1. Die Exponentialfunktion f(x) = e® hat die Ableitung f/(z) = e* > 0 und ist daher streng
monoton wachsend.

2. Die Logarithmusfunktion ¢(z) = logz hat auf (0,00) die Ableitung ¢/(z) = 1 > 0 und ist
dort streng monoton wachsend.

3. Die Sinusfunktion f(z) = sinz hat die Ableitung f’(z) = cosz, die auf dem Intervall
(=%, %) positiv ist und ist daher auf diesem Intervall streng monoton wachsend.

Definition: Sei (a,b) C R ein Intervall. Die Funktion f : (a,b) — R heifit zweimal diffe-
renzierbar, wenn f differenzierbar ist und die die Ableitung f’ ebenfalls eine differenzierbare
Funktion ist. Wir schreiben dann f” fiir (f')’.

Satz 4.11 [Lokale Extremal]
Sei f: (a,b) — R zweimal differenzierbar und f” eine stetige Funktion. Falls

f'(xo) =0 und f"(x0) <0

fir ein xy € (a,b), dann hat f in x¢ ein striktes lokales Mazimum, d.h. es gibt ein € > 0, so
dass gilt:
|z — x| <e = f(x) < f(zo)-

Analog hat f ein striktes lokales Minimum in xq, falls f'(xo) = 0 und f"(x¢) > 0.

104




Differenzierbarkeit

Beweis: Wir betrachten nur den Fall eines Maximums. Da f”(zg) < 0 gibt es eine Umgebung
(rg —&,x0 +¢) in der f” negativ ist (siche Ubungsaufgabe S33). Also ist f’ in dieser Umgebung
streng monoton fallend. Da f'(z¢) = 0 ist also f'(z) > 0 fiir z € (z9 — €,20) und f'(x) < 0
fiir x € (zg, o + €). Also ist f links von x streng monoton wachsend und rechts von zy streng
monoton fallend. O

4.5 Die Regel von L’Hospital

Mit Hilfe der Differenzierbarkeit und des Mittelwertsatzes lassen sich auch Grenzwerte berech-
nen, die sonst schwierig oder gar nicht zugénglich sind. Dazu gehoren insbesondere Grenzwerte
der Typen ,,%“, woe'y »0 - 00" und ,10¢_ Sie lassen sich mit Hilfe der Regel von L’Hospital auf
andere Grenzwerte zuriickfithren, die in vielen Fillen leichter zu berechnen sind (wenn man
sich geschickt anstellt...). Die Regel von L’Hospital stammen interessanterweise nicht von jenem
Marquis de L’Hospital (1661-1704), nach dem sie benannt sind, sondern von Johann Bernoulli.
L’Hospital kaufte sie von Bernoulli und veroffentlichte sie dann unter seinem Namen.

Definition:
Sei f : (a,b) — R auf einem offenen Intervall definiert. Dann existiert fiir f der linksseitige
Grenzwert c := lirlr} f(x), falls fiir jede Folge (xn)neny mit z, < b und lim z, = b gilt:

lim f(zy) = c. Andere Schreibweisen fur linksseitige Grenzwerte sind 1i;r%) f(z) und 1iin0 f(z).
n—00 z Tl

Analog existiert der rechtsseitige Grenzwert ¢ := limJr f(x), falls fur jede Folge (z,)nen mit
r—a

Zp > aund lim z, = a gilt: lim f(z,) = ¢. Andere Schreibweisen fiir rechtsseitige Grenzwerte
n—oo n—oo

ind 1i d I .
sin xl{%f(az) un mjﬂof(x)

Satz 4.12 [Regel von ’Hospital]
Seien f,g: (a,b) — R differenzierbare Funktionen, g(z) # 0 fir alle z € (a,b) und

lim f(z) =0 = lim g(z).
z—b T—b

Falls ¢'(x) # 0Vz € (a,b) und der linksseitige Limes von g—,/ fiir © — b existiert, dann konvergiert

auch 5 fiir x — b und es ist

0y @ @)
B e g@)

Beweis:

Die Tatsache, dass ¢ := lim f:(m)
z—b— 9 (z)

existiert bedeutet, dass es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt mit

der Eigenschaft, dass
f'(@)
g'(z)

b—d<z<b =

—c‘<8
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Wir wollen zeigen, dass fiir dasselbe ¢§ gilt:

Wihle dazu z € R, sodass b— 9 < x < b.
Definiere eine Funktion h : (z,b) — R durch

h(y) = f(x)g(y) — f(y)g(x)

Diese Funktion kann man stetig fortsetzen, indem man h(b) := 0 setzt, da ja liril fly) =
y—b—

lirbn g(y) = 0. Also ist h(z) = 0 = h(b). Da h auf dem Intervall (z, b) beziiglich y(!) differenzier-
y—b—
bar ist, kann man den Satz von Rolle anwenden. Es existiert also ein £ € (z,b) mit A'(§) =0

= f(@)d' () = f(g(x)

!/
) ) 179
g(x) g9'(€)

da |€ — b| < §. Da dieses Argument fiir beliebige x € (b — §,b) gilt, ist demnach

'f(“’) o <e

9(x)
fiir alle z € (b— 4, b). O
Bemerkung:
Es gibt einige weitere Varianten dieses Sa‘czefs(7 ;iie man ganz analog beweisen kann. Er gilt auch

fiir einen rechtsseitigen Grenzwert limg .4 g7y oder falls lirlr)l f(z) = liril g(x) = oo beide
z—b— x—b—

uneigentlich gegen +o0o konvergieren.

Beispiele:

1. Verhalten der Sinusfunktion nahe 0:
. sinx . Ccosx
lim = lim
z—0 I z—0 1

=1

2. Gebrochen-rationale Funktionen
- 4z + 5 —9 oy SrF5 13
=1+ 323 — T +4 a1+ 922 -7 2

3. Die im Tutorium eingefithrten Hyperbelfunktionen sind definiert als

x —T X —T 3
. et —e et +e sinh z
sinhz = —5 coshz = —5 und tanhx =

Ma rechnet leicht nach, dass (sinh )’ = cosh und (cosh z)’ = sinh z. Daher ist

coshz’

(sinhz)" coshx — sinh z (cosh x)’

(tanhzx) = 5 =1 —tanh®z
cosh” x
log cosh(ax) . atanh(az) . o?(1 —tanh®*(az)) o?
im —————= = lim——= = lim =—
z—0 log cosh(fx) 2—0 Btanh(Bz)  2-0 B2(1 — tanh?(Bz)) (2
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4. Auch fiir Grenzwerte des Typs ,,0 - c0“ kann man die L’Hospitalsche Regel anwenden:

. logx ) 1/x .
lim (z - log ) = 1 = = lim (—x) = 0.
zl—>H(l)(x 08T 700 1/x 20 —1/x? :cl—%( z)=0

5. Fiir Grenzwerte des Typs 1°° kann es hilfreich sein, den Logarithmus des betrachteten
Ausdrucks zu bilden. Um 1ir% (cos #)Y/** zu berechnen, betrachtet man zunéichst
r—

: 1/m2) ~ lim o
ili% log ((cos x) ilia% - log (cos z)

. log(cosz
x—0 X
. —sinx
= lim
z—0 22 COoS T
—COST 1

lim -
z—02cosx — 2xsinx 2

Wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion folgt daraus
lim (cos :1:)1/"’“"2 —e 2=

1
x—0 \/é )

4.6 Hohere Ableitungen und Taylor-Polynome

Hohere Ableitungen lassen sich am einfachsten rekursiv definieren.

Definition:

Sei I C R ein Intervall.

f : I — R heifit n-mal differenzierbar, wenn f (n— 1)-mal differenzierbar ist und die (n—1)-te
Ableitung f(»=1) differenzierbar ist.

Eine Funktion f heifit stetig differenzierbar auf [a,b], falls f’ stetig auf [a, b] ist und n-mal
stetig differenzierbar, falls f(") stetig auf [a, b] ist.

Notation: f( : I — R ist die n-te Ableitung von f. Manchmal schreibt man auch s

dzm
Die Ableitungen f’, f”, ..., f®Y einer n-mal differenzierbaren Funktion sind alle stetig, sonst

konnte f gar nicht n-mal differenzierbar sein.

Beispiel: Sei f: R — R differenzierbar mit
2

R sin% x#0

a) f ist differenzierbar in z = 0 mit f'(0) = 0 denn

‘f(h);f(o)‘ ‘ h—0

1
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b) Fiir z # 0 ist f'(z) = 2zsin L —cos 1
= f’ ist unstetig an der Stelle g =0
= f ist differenzierbar, aber nicht stetig differenzierbar.

Mit Hilfe der Ableitungen sind auch einige wichtige Funktionenriume definiert, die uns im
Lauf der Vorlesung noch haufig begegnen werden. Sie enthalten jeweils Funktionen mit einer
bestimmten ,,Glattheit“.

C%[a,b)) = {f:[a,b] — R; f ist stetig}
C"([a,b]) = {f:[a,b] — R; f ist n-mal stetig differenzierbar}
C*([a,b]) = {f:]a,b] = R; f ist beliebig oft stetig differenzierbar}

Zum Beispiel gehoren alle Polynome, die Exponentialfunktion und die trigonometrischen Funk-
tionen zu C*°(R).

Die Frage, ob eine Funktion f in einem Punkt zg differenzierbar ist, hing damit zusammen, ob
sie sich in einer Umgebung von xy gut durch eine lineare Funktion (ndmlich durch f(z¢) + (z —
x0) - f'(x0)) approximieren lisst. Genauso kann man sich fragen, wie man eine Funktion f in
der N&dhe eines Punktes durch eine quadratische oder kubische Funktion oder allgemein durch
ein Polynom n-ten Grades moglichst gut approximiert. Wir beginnen zum Warmwerden mit
Funktionen f, die bereits ein Polynom sind.

Satz 4.13
Sei f: R — R ein Polynom n-ten Grades und sei xg € R. Dann gilt die Darstellung

n )y
fl) =3 T (0
k=0

Beweis: Wir kénnen ein Polynom n-ten Grades immer in der Form

n

flx) = ax(z —zo)*

k=0

schreiben. Wertet man diese Funktion bei xg aus, erhélt man ag = f(x). Differenziert man die
Gleichung ergibt sich

Fla) =" apk(z — o),
k=1
also f'(x¢) = a1. Genauso erhélt man fiir die m-te Ableitung die Darstellung

F (@) =3 agk(k —1) ... (k —m+1)(z — o)™,
k=m

und wenn man r = xg einsetzt daraus

£ (20) = amm.
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Satz 4.14 [Taylor-Formel]
Die Funktion f : [a,b] — R sei im Innern des Intervalls [a,b] (n + 1)-mal stetig differenzierbar
und die ersten n Ableitungen seien stetig auf [a,b]. Dann gibt es eine Funktion € (a,b)), so

dass -
S O
_kzz(:) i (x—a)®+ CEY] (z —a)™t.

Definition:
Das Polynom

Tn(z; f,a) : Zn:f x—a)k

k=0

nennt man das n-te Taylor-Polynom von f zum Entwicklungspunkt a.

Den Term (nt1)
j;n ¥ 1()5') €=-a,

der den Unterschied zwischen f(z) und T, (z; f,a) misst, also den Fehler der Approximation
von f durch 7),, nennt man Lagrange-Restglied. Da £ zwischen a und z liegt, gilt fiir das
Restglied die Abschitzung

Rn+1(l‘) =

1
sup

Roii(x)| <
[Bria(2)] (n— 1) geges

f(n+1)(§)’ z— a|n+1'

Wenn man die (n+ 1)-te Ableitung auf dem Intervall [a, 2] abschitzen kann, hat man also einen
Anhaltspunkt dafiir, wie genau f durch das n-te Taylor-Polynom approximiert wird.
Beweis des Satzes: Wir halten z fest und betrachten die Funktion

9(t) = f(@) = f(t) = f(O)(z —t) = S f' (W)@ —1)* — ... — %f(")(t)(:v —t)" —

(x _ t)nJrl
ar
(n+ 1)
wobel a so gew#hlt ist, dass g(a) = 0 ist. AuBerdem ist g(x) = 0, wie man schnell nachpriift. Die
Funktion g ist differenzierbar im Intervall (a, x), da f als (n+1)-mal differenzierbar vorausgesetzt

wurde und der letzte Term als Polynom beliebig oft differenzierbar ist.
Die Ableitung ist

gt = O+ -1+ f”()( (:r—t))—%’”(t)(x—t)Q—m

2!

_%f(n) (t)(n(az . t)n—l) _ Ef(n—i-l)(t)(x o t)n + a(x ;'t)n
1 . " x—1)"
= _Hf( @) (z—1) +al n!)

Nach dem Satz von Rolle existiert ein § zwischen a und = mit der Eigenschaft ¢'(£) = 0, also
1 _ n
— D () (z — )" = au.

n! n!
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Lost man diese Gleichung nach « auf, erhdlt man o = f(”H)(c). Setzt man dies wiederum in
die Definition von g ein und wertet g an der Stelle ¢ = a aus, ergibt sich die Gleichung

(iL' _ a)nJrl

/ 1 " 1 n n n
0=9(a) = f@)=f(@)~f (@) a—a) =5 (@) (@=a)’~.. — 5P (@) (=)D e)

Dies ist genau die gewiinschte Darstellung. O

Beispiele:

1. Die Taylor-Polynome der Funktion f(z) = e* zum Entwicklungspunkt a = 0 erhilt man,
indem man die Ableitung der Exponentialfunktion in ¢ = 0 berechnet. Da (e*) = e*
sind auch alle hoheren Ableitungen identisch und es ist %ew(O) =1 fiir alle n € N. Das
Taylor-Polynom n-ter Ordnung ist also

1
k
To(z) = R
k=0
und stimmt mit den ersten n 4+ 1 Gliedern der Potenzreihe von e® iiberein. Um den ma-
ximalen Fehler fiir  aus einem Intervall [0, M| abzuschétzen benutzen wir das Lagrange-

Restglied. Es ist demnach

1
x) —Ty(x)| =< sup ezt
T = =S G 28,
Fiir « € [0,1] ist der maximale Fehler also

(&

1) = Tufa)| =< oy

Man kann die Exponentialfunktion auch um a = 1 (oder irgendeine andere Stelle) entwi-
ckeln, was dann auf

e e e e n
Tn(a:):e—i-ﬂ(x—l)%—a(:c—1)2+§(x—1)3+...+m(3:—1)
fithrt.
2. Wir wollen die Taylor-Polynome der durch w(z) = /I + z = (1 + 2)'/? gegebenen Funk-

tion w : [0,00) — R mit Entwicklungspunkt a = 0 berechnen. Dazu benétigen wir die
Ableitungen von w. Zunéchst ist

1 11
W) = 30+ w(e) = 5S04 W) =55 (1+2)7
Es ist nun nicht mehr schwierig, zu erraten, wie es weitergeht:

W) (z) = <_2’“ = 1) w®(z)
2 142z

Damit erhélt man als Taylor-Polynome zur Funktion w im Entwicklungspunkt a = 0:

1 1'12 1’1'33

N 2 N L l-1-3-...-(2n—3)
27 2.4° "2.4.6

2-4-...-(2n)

n

+...+(-1)
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Man kann dies auch etwas kiirzer darstellen, wenn man verallgemeinerte Binomialko-
effizienten benutzt, die durch

(a) . (a> _a(a—1)-(@=2) .. (a-k+1)

0 k k!
definiert sind. In diesem Fall ist

T (z) = zn: <1£2>x’f.

k=0

In der speziellen Relativitéitstheorie tritt hdufig der Term /1 — Z—; auf. Das Taylor-Polynom
der Funktion W : (—o0,1] — R mit W (z) = /1 — = lautet

1 1-1 1-1-3 1-1-3-...-(2n—3

22 _ 23 (2n )

To(x)=1— ~z— -
n(@) 2" 24" T 246 2.4-...-(2n)

n

Fir v < ¢, d.h. 2 < 1 (nichtrelativistische Geschwindigkeiten) benutzt man als Néherung
fiir /1 — Z—; daher oft das erste Taylor-Polynom 77 =1 — %Z—;

Fiir die Masse m eines bewegten Teilchens gilt nach der Speziellen Relativitétstheorie die

Gleichung
mo

C

m =

wobei mg die Ruhmasse des Teilchens ist. Fiir die Energie e = mc? erhilt man dann iiber
das Taylor-Polynom 2. Ordnung in x

1 3 ot
~ 2 2
E ~ moc” + imgv + gmoC—Q.
Die ersten beiden Terme beschreiben dabei die Ruhenergie und die (klassische) kinetische
Energie des Teilchens.

Bemerkung: Falls eine Funktion f beliebig oft differenzierbar ist, kann man statt der Taylor-
Polynome die unendliche Taylor-Reihe

> (k) (g
T(l‘):Zf k'( )(x—a)k

k=0

betrachten. Leider stellt diese Potenzreihe nicht immer die Funktion f dar. Einerseits kann der
Konvergenzbereich der Reihe kleiner als der Definitionsbereich der Funktion f sein. Es kann aber
auch vorkommen, dass die Reihe fiir manche (oder alle) = konvergiert, jedoch nicht gegen f(x).
Mit solchen Funktionenreihen befassen wir uns im néchsten Kapitel. Funktionen, die unendlich
oft differenzierbar sind und sich durch ihre Taylor-Reihe darstellen lassen, nennt man (reell)
analytisch.
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4.7 Das Newton-Verfahren

Viele Gleichungen lassen sich nicht exakt l6sen und man ist fiir praktische Zwecke darauf ange-
wiesen, die Losungen niherungsweise so genau und effektiv wie moglich zu bestimmen.

Wir werden im Verlauf der Vorlesung gelegentlich iiber solche Verfahren sprechen, zum Beispiel
zur Losung von Differentialgleichungen oder zur ndherungsweisen Berechung von Integralen.
Das erste Nidherungsverfahren, mit dem wir uns beschéftigen wollen, geht auf Isaac Newton
zuriick und dient der Bestimmung von Nullstellen einer differenzierbaren Funktion. In vielen
Varianten spielt dieses Verfahren auch heute noch eine extrem wichtige Rolle in der Numerik.
Fiir reelle Funktionen f : R — R ldsst sich das Verfahren geometrisch sehr einleuchtend motivie-
ren. Ausgehend von einem Startwert xg wird eine Folge von Naherungen 1, o, x3, ... rekursiv
konstruiert. Dabei erhélt man z,11 aus x,, indem man die Funktion f durch ihre Tangente im
Punkt (x,, f(x,)) ersetzt und die Nullstelle der Funktion

f(ﬂ:‘) = f(xn) + (-r - xn)f,(xn)

berechnet. Diese liefert dann den néchsten Niherungswert x,41. Es ist daher

Ay

fx) |

Beispiel: Die Gleichung sinz = x — 1 besitzt nach dem Zwischenwertsatz mindestens eine
Losung im Intervall [0, 7], denn betrachtet man die Funktion f(z) := sinx — x + 1, so ist
f(0)=1>0und f(r) =0— 7+ 1 < 0. Die Funktion f besitzt also eine Nullstelle zwischen
0 und 7. Um diese ndherungsweise zu berechnen kann man das Newton-Verfahren verwenden,
beispielsweise mit Startwert xg = 2.

Die Iterationsvorschrift
sinx, —xn,+ 1

Tp4+1 = Tn —
cosx, — 1
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fithrt auf

o = 1—(3021(1151)1z2,8304877
ro =~ 2,04955524
23~ 1,93865612
24~ 1,9345689621

5 ~ 1,934563210763

Die Folge scheint also zu konvergieren. Auflerdem scheint der Grenzwert tatséchlich eine Null-
stelle zu sein, denn

sin(1,934563210763) — 1,934563210763 + 1 = —1,545 - 1011,

Es stellt sich nun die Frage, ob dieses Verfahren immer so gut funktioniert. Leider gibt es dazu
eine positive und eine negative Antwort. Zunéchst die negative: Man kann sich anhand der
geometrischen Konstruktion Funktionen f und Startwerte zq {iberlegen, bei denen die Folge der
Newton-Iterierten keinesfalls konvergiert.

Die gute Nachricht: Wenn man den Startwert bereits ,,gut genug® gewéhlt hat, das heifit ,nahe
genug”“ an der richtigen Losung, dann kann dies nicht passieren. Mit Hilfe der Taylor-Polynome
konnen wir diese Aussage préizise machen.

Satz 4.15 Sei [a,b] C R und f : [a,b] — R zweimal stetig differenzierbar und sei f'(x) # 0 fiir
alle = € [a,b]. Sei weiter f(a)- f(b) <0, so dass f nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle
x4 tm Intervall (a,b) besitzt.
Dann ezistiert ein § > 0, so dass das Newton-Verfahren fiir jeden Startwert xoy € (x4 — 0,4 +9)
gegen T, konvergiert.
Die Konvergenz ist quadratisch, d.h. es gibt eine Konstante ¢ > 0, so dass fir den (absoluten)
Fehler die Ungleichung

|Tnt1 — 4| < C|@n — 24|

gilt.

Beweis: Wegen der Stetigkeit von f’ und da f’(x,) # 0 ist, gibt es ein € > 0 und ein 6 > 0, so
dass fiir |z — x| < § gilt: |f/'(2)| > e. Unter Anwendung des Mittelwertsatzes ist

’anrl - CC*| = |Tn — Tx — f(l'n)
f(@n)
- g — _f(xn)_f(x*)
n * —f/(xn)
f'(n)
SO T
f'(n)

= xn—x*|-‘1—

f'(zn)
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fiir eine Zwischenstelle 1 zwischen xz,, und x,. Ebenfalls mit dem Mittelwertsatz erhilt man die

Gleichung
S ) = ) (2n — 1) f'(7)
f'(wn) [ (wn) " f'(wn)
mit einer weiteren Zwischenstelle 7 zwischen n und x.
Insgesamt gilt also

1

f,(n) _ ‘xn o 33*| . |-Tn o 77| . |f”(7-)| < |5L‘n |2 |f//(7-)|

F@n) P @a)] = ()]

Nach dem Satz vom Maximum nimmt die stetige Funktion |f”| ihr Maximum auf dem Intervall
[a,b] an, es gibt also eine Zahl M > 0, so dass |f”(x)| < M fiir alle z € [a, b].
Dann gilt also

fonsr = ] = oy — -

M
’xn—i-l - JE*| < ‘xn - (L'*P?

Wir verkleinern (falls nétig) ¢ noch etwas, so dass 6% < % ist. Dann ist
M 1
|Trg1 — 4] < 5?|xn — Ty < §|:1cn — Ty

und der Abstand der Iterierten zum Fixpunkt wird immer kleiner. Auf diese Weise ist sicherge-
stellt, dass das Newton-Verfahren auf jeden Fall gegen x, konvergiert. O
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5 Funktionenfolgen und -reihen

5.1 Punktweise und gleichmaBige Konvergenz

Nach den Grenzwerten von Zahlenfolgen betrachten wir nun Folgen von Funktionen. Zuerst wird
es natiirlich wieder um Konvergenz gehen, d.h. ob eine “Grenzfunktion” existiert. Danach werden
wir uns auch die Frage stellen, welche Eigenschaften einer Folge von Funktionen (Stetigkeit,
Differenzierbarkeit, Monotonie,...) auf diese Grenzfunktion “vererbt” werden.

Abbildung 5.1: Die Funktionenfolge f,
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Definition: Sei D C R eine Menge und seien f,, : D — R und f : D — R Funktionen. Man
sagt, die Funktionenfolge (f,)neny konvergiert punktweise gegen f, falls fiir jedes = € D gilt:
f(x) = lim f,(z). Wir nennen die Funktion f die Grenzfunktion der Funktionenfolge.

n—oo

Leider ist das Konzept der punktweisen Konvergenz zu schwach, um Eigenschaften wie die
Stetigkeit von den f, auf die Grenzfunktion f zu iibertragen. Wesentlich besser dafiir geeignet
ist folgende Art der Konvergenz.

Definition: Sei D C R eine Menge und seien f,, : D — R und f : D — R Funktionen. Man
sagt, die Funktionenfolge (f,)ncny konvergiert gleichméfig gegen f, falls es fiir jedes € > 0
ein N = N(e) gibt, so dass

n>N = |fa(x)— f(z)|<e fir alle z € D.

Falls n also grofl genug gewéhlt wird, ist also der Abstand von f,, zu f fiir alle x klein. In einem
gewissen Sinne konvergiert f,(x) iiberall gleich schnell gegen f(x).

Anschaulich bedeutet gleichméfiige Konvergenz: Fiir ein gewéhltes € > 0 liegen die Graphen der
Funktionen f, ab dem Index N in dem “Schlauch” zwischen f(x) — e und f(z) + €.

Ay

y=f(x)+ ¢

y=f(x)
y=f.(X)

y=f(x)—¢
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Beispiel: Betrachte die Funktionenfolge (f,,)neny mit fy, : [0,1] — R definiert durch

2nx, fiir z € [0, %]
fa(z) =% 2—=2nz, firze |4,
0 fiir x € (%7 1]

Dann konvergiert (f,,) punktweise gegen 0. Das ergibt sich fiir jedes (feste) xo > 0 daraus, dass
fn(xo) = 0 ist, sobald n > 1/ ist. Fiir zy = 0 ist aber ohnehin f,,(0) = 0 fiir alle n.

Die Konvergenz kann aber nicht gleichméflig sein, denn fiir jedes n gibt es immer ein zy, ndmlich
To = ﬁ mit | f,(xo)—f(xo)| = 1. Versucht man also, die Definition der gleichméBigen Konvergenz
beispielsweise mit ¢ = 1/2 (oder mit jedem anderen ¢, das kleiner als 1 ist) nachzupriifen, so
wird man damit nicht erfolgreich sein.

Eine Funktionenfolge, die hingegen gleichméBig konvergiert ist (gn)neny mit g, : [0,1] — R
definiert durch

2z, fiir z € [0, 5]
gn(x) = % -2z, firze [%, %]
0 fiir x € (£, 1]

Dasselbe Argument wie oben zeigt, dass die Grenzfunktion g(z) = 0 sein muss. Im Unterschied
zur Folge (fy,) ist aber hier |g,(z) — g(z)| < I fiir alle = € [0, 1]. Fiir jedes vorgegebene £ > 0
kann man also n > 1/e so grof wihlen, dass |gn () —g(z)| < e wird gleichzeitig fur alle z € [0, 1].

Bemerkung: Konvergiert eine Funktionenfolge (f,)nen gleichmifiig gegen eine Funktion f,
dann konvergiert sie auch punktweise gegen f.

Satz 5.1 [Rechenregeln fiir gleichmiflige Konvergenz|
Sei D C R eine Menge und seien (f,) und (gn) auf D definierte Funktionenfolgen, die
gleichmdfSig gegen f: D — R bzw. g : D — R konvergieren. Dann gilt:

(i) Die Funktionenfolge (fn + gn) konvergiert gleichmdfig gegen f + g.
(ii) Falls f und g beschrinkte Funktionen sind, dann konvergiert fy,-gn gleichmdfSig gegen f-g.

(iii) Falls es eine Zahl o > 0 gibt, so dass |fp(z)| > « fir alle n € N und alle x € D, dann
konvergiert (fin) gleichmdfSig gegen %

Beweis:

(i) Sei e > 0 gegeben. Dann finden wir ein N7 € N, so dass

|[fn(z) — f(2)] < % fiir alle n > V;
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und ein No € N, so dass

lgn(z) — g(x)] < fiir alle n > Nj.
Fiir n > max(Ny, Na) ist also

(@) + gn(z) = f(z) —g(@)] = [fulz) = f(z) + gn(r) —g(z)]
g

IN
=
—~
&
|
~
—~~
8
=
_|._
=)
S
—~
8
~
|

N

d.h. die Funktionenfolge (f,, + gn)nen konvergiert gleichméfig gegen f + g.

(ii) Sei e > 0 und Ny, N2 wie eben. Da die Funktionen f und g beschrénkt sind, gibt es eine
Konstante M > 0, so dass |f(z)| < M — e und |g(z)] < M — e. Dann ist fiir n > N; auch

fa(@)| < |f(@)|+e<M—c+e=M
und fiir n > Ny entsprechend

lgn(z)| < |g(z)| +e < M —e+e =M.
Fiir n > max(Ny, N2) ist also

[fu(@) - gn(@) = f(2) - g(2)] = |ful@) - gn(x) = f(2) - gn(2) + f(2) - gn(2) = f(2) - 9(2)]

< (falz) = f(2) - gu(@)] + |f(2) - (gn(2) — g(2))|
< M%JrM%:Ma

also konvergiert (fy, - gn)nen gleichméBig gegen f - g.

(iii) geht dhnlich wie (ii)...

Bemerkung:
Aussage (ii) wird im allgemeinen falsch, wenn f oder g unbeschrinkt sind.
Gegenbeispiel:

1 1

fulz) = ;‘f‘ﬁ
1

gn(l‘) = l“i‘ﬁ

Man kann natiirlich auch Reihen von Funktionen betrachten und ihre Konvergenz untersuchen.
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Definition:
Die Funktionenreihe ) fi(z) mit f; : D — R heifit punktweise konvergent gegen F'(z), wenn
die Folge ihrer Partialsummen punktweise konvergiert, wenn also

F(z) = lim »  fi(2)
k=0

fiir jedes z € D.
Sie heifit gleichméfiig konvergent, wenn die Folge der Partialsummen S,(z) = Y fi(z)

gleichméfig konvergiert, falls es also zu jedem € > 0 ein N € N gibt mit

> ful@)

k=n+1

<e firalle z € D.

|Sn(@) = F(@)| = > frl@) = > _ fulx)
k=1 k=1

Wie schon bei Zahlenfolgen und -reihen gibt es auch hier ein Cauchy-Kriterium, mit dem man
entscheiden kann, ob eine Funktionenfolge (bzw. -reihe) konvergiert, ohne dass man die Grenz-
funktion kennen muss.

Satz 5.2 [Cauchy-Kriterium fiir gleichmélige Konvergenz]

FEine Folge (f,) von Funktionen f, : D — R bzw. f, : D — R konvergiert genau dann
gleichmdfsig, falls es zu jedem € > 0 ein N € N gibt, so dass fiir beliebige m,n > N gilt:

|fr(x) — fm(x)| <e fir alle = € D.

o

Analog konvergiert eine Reihe Y, gx von Funktionen g : D — R genau dann gleichmdfig, wenn
k=1

es zu jedem € > 0 ein N € N gibt, so dass fiir beliebige N < m < n gilt:

n

| 2 gr(z)| < e fir alle x € D.

k=m

Beweis:

Wir zeigen nur die Aussage iiber Funktionenfolgen, die Aussage iiber Funktionenreihen folgt
daraus direkt, indem man die Folge der Partialsummen betrachtet.

»,=": Wenn die Folge (f,) gleichméfig gegen eine Grenzfunktion f konvergiert, dann gibt es zu
einem vorgegebenen € > 0 immer ein N € N, so dass

n>N = |fu(x) — f(x)] < % fir alle z € D.
Dann ist aber wegen der Dreiecksungleichung fiir beliebige m,n > N

[Fa@) = fn(@)] = |fu(@) = F@) + £(@) = )] < [fal@) = f@)] + (@) = )] < S+5 =€
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fiir alle z € D und das Cauchy-Kriterium ist erfiillt.

»,<%“: Da fiir jedes feste 9 € D das Cauchy-Kriterium fiir (reelle oder komplexe) Zahlenfolgen
erfiillt ist, konvergiert die Folge (f,(xo))nen fiir festes xp. Wir erhalten auf diese Weise die
Grenzfunktion

fz) = lim_fo(x).

zu zeigen ist noch, dass die Konvergenz gegen f tatsichlich gleichméflig ist. Dazu geben wir ein
€ > 0 vor und wihlen N € N so grof3, dass

myn >N = |fulz) = fnl@)] <§ fiir alle z € D.

Nun lassen wir n > N fest und betrachten die Differenz |f,,(x) — f(x)|. Dann ist

£
|f = n(@) = f@)] < [fal2) = fu(2)] + | fra(2) = f(2)] < 5 + [fm(2) = f(2)]
fiir jedes m > N. Wenn wir m grof genug wihlen, wird auch |fy,(z) — f(x)| < § sein und wir
erhalten die gewiinschte Abschéitzung

n>N = |f—n(x)— f(z)| <e firalle z € D.

|

oo
Das vermutlich wichtigste Beispiel fiir Funktionenreihen sind Potenzreihen Y apz*, die man als
k=0
N
Grenzwert endlicher Summen Y azz" auffassen mochte.
k=0
Aus Kapitel 2, Satz 2.24 wissen wir bereits, dass eine Potenzreihe im Innern ihres Konver-
genzkreises punktweise gegen eine Grenzfunktion konvergiert. Auflerhalb des Konvergenzkreises
konvergiert sie nicht einmal punktweise, den Rand des Konvergenzkreises muss man getrennt

untersuchen. Es gilt sogar:

Satz 5.3
o0

FEine Potenzreihe Y anz" konvergiert gleichmdfig auf jeder kompakten Teilmenge ihres Kon-
n=0

vergenzkreises.

Beweis: Sei p > 0 der Konvergenzradius der Potenzreihe. Wir wihlen r < p und wollen zeigen,
dass die Potenzreihe auf dem abgeschlossenen Kreis {z € C; |z| < r} gleichméBig konvergiert.
Dass sie {iberhaupt konvergiert wissen wir schon aus Satz 2.24, wo wir die punktweise Konvergenz
untersucht haben. Die Grenzfunktion nennen wir f(x). Ebenfalls aus Satz 2.24 wissen wir, dass

1
bzw. limsup V/|a,| = —

pP=
lim SUpP, 00 A/ |an\ n—00

Fiir ein beliebig gewihltes r¢ € (r, p) ist % > %. Insbesondere kann man also ein N € N finden,
so dass

1
Vl|an| < — fiir alle n > N.
T
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Fiir beliebige z mit |z| <r und n > N ist dann

"l = (Vlenllal) " < (£)

To

Setzt man nun ¢ := % < 1, so kann man fiir n > N den Reihenrest wie folgt abschétzen:

00 00
Sat| < 3 lat
k=n k=n

oo 0 7
k k
<SSt

k=n k=0

unabhéngig von x. Fiir ein vorgegebenes £ > 0 kann man nun n so grof} wihlen, dass der Aus-
druck auf der rechten Seite kleiner als ¢ wird. Damit ist gezeigt, dass die Potenzreihe fiir |z| < r
gleichméfig konvergiert. O

Bemerkung: Aus Satz 5.3 folgt nicht, dass die Potenzreihe im Innern ihres Konvergenzkreises
gleichméfBig konvergiert. Man muss also wirklich einen kleinen Abstand zum Rand des Konver-
genzkreises einhalten.

Satz 5.4 Konvergiert eine Funktionenfolge (fy) gleichmiflig gegen f und sind die f, : D — R
alle stetig, dann ist auch f stetig.

Beweis: Wir wihlen einen beliebigen Punkt a € D und zeigen, dass die Grenzfunktion f dort
stetig ist. Wir benutzen dazu die e-6-Definition. Sei also ein € > 0 vorgegeben. Dann gibt es zu
diesem € ein N, so dass

fal@) = F(@)] < 5

fiir alle n > N und alle x € D. Da insbesondere die Funktion fy stetig ist, gibt es zu € ein § > 0,
so dass

=0l < 3= | fn(@) = flao)] <

Unter Verwendung der Dreiecksungleichung ergibt sich aus den beiden Ungleichungen nun fiir
|z —xo| <6

[f() = fl@o)l = |f(z) = fn(@) + fn(z) = fn(@o) + F (o) — f (o)
< |f(z) = fn(@)] + | fn (@) = fn(zo)l + | (@0) — f(zo)]
< SHz+z=e

Fine direkte Konsequenz ist der folgende
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Satz 5.5 Potenzreihen sind auf jeder kompakten Teilmenge ihres Konvergenzkreises stetig.

Bemerkung: Die Stetigkeit gilt auch noch bis zum Rand des Konvergenzbereichs, falls
e die Potenzreihe dort konvergiert und

e die Funktion, die durch die Potenzreihe dargestellt wird, stetig bis zum Rand fortgesetzt
werden kann.

Dies ist die Aussage des Abelschen Grenzwertsatzes. Insbesondere rechtfertigt man so beispiels-

weise die Formel

log2—1— 4+t 1
g2=1——+-——+-—+...
& 273 1" 5

Bemerkung: Man kann die Aussage von Satz 5.4 auch wieder als eine Vertauschung von Grenz-
werten auffassen: Fiir stetige Funktionen f, : (a,b) — R und z¢ € (a,b) ist lim f,(z) = fn(z0)
T—xQ

und lim f,(z) = f(z). Da f ebenfalls stetig ist gilt also

lim lim fy(x) = f(zo) = lim lim f,(x).

n—oo r—Ig T—To N—00

5.2 Differentiation von Funktionenfolgen und Potenzreihen

Als Né#chstes geht es um die Differenzierbarkeit von Funktionenfolgen. Auch hier stellt sich
heraus, dass gleichméfige Konvergenz dafiir sorgt, dass sich die Differentiation gut mit dem
Grenziibergang innerhalb der Funktionenfolge vertragt.

Satz 5.6 [Differentiation von Funktionenfolgen]

Seien fn : (a,b) — R differenzierbare Funktionen, deren Ableitungen f] gleichmdiflig gegen
eine Funktion g konvergieren. Falls die Folge (f,(xo))nen fir einen einzigen Punkt xo € (a,b)
konvergent ist, dann konvergiert f, sogar gleichmdfig auf (a,b) gegen eine Funktion f und es

ist ' =g.

Beweis: Sei ein € > 0 gegeben. Wir benutzen das Cauchy-Kriterium sowohl fiir die Zahlenfolge
(fn(xo)) als auch fiir die gleichméBig konvergente Funktionenfolge (f)). Demnach gibt es ein
N7 € N, so dass
€
myn =Nt = |falzo) = fm(@0)| < 5

und ein Ns € N, so dass

m,n =Ny = |f(2) = f,(x)] <

m

ﬁ fir alle = € (a,b).
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Wir setzen N := max(Ny, N2). Dann ist fir m,n > N und x € (a,b) beliebig

n(@) = fu@)] = fal@) = fu(@) = fal@o) + fu(20) = fn(@o) + fru(z0)|
< ‘fn(x) - fm(‘r) - (fn('TO) - fm(xO))‘ + ‘fn(l‘o) - fm($0)|
MRS (fu = fn)(©) - (& — w0)| + | fulz0) — fin(0)]
& g
< m(b —a)+ ;=€

Die Folge (f,) erfiillt also das Cauchy-Kriterium aus Satz 5.2 und ist daher gleichméfig konver-
gent gegen eine Grenzfunktion f.

Es bleibt zu zeigen, dass f’ = g ist. Sei dazu x € (a, b) ein beliebiger Punkt. Wir definieren eine
neue Funktionenfolge auf (a,b) \ {z} durch

fay) = ful(z
only) = L= In(2)
y—x
Da die f,, differenzierbar vorausgesetzt sind, gilt lim ¢, (y) = f/,(z).
y—z
AuBlerdem konvergiert (¢,) punktweise, denn es ist

lim o, (y) := M

n—00 Yy—x

Die Funktionenfolge (¢,) konvergiert auf (a,b) \ {z} sogar gleichmifiig nach dem Cauchy-
Kriterium aus Satz 5.2, denn fiir ein € > 0 ist

fo(y) = fn(@) = (fm(y) = fm(2)) ‘

y—x

' (frn = fm) (W) — ((fn = fm)(2)) '
y—x

= |16 = (9] <

lon(y) —om(y)| =

2(b—a)

Nach der Bemerkung iiber die Vertauschbarkeit von Grenzwerten ist also

g(z) = lim lim ¢, (y) = lim lim ¢, (y) = f'(z).

n—0o0 Yy—T Y—T Nn—00
——
—fr _f@-f(=)
fn(@) =)=

Satz 5.7 [Differenzierbarkeit von Potenzreihen]

Sei f(x) = > " ganx™ eine reelle Potenzreihe mit Konvergenzradius 0 < p < oo. Dann ist f
stetig differenzierbar fir |x| < p und die Ableitung erhdlt man durch gliedweise Differentiation
der Potenzreihe, also

f(z) = Zann:v”_l.
n=1
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Beweis: Die Potenzreihe konvergiert fiir alle x € R mit |z| < p punktweise. Dort stellt sie eine
Funktion f : (—p, p) — R mit

f(x) = Z anz"”
n=1

dar. Die Funktionenfolge (fy,)nen mit
n
fu(z) = Zak:ﬁk
k=0

konvergiert gleichméfig auf [—r, r] fir jedes r < p.
In Ubungsaufgabe S46 wird gezeigt, dass die durch gliedweise Differentiation erzeugte Potenz-
reihe

n n—1
Z kakxk_l = Z(k + l)ak+1$k
k=1 k=0

ebenfalls den Konvergenzradius g besitzt. Also konvergiert die Folge (f/) mit
n
fli(x) = Zkakack_l
k=1

auf [—r,r| gleichméBig gegen eine Funktion g. Nach dem vorigen Satz 5.6 ist f dann auf (—r,r)
differenzierbar mit f’ = g. O

Bemerkung: Auch hier handelt es sich wieder um eine Vertauschung von Grenzwerten: Unter
den Voraussetzungen des Satzes gilt ndmlich

Jim () = (Jtim_ 1)

5.3 Der Funktionenraum B(D)

An dieser Stelle soll noch eine andere Sichtweise auf die gleichméflige Konvergenz vorgestellt
werden, die uns spéater noch 6fter begegnen wird und an die man sich frithzeitig gew6hnen sollte.
Wir bezeichnen mit B(D) den Raum aller beschrankten Funktionen f : D — R. Fiir zwei
beschriankte Funktionen f, g € B(D) kénnen wir einen Abstand ||f — g|| definieren durch

If = gll = sup |f(z) — g(z)].
€D

Es handelt sich hier tatséchlich um so etwas wie einen “Abstand”, denn
e ||f — g|| ist nie negativ, und wenn ||f — g|| = 0 ist, dann stimmen f und g iiberein

o ||f—ygll=llg— fll, d.h. der “Abstand” von f zu g ist gleich dem Abstand von g zu f und
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e es gilt die Dreiecksungleichung || f — g|| < || — h|| + ||k — g| fiir beliebige f, g, h € C°([a, b]).

Um die Dreiecksungleichung einzusehen, rechnet man am einfachsten wie folgt nach:

If—gll = sup|f(z)—g(z)|

zeD

= sup [f(z) — h(z) + h(z) — g(z)|
xeD

itelg (If(x) = h(z)| + |h(x) — g(x)|)

< sup|f(z) — h(z)| + sup |h(z) — g(z)| = |f = Al + | — gl
xzeD zeD

IA

Falls D = [a, b] ein kompaktes Intervall ist, dann sind alle stetigen Funktionen auf D automatisch
beschréankt nach Satz 3.8, es ist also

C°([a,b]) C B([a,b]).

Falls f,g € C°([a,b]) stetig sind, dann ist auch |f — g| eine stetige Funktion. Wegen des Satzes
vom Maximum nimmt die Funktion |f — g| ihr Maximum sogar an und das Supremum ist in
diesem Fall ein Maximum.

Den Zusammenhang zwischen dem oben definierten Abstand zweier Funktionen und der gleichm#8i-
gen Konvergenz von Funktionenfolgen stellt der folgende Satz her.

Satz 5.8
Seien fy, : [a,b] — R beschrinkte Funktionen. Die Funktionenfolge (fn)nen konvergiert genau
dann gleichmdf$ig gegen f, wenn

lim || fn — f = 0.
n—00

Beweis:
“=”: Wir nehmen an, dass die Folge (f,) gleichméBig gegen eine Grenzfunktion f konvergiert.
Sei nun € > 0 gegeben. Wir miissen ein N € N finden, so dass fiir alle n > N die Ungleichung

[fn—fll <e

gilt. Wegen der gleichméfligen Konvergenz der Funktionenfolge gibt es zu dem gewé&hlten ¢ ein
N € N, so dass fir n > N und alle z € [a,b] die Ungleichung |f,(z) — f(z)] < ¢/2 gilt.
Fiir das Supremum von |f,, — f| gilt daher auf jeden Fall sup,<,<;|fn(z) — f(z)] < € und
damit || f, — f|| < e. “<”: Gelte nun umgekehrt lim,, oo || fn — f]| = 0. Dann gibt es zu jedem
vorgegebenen € > 0 ein N € N; so dass fiir n > N die Ungleichung || f,, — f|| < ¢ erfiillt ist. Da
auf der linken Seite ein Supremum steht, ist also fiir jedes x € [a, b]

[fn(z) = f(@)] < |Ifn — fll <e.

Das ist aber gerade die Definition gleichméfliger Konvergenz. O
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Die Integralrechnung ist historisch aus dem Bediirfnis heraus entstanden, den Flicheninhalt
und das Volumen von krummlinig begrenzten Gebieten zu berechnen. Spéater kamen dann viele
weitere Fragestellungen dazu, die sich mit ihrer Hilfe 16sen lassen, aus der Physik beispielsweise
die langs eines Weges verrichtete Arbeit, die Durchflussmenge einer Fliissigkeit durch einen
Rohrquerschnitt,...

Schon in der Antike wurde der Flicheninhalt des Kreises durch Approximation mit regulidren
Vielecken sehr genau bestimmt. Den Zusammenhang zwischen Differential- und Integralrechnung
erkannten allerdings erst Ende des 17. Jahrhundert Leibniz und Newton.

Es gibt einige verschiedene Integralbegriffe, die das Integral einer Funktion durch unterschied-
liche Grenziibergénge einfithren. Aus der Schule ist Ihnen vermutlich das Riemann-Integral be-
kannt, aber es gibt daneben beispielsweise noch das Regel- (oder Cauchy-)Integral und das
Lebesgue-Integral. Sie unterscheiden sich in vielen Féllen nicht, jedoch ist die Menge der Funk-
tionen, die man ,,integrieren“ kann, je nach Integralbegriff groBer oder kleiner. Die Menge der
stetigen Funktionen auf einem abgeschlossenen Intervall gehort aber in allen Féllen zu den ,in-
tegrierbaren“ Funktionen. Mathematisch hat das Lebesgue-Integral wohl die schonsten Eigen-
schaften und wird von den ,,Profis“ daher bevorzugt. Da seine Definition etwas umsténdlich ist,
werden wir es erst in Teil 3 der Vorlesung kennenlernen und fithren hier zunéchst das einfachere
Regelintegral ein. Im Gegensatz zum Riemann-Integral, bei dem die zu integrierende Funktion
,von oben“ und ,,von unten“ durch einfachere Funktionen approximiert wird, geniigt hier ei-
ne Folge von approximierenden Funktionen. Dafiir verlangt man, dass diese Folge gleichmdfig
konvergiert.

6.1 Treppenfunktionen und Regelintegral

Definition: Sei [a,b] C R ein Intervall. Eine Funktion ¢ : [a,b] — R heift Treppenfunktion,
wenn es Zahlen a = g < 1 < 22 < ... < x, = b gibt, so dass ¢ auf jedem der Intervalle
(xj—1,2z;) mit 1 < j < n konstant ist. Die Zerlegung des Intervalls durch die Stiitzstellen z;
nennen wir eine Zerlegung des Intervalls.

Die Menge aller Treppenfunktionen auf dem Intervall [a, b] bezeichnen wir mit 7 ([a, b]).

Bemerkung:

1. Wir kiimmern uns der Einfachheit halber nicht um die Funktionswerte der Treppenfunk-
tion ¢ an den Stiitzstellen. Sie spielen bei der Integration keine Rolle.

2. Zu einer Treppenfunktion ¢ gibt es viele verschiedene Zerlegungen. Beispielsweise kann
man weitere Stiitzstellen hinzufiigen, ohne die Funktion zu &ndern.
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Abbildung 6.1: Eine Treppenfunktion

3. Wenn ¢ und % zwie Treppenfunktionen sind, dann sind auch ¢+ und ¢ -1 Treppenfunk-
tionen. Das sieht man am einfachsten ein, wenn man die gemeinsame Verfeinerung der
Zerlegungen zu ¢ und 1 benutzt, die als Stiitzstellen sowohl die Stiitzstellen zur Funktion
@ als auch die zur Funktion ¢ enthélt.

Definition: Sei [a,b] C R ein Intervall und ¢ € 7 ([a,b]) eine Treppenfunktion mit zugehoriger
Zerlegung a = 29 < x1 < 22 < ... < x, = b, d.h. es gibt Zahlen c;, co, ..., c,, so dass

o(x) =c; fir z € (xj-1,;).

Dann ist das Integral iiber ¢ definiert als

b n
/ o(z)dz = ch (xj —xj-1).
a j=1

Diese Definition entspricht in etwa unserer Vorstellung von Flidcheninhalt, denn zumindest fiir
nicht-negative Treppenfunktionen ¢ ist ff o(z)dx gerade der Flidcheninhalt unter dem Graph
der Treppenfunktion. Er setzt sich aus Rechtecken der Fliche ¢; - (z; — j-1) zusammen.
Genau genommen muss man noch zeigen, dass das Integral nicht von der Wahl der Zerlegung
abhéngt. Wenn die Treppenfunktion ¢ sich also auch durch eine andere Zerlegung a = &y < &1 <
& < ... < &yp =0bmit

go(x) = dj fir z € (fj_l,fj)

darstellen lédsst, dann dndert sich der Wert des Integrals nicht, wenn man ihn mit Hilfe der neuen
Partition berechnet.

Um dies zu beweisen betrachtet man wieder die gemeinsame Verfeinerung der beiden Zerle-
gungen, die sowohl die x; als auch die &; als Stiitzstellen enthilt und zeigt, dass das mit der
gemeinsamen Verfeinerung berechnete Integral den selben Wert hat wie jedes der beiden anderen
Integrale.
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Satz 6.1 [Linearitit des Integrals]
Seien ¢ : [a,b] — R und 9 : [a,b] — R zwei Treppenfunktionen aus 7 ([a,b]) und X\ € R eine
Zahl. Dann sind auch ¢ + 1 € T ([a,b]) und X - ¢ € T([a,b]) und es gilt:

[ v = [ @ [vwa
/ab)\cp(x)dx = )\/abgo(x)dx

Beweis: Sei a = 29 < 1 < 22 < ... < x, = b die Zerlegung zur Treppenfunktion ¢ und
a=%& <& <& <... <&y =0 die Zerlegung zur Treppenfunktion ). O

Fine weitere Eigenschaft des Integrals ist die sogenannte Beschrdnktheit. Dazu miissen wir die
,Grofle” einer Funktion messen. Wir benutzen dazu dhnlich wie bei den reellen und komplexen
Zahlen als Mafi den Abstand zur Null(-funktion). Den Abstand messen wir genau so wie in
Kapitel 5.

Definition:
Sei D eine Menge. Betrachte wieder den Raum B(D) der beschrinkten Funktionen f : D — R.
Dann heifit

If 1| := sup [f(z)]
xeD

die Supremumsnorm von f.

Satz 6.2 Flir beliebige f,g € B(D) gilt:
(1) |1fll = 0 und || f]| =0 genau dann, wenn f(x) =0 fir alle x ist.
(ii) lafll = led - |1 fiir alle o € R.

(i) [If +gll < |IfII + llgll (,Dreiecksungleichung®)

Beweis: Bis auf die Dreiecksgleichung ergibt sich alles direkt aus den Eigenschaften des (reellen)
Betrags.
Der Beweis der Dreiecksungleichung wurde am Ende von Kapitel 5 schon gezeigt.

If + gl = sup [f(z) + g(x)| < sup |f(z)| + [g(z)| < sup |f ()] + sup [g(z)] = [|f]| + ll4]l
zeD zeD zeD zeD

|

Das Integral iiber eine Treppenfunktion kann man nun mit Hilfe der Supremumsnorm abschéitzen.
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Satz 6.3 Sei p € T([a,b]) eine Treppenfunktion. Dann gilt

/absoof) dt\ <(b-a)- gl

Beweis: Sei a = zg < 21 < x3 < ... < z, = b die Zerlegung zu ¢ und
o(x) =c¢; fir =€ (xj_1,2j).

Dann ist [|¢|| < max; |¢;|. Fiir das Integral gilt dann

n

b n
/ e(t) dt‘ =D ez —x)| <D el — 3] < (b—a)- m?Xlel <(b—a)- el
a =1

=1

|

Definition:

Eine Funktion f : [a,b] — R heifit Regelfunktion, falls es ein Folge (¢, )nen von Treppenfunk-
tionen gibt, die gleichméfig gegen f konvergiert.

Die Menge aller Regelfunktionen auf dem Intervall [a, b] bezeichnen wir mit R([a, b]).

Fiir Regelfunktionen lésst sich das Integral mit Hilfe eines Grenziibergangs definieren.

Definition:
Sei f € R([a,b]) eine Regelfunktion und (¢, )nen eine Folge von Treppenfunktionen, die gleich-
méfBig gegen f konvergiert. Dann setzen wir

b b

/f(t) dt := lim [ ¢,(¢)dt.

n—oo
a a

Damit diese Definition sinnvoll ist, miissen wir zeigen, dass der Grenzwert auf der rechten Seite
wirklich existiert und dass er nicht davon abhéngt, mit welcher Folge von Treppenfunktionen
man f approximiert.
Um zu zeigen, dass der Grenzwert existiert, hilft mal wieder das Cauchy-Kriterium: Sei ¢ > 0
gegeben. Da die Folge (¢n)nen gleichméBig gegen f konvergiert, gibt es ein N € N, so dass fiir
alle n > N gilt:

lon = fll = sup |en(z) — f(2)] <

z€la,b]

2(b—a)

129




J. Hérterich: Mathematik fiir Physiker I

Dann ist fiir n,m > N

/bgon(t) dt—/b<pm(t) dt

b
/ (n(t) — om(®)) dt

(b—a)-[len — @ml
(b—a)-(len = fII+IIf —eml) <e

INIA

Die Folge der Integrale ( fab ©on(t) dt) N besitzt daher tatséchlich einen Grenzwert.
ne

Dass dieser Grenzwert nicht von der Folge von Treppenfunktionen abhéngt, mit denen man f
approximiert hat, kann man dhnlich zeigen.

Auch die Rechenregeln aus Satz 6.1 und Satz 6.3 bleiben erhalten und gelten fiir Regelfunktionen
genauso wie sie fiir Treppenfunktionen gelten.

Welche Funktionen lassen sich denn nun integrieren ?

Natiirlich sind alle Treppenfunktionen auch Regelfunktionen, aber die Menge der Regelfunktio-
nen ist wesentlich grofier. Insbesondere enthilt sie alle stetigen Funktionen auf dem Intervall
[a,b]. Um das zeigen zu konnen, benétigen wir noch eine Eigenschaft stetiger Funktionen auf
abgeschlossenen Intervallen, die in Kapitel 3 nicht erwdhnt wurde, da sie erst jetzt von Nutzen
ist.

Definition: Sei D eine Menge. Dann heifit eine Funktion f : D — R gleichméiig stetig, wenn
es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dass fiir z,y € D gilt:

[z —yl<d = |f(z) - fly)l <e.

Bemerkung:

1. Gleichmafig stetige Funktionen sind immer auch stetig: Um die Stetigkeit in einem Punkt
xo nachzupriifen lassen wir einfach x = xg fest und variieren nur y. Dann ergibt sich sofort
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die e-0-Definition der Stetigkeit im Punkt xg.

2. Ist eine Funktion gleichméafig stetig, dann héngt das § aus der e-6-Definition der Stetigkeit
nicht mehr von dem Punkt xg ab, in dem wir die Stetigkeit untersuchen. Das ist hier mit
dem Begriff ,,gleichméflig* gemeint.

3. Fiir die gleichmé&Bige Stetigkeit gibt es keine alternative Definition {iber Folgen, hier muss
man wirklich mit € und § arbeiten.

Satz 6.4 Sei f :[a,b] — R eine stetige Funktion. Dann ist f gleichmdfsig stetig.

Beweis: Wir zeigen diese Aussage indirekt und nehmen daher an, dass es ein g9 > 0 gibt, zu
dem man kein passendes  finden kann. Insbesondere funktioniert also die Wahl § = % fur kein
n € N.

Das heifit aber, dass wir zu jedem n € N Zahlen z,,,y, € [a,b] finden konnen mit |z, — y,| < %

und [f(zn) = f(yn)| > €.

Die (zp)nen fassen wir als eine Folge von Zahlen im Intervall [a,b] auf. Nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrass hat diese Folge eine konvergente Teilfolge, die wir (Z,),en nennen wollen,
und die gegen einen Grenzwert Z € [a, b] konvergiert. Da f stetig ist, konvergiert auch die Folge
der (f(Zn))nen gegen f(Z). Die Folge der zugehorigen y, konvergiert ebenfalls gegen , da ja

|gn_j| = |gn_57n+57n_53| < ‘gn_fcn|+|jn_i"
und beide Terme auf der rechten Seite gegen 0 konvergieren. Andererseits kann die Folge
(f(9n))nen nicht gegen f(&) konvergieren, da ja

[f(@n) = F@)] = [f(n) — f(@n) = f(@n) — F(Z)] -

~~ ~~

>e —0

Daraus ergibt sich ein Widerspruch zur Stetigkeit von f. Also kann unsere Annahme, dass f
nicht gleichméfig stetig ist, nicht richtig gewesen sein. O

Damit ist es nun nicht mehr schwer, den folgenden Satz zu beweisen

Satz 6.5 Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist f eine Regelfunktion, d.h. es gibt eine Folge (op)nen
aus Treppenfunktionen, die gleichmdafig gegen f konvergiert.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass man zu einem gegebenen € > 0 eine Treppenfunktion ¢
konstruieren kann mit der Eigenschaft, dass

|f(x) —p(z)| <e firalle x€[a,b) (%)
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Dazu nutzen wir die gleichméBige Stetigkeit von f auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b] aus
und finden zunéchst ein § > 0 mit der Eigenschaft

[r—yl<d = |f(z) = fly)l <e.

Jetzt wahlen wir n so grof}, dass % < § wird. Wir zerlegen das Intervall [a,b] in gleich grofie
Teilintervalle a = v < 21 < 22 < ... <z, = bmit z; = a—i—jb_Ta und definieren ¢(x) = f(x;_1)
fir « € [zj_1,2;). AuBerdem setzen wir p(b) = f(b).

Behauptung: Diese Funktion ¢ erfiillt die Bedingung (x).

denn: Betrachte ein beliebiges = € [a, b]. Es gehort zu einem Intervall [z;_;, z;) und erfiillt damit
insbesondere |z — z;_1| < 2 < 4. Also ist |f(z) — f(zj_1)| < € und daher wegen der Definition
von ¢ auch |f(z) —p(x)| < e O

Fine prézisere Beschreibung aller Regelfunktionen liefert der folgende Satz, dessen Beweis zwar
nicht zu schwer, aber zu lang fiir diese Vorlesung ist.

Satz 6.6 [ohne Beweis]
FEine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann eine Regelfunktion, wenn an jeder Stelle x € |a,b]

die einseitigen Grenzwerte
lim f(z) wund lim f(z)

T—To— r—xo+

existieren. (Am Rand natirlich nur lim,_,— f(x) und limg_q f(x).)

Daraus folgt unter anderem, dass Regelfunktionen hdchstens abzihlbar viele Sprungstellen be-
sitzen konnen und dass beispielsweise die Funktion f: [—1,1] — R mit

[ sin(l) firz#0
f(x)_{() fir x =0

keine Regelfunktion ist, obwohl sie nur an einer einzigen Stelle (x = 0) unstetig ist.

6.2 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Jetzt haben wir zwar genau definiert, was wir unter dem Integral einer Funktion verstehen,
zur konkreten Berechnung ist die Approximation durch Treppenfunktionen aber nur in Ausnah-
mefillen geeignet.

Viele Integrale lassen sich viel einfacher mit Hilfe eines Satzes berechnen, der aussagt, dass
Differenzieren und Integrieren zwei zueinander inverse Operationen sind.

Ist eine Funktion f € R([a,b]) und ist ¢ € (a,b), dann kénnen wir f auch iiber die kleineren
Intervalle [a, ¢] und [c, b] integrieren und es gilt

/bf(:z:)da::/cf(x) dm+/bf(x) dz. (%)

Das ergibt sich direkt aus der Definition des Integrals, denn eine Folge von Treppenfunktionen
(¢n), die auf [a,b] gleichméBig gegen f konvergiert, konvergiert natiirlich auch auf den Teilin-
tervallen gleichméflig gegen f.
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Definiert man noch

b b
[ f@yde == [ @)

so ist (%) sogar fiir beliebige a, b, ¢ giiltig, falls alle vorkommenden Integrale existieren.

Satz 6.7 [Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)]
Sei f € C%[a,b]) eine stetige Funktion. Definiere F(z) := [ f(t) dt. Dann ist F differenzierbar
und fir ¢ € (a,b) ist F'(c) = f(c).

Beweis: Da f im Punkt ¢ stetig ist, gibt es zu einem vorgegebenen £ > 0 immer ein § > 0, so
dass |f(t) — f(¢)] < e ist fiir |t — ¢| < §. Betrachte den Differenzenquotienten und untersuche fiir
kleine h

c+h c
Fetn=FQ _ ) {f“)dth Lo

1 c+h

= | [ fwa -
1 cth cth

= o [ roa- [ joa
1 c+h

< i [lo-fe)a<e

Also ist
Fe) = 1m Flc+ h})} “F@

Definition: Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Wir nennen F eine Stammfunktion von
f, falls F differenzierbar ist mit F’ = f.

Bemerkung: Es gibt also auch (unstetige) Funktionen, deren Integral existiert, die aber keine
(differenzierbare) Stammfunktion besitzen.
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Satz 6.8 (i) Seien Fy und F» zwei Stammfunktionen einer Funktion f : [a,b] — R. Dann
gibt es eine Konstante C' € R, so dass Fi(x) — Fa(x) = C.

(ii) Ist f :[a,b] — R stetig und F eine Stammfunktion von f, so ist

Beweis:
(i) Es ist
(Fi(x) = Fy(x)) = f(x) = f(z) =0
fiir alle x € [a, b]. Eine Konsequenz des Mittelwertsatzes ist es, dass F; — F» dann konstant

sein muss (siche Ubungsaufgabe S38).

(ii) nach Satz 6.7 ist auer F auch F(z) := [ f(t)dt eine Stammfunktion von f. Nach Teil
(i) ist also

nm:/j@a+c

fiir eine Konstante C'. Setzt man x = a ein, ergibt sich

a
ﬂ@:/}@a+0:c
i —
=0
Indem man x = b einsetzt, erhédlt man daraus dann wie gewiinscht

b

ﬂ@z/ﬂwd+ﬂ®

a

|

Eine andere Schreibweise fiir die Stammfunktion F ist [ f oder [ f(z)dz ohne Integrations-
grenzen. Man spricht dann auch vom unbestimmiten Integral von f.

6.3 Integrationsregeln

Anders als bei der Differentiation gibt es kein Rezepte, mit denen man grofie Klassen von Funk-
tionen einfach integrieren kénnte. Stattdessen versucht man die Integration unbekannter Funk-
tionen durch einige Rechenregeln auf die Berechnung schon bekannter Integrale zuriickzufiihren.
Das funktioniert leider nicht immer: Es gibt einige recht ,einfache“ Funktionen, deren Stamm-
funktion nicht geschlossen darstellbar sind, die also nicht als Summe, Produkt oder Verkettung
von elementaren Funktionen wie Polynomen, Exponetialfunktion oder trigonometrischen Funk-
tionen geschrieben werden kénnen. Dazu zéhlen f(z) = e™*", g(z) = ST oder h(z) = 10%.
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Partielle Integration

Satz 6.9 Sei f : [a,b] — R stetig mit Stammfunktion F und sei g : [a,b] — R stetig differen-
zierbar. Dann ist

b
[ 1@ g(z)do = [F@) - 9@l - [ F@)- /(@) do

Beweis: Nach der Produktregel ist
(F-g)=F-g+F-d

Durch Integration ergibt sich mit Hilfe des Hauptsatzes 6.7 daraus

b
[F(x) - g(=)], = /(F-g)’(l‘) doe= [ (F'(2) - g(z) + f(z) - ¢'(2)) dz

a a

Beispiele:

b
1. Um [ xe®dx zu berechnen, setzen wir f(z) = e® und g(z) = z. Dann ist
a

b b
/xex dz = [acex]z - /e‘” dz = [ze” — x]z
a a
Eine Stammfunktion zu ze® ist also F(x) = ze® — x.

Auf analoge Weise kann man auch Stammfunktionen zu z™e®, zu " sinz oder ™ cosx

finden.
2. Auch die Stammfunktionen zu sin® z und cos? z kann man mit partieller Integration be-
stimmen.
b b b
/C082$d$ = /cosa: coszdr = [—cosz-sinz]’ + /sinzxdx
a a a

b
= [—cosz-sinz]’ —|—/1 — cos? zdx
a
Betrachtet man dies als Gleichung fiir das gesuchte Integral und 16st diese Gleichung auf,

erhilt man

b
1
/COS2$dZL‘: 5 [~ cosz -sinz + 2]’
a
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Insbesondere ist
w/2
1 ™
/ cos? v dr = 5 [—cosz-sinz + 33]0/2 = g
0

Satz 6.10 [Substitutionsregel]
Sei f : [c,d] — R stetig und ¢ : [a,b] — [c,d] stetig differenzierbar. Dann ist

Beweis: Sei F' eine Stammfunktion von f. Nach der Kettenregel ist dann

(Fo)(t)=F(p(t) ¢'(t) = fle) o).

Mit Hilfe des Hauptsatzes ergibt sich durch Integration dann

(b) b b
[ f@)as = Flow) - / Fopytd= [ fe0)s 0
¢(a) a

Beispiele:

1. Integrale der Form

fee,

lassen sich durch die Substitution v = ¢(z) berechnen, denn dann ist (rein formal) dv =

¢’ (z)dx, also
/ (z)
(x)

Speziell fiir ¢(x) = cosz findet man so beispielsweise

©(b)

dv = logo]??) = llog p(@)]2._,

@M—t

w(a)

/tanxda: = —log(cosx) + C.

2. Der Flacheninhalt des Kreises
I
Fiir r > 0 ist [ vr? — 22 dz die Fléche eines Viertelkreises mit Radius r. Substituiert man
0
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xr =rsint mit ¢ € [0, §] so erhdlt man wegen dx = rcostdt

T

3 3
T
/\/T21}2(1.%‘:/\/7‘2TQSiHQtT‘COStdt:T2/C082tdt:7“24
0 0

0

nach dem Beispiel aus dem vorigen Abschnitt. Fiir die Fliche des gesamten Kreises erhalten
wir also A = mr2. Dabei ist m immer noch die Zahl, die wir ganz abstrakt mit Hilfe der
ersten Nullstelle der Cosinusfunktion definiert hatten.

6.4 Partialbruchzerlegung

Es soll im folgenden an drei Beispielen gezeigt werden, wie man rationale Funktionen, d.h. Funk-
tionen der Form f(x) = ggg integriert, wobei P und @) Polynome sind. Das allgemeine Resultat

wird dann am Ende ohne Beweis angegeben.

3
x° + 2
d
1.70

Beispiel 1:

p J 22 _
Wenn der Grad des Nennerpolynoms kleiner ist als der Grad des Zahlerpolynoms, dann kann
man das Integral durch ,,Polynomdivision mit Rest“ zerlegen in ein Polynom und eine rationale
Funktion, deren Z#hler einen kleineren Grad hat als der Nenner. In unserem Beispiel ist

B+2 B —xtz+2 x+2
= ::L‘
2 —1 2 —1 2 -1

Da sich der erste Term leicht integrieren lésst, miissen wir uns nur noch um den Bruch kiimmern.
Dazu macht man den Ansatz

z+ 2 T+ 2 A B

932—1:(:c+1)(3:—1)_:c+1+a:—1

mit geeigneten Koeffizienten A und B. Bringt man die Summe auf der rechten Seite wieder auf
den Hauptnenner, dann erhélt man

r+2 Alx-1)+B(x+1) (A+B)x—A+B

x2—-1 2 -1 2 -1

Damit diese Identitét fiir alle x richtig ist, miissen die Polynome im Zé&hler iibereinstimmen.
Durch Koeffizientenvergleich erhélt man die Gleichungen

A+B =
~A+B = 2

mit der eindeutigen Losung A = —1/2 und B = 3/2. Insgesamt erhalten wir so

3+ 2 1 1 3 1 22 1 3
dr= [ wde—= do + > de =2 21 1) + 2 log(z — 1).
/x2—1$ /xm Q/x—i—l x+2/x—1 v=7 ~ploglz+ 1)+ glog(zr—1)
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Allgemein kann man bei einem Nennerpolynom Q(z) = (z — z1)(x — z2)...(x — x,), das
vollstandig in Linearfaktoren zerfillt, den Ansatz
P(Q?) - Al A2 An

Q) z—m x—x2+"'x—xn

verwenden, der mittels Koeflizientenvergleich auf ein lineares Gleichungssystem fiir die Unbe-
kannten Aj, Ao, ..., A, fiihrt. Wie man solche linearen Gleichungssysteme systematisch 16st,
lernen wir im zweiten Semester.

.. r+1
Beispiel 2: [ m dz
In diesem Fall hat der Nenner eine doppelte Nullstelle und wir miissen unseren Ansatz ein wenig
modifizieren: Wir suchen A und B so, dass

r+1 A B

@—22 z-2 (@—29

fiir alle x erfiillt ist. Das fithrt auf das Gleichungssystem A =1 und —24 + B =1, also B = 3.

Damit ist +1 ) 3
T
/(x—2)2d$_/x—2dx+/(:c—Q)de

und diese beiden Integrale lassen sich leicht berechnen.
4r — 1

Beispiel 3: | —————d

eispie J yr R
Man kann hier leicht nachrechnen, dass der Nenner keine reellen Nullstellen besitzt, eine Zerle-
gung wie in Beispiel 1 also nicht funktioniert. Die komplexen Nullstellen fiir eine Zerlegung zu
benutzen, hilft uns auch nicht weiter, da wir sonst moglicherweise Ausdriicke wie log(z + ) etc.
als Stammfunktionen erhalten.
Wenn hier im Zidhler gerade die Ableitung des Nenners stiinde, dann kénnten wir einfach den
Nenner substituieren.
Dies motiviert aber die folgende Zerlegung:

/ 4o —1 d 1 / 8r —4 de + / 1 d
———dz==- | —————dx ——dx
4x? — 4z + 2 2 ) 422 —4x + 2 4x? — 4z + 2
Beide Integrale kénnen wir nun durch Substitution 16sen:

Mit u = 4% — 4z + 2 also du = (8z — 4)dz ist

8r —4 du
7 dz= | — =logu = log(42® — 4z + 2).
/4x2—4x+2dx / ” ogu = log(4x x4+ 2)

Fiir das zweite Integral withlt man wegen 422 — 4z +2 = (2x—1)2+1 die Substitution v = 2z —1
und erhélt dann

1 d
/4x2—4m+2 dz = / 2 i T = arctan v = arctan(2x — 1).

Im allgemeinen kann man jedes Integral einer rationalen Funktion durch Partialbruchzerlegung
in einfachere Integrale zerlegen, die man dann geschlossen darstellen kann. Die einzige prinzipielle
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Schwierigkeit besteht darin, den Nenner in Linearfaktoren und quadratische Terme ohne reelle
Nullstellen zu zerlegen.
Zumindest theoretisch gilt jedoch:

Satz 6.11 [ohne Beweis]
Die Integration rationaler Funktionen kann durch Partialbruchzerlegung und geeignete Skalie-
rung auf Integrale der Form

1
/ dz = log|z — al

r—a

1 1 1
/(;v—a)mdx - 1—m(x—a)m !

/ 1
——dx = arctanz
1+ 2

2
/ T dr = log(z® + 1)

1+ z2
2¢ 1 1
/ (14 22)m de = 1-m(z2+1)m1! und
/ L . L 2m-3 / 1 .
Q+22m " T 2m-DA+2)m 1 2m-1)) QA +z2)m1

zuriickgefiihrt werden. Das letzte Integral ldsst sich durch partielle Integration rekursiv bestim-
men.

Bemerkung: Rationale Funktionen von sinx und cos z lassen sich mit Hilfe der Substitution
t := tan(3) auf rationale Funktionen in ¢ zuriickfithren, denn es ist

2 1—¢2 1

siny = ——, costx=-——=
mrE T e YT e 2

(1 +t*)dx = dt.

6.5 Taylorformel mit Restglied in Integralform

In Kapitel 4 hatten wir die Taylorformel zur Approximation einer Funktion f in der Né&he
eines Punktes ¢ kennengelernt. Die Abweichung des n-ten Taylor-Polynoms von der Funktion
f wurde damals durch das Lagrange-Restglied ausgedriickt, bei dem die (n+ 1)-te Ableitung an
einer unbekannten Zwischenstelle £ eingeht. Eine andere Version, dieses Restglied auszudriicken,
kommt ohne diese Zwischenstelle aus:

Satz 6.12
Sei f:[a,b] = R (n+ 1)-mal stetig differenzierbar und seien x,xy € [a,b]. Dann gilt

n ) (g
£@) =3 T (@ a1 R, 20)
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mit dem Restglied

Statt der unbekannten Zwischenstelle £ dient jetzt ein Integral dazu, den , Fehler® anzugeben,
den man macht, wenn man f durch sein Taylor-Polynom ersetzt.

Beweis des Satzes: mittels Induktion nach n.

Induktionsanfang (n = 0):

ﬂ@—f@w+m—¢ww+/f@m3

Diese Gleichung ist nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung richtig.
Induktionsschritt (n — 1~ n):
Durch partielle Integration des Restglieds R, erhélt man

x

R, (x,z9) = (n—ll)‘ /(a: — s)”_lf(”)(s) ds
= ! —lx—sn_l ") (s ' ! mlx—s”(” D(s)ds
— oy |l (ﬂs$l%m_1ﬂ/n< £ (s)
(n)
= S0 )+ R (@ 0)
n!
Dann ist aber
n=l (k) n o p(k)
f(z) = 2 ! k(!l’o) (x — 20)" + Ry, z0) = kZ::O ! k(!l’o) (x — xo)k + Rpt1(x, x0).

6.6 Monotonie und Mittelwertsatz der Integralrechnung

Eine Eigenschaft des Integrals haben wir bisher nicht benutzt: die Monotonie. Sind f,g €
R([a,b]) zwei Regelfunktionen, und gilt f(z) < g(z) fiir alle z, dann ist auch

/bf(:v) dz < /bg(ﬂﬁ) da.

denn: Da f — g eine Regelfunktion ist, die nur nicht-negative Werte annimmt, kann man sie
auch gleichméfig durch eine Folge von Treppenfunktionen (¢, ) approximieren, die alle ebenfalls
nicht-negativ sind.
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Damit ist auch f; n(x)dz > 0 fiir alle n und im Limes n — oo

b b
/g(x) — f(x)dz = lim [ ¢p(z)dx > 0.

n—oo
a a

Wegen der Linearitéit des Integrals aus Satz 6.1 folgt daraus direkt

b b
[o@ @z [ 1o as

Satz 6.13 [Mittelwertsatz der Integralrechnung]
Ist f : [a,b] — R eine stetige Funktion, dann gibt es ein & € (a,b) mit

b
/ f(@)dz = F(E)(® - a).

Ftwas allgemeiner gilt sogar folgende Aussage: Falls f : [a,b] — R stetig und g € R([a,b]) eine
Regelfunktion ist, dann gibt es ein & € (a,b) mit

[ t@g@raz = 1) /b o) d.

a

Beweis: Da die erste Aussage nur ein Spezialfall der zweiten Aussage mit g(z) = 1 ist, zeigen
wir gleich die allgemeinere Aussage.
Nach Kapitel 3 ist die stetige Funktion f beschrinkt, d.h. es gibt Zahlen m, M, so dass

m < f(x) <M fir alle x € [a,]

also auch
mg(x) < f(z)g(x) < M g(x) furalle = € [a,b].

Wegen der Monotonie des Integrals ist dann

b b b
m/g(:v) dz < /f(x)g(x) d:ngM/g(x) dz
und damit
b
ff(x) dzx
m < ab < M
[ g(x)dz
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Nach dem Zwischenwertsatz nimmt aber f jeden Wert zwischen m und M an, d.h. es gibt ein &
mit der Eigenschaft

6.7 Trapezregel

Wenn man Integrale ndherungsweise berechnen will, konnte man wie in der Konstruktion eine
Approximation mit Treppenfunktionen durchfiihren.

In diesem Abschnitt soll kurz eine Methode vorgestellt werden, die genauso einfach zu verstehen
ist, in einem gewissen Sinn aber bessere Ergebnisse liefert. Um die Flache unter dem Graphen
einer Funktion f zu berechnen, ersetzt man diese Fliche durch ein Trapez, bzw. durch meh-
rere Trapeze. Um zu sehen, wie gut die Trapezfliche 5% (f(a) + f(b)) das Integral f; f(z)dx

‘y

y=f(x)

X

-

Abbildung 6.2: Warum die Trapezregel Trapezregel heifit

approximiert, berechnen wir mit Hilfe von partieller Integration

b b

/ﬂ@&n: /ﬂ@@—a+%ﬂx

2

a a
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b

_ (b—a)(f;a)—i—f(b) _ [f/(m)(x_a)(b_x)]2+/f”(x)(x—a)(b—x)dx
=0 a
b
_ (b_a)(féa) +f(b) +f/’(€)/($—a)(b—$)dx
(b—a)(f(a) + f(b)

- ; + 5 lO0-

wobei beim Schritt von der vorletzten zur letzten Zeile der Mittelwertsatz der Integralrechnung
verwendet wurde und £ eine (unbekannte) Zwischenstelle zwischen a und b ist. Wenn man also
eine obere Schranke C' an die zweite Ableitung |f”| kennt, dann kann man den Fehler durch
%(b — a)? abschiitzen. Um diesen Fehler moglichst klein zu machen, unterteilt man nun das
Intervall [a,b] in kleinere Teilintervalle der Lénge h := I’_Ta und setzt xzg := a, r1 := a + h,
x2 :=a+2h,...x, = a+nh =b. Approximiert man das Integral in jedem Teilintervall [x;_1, z;]

(zj—1+f(
2

durch ein Trapez mit Flécheninhalt ! i), , dann erhéilt man als Summe

T(h) = i Mh
j=1

2
(o) + f(x) | fla) + fx) | fl@) + f(as) F@n_1) + f(zn)
— ( 5 + 5 44 5 S 12 )h
) &, fB)
= 5 +j§1f(x])+2 h.

Indem man die Abschitzung von weiter oben auf jedes Teilintervall anwendet, erhilt man den
folgenden Satz.

Satz 6.14
Sei f € C?([a,b]). Teilt man das Intervall [a,b] inn gleich lange Teilintervalle der Léinge h = =2
und berechnet mit den Stiitzstellen x; = a + j - h wobei j =0,1,2,...,n die Trapezsumme

fla) | = 1 (0)

so gilt die Fehlerabschdtzung

Beweis:
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Auf jedem Teilintervall [z;_1,z;] der Lange h gilt die Abschétzung

[ s@ae = BT Ly

fxj—1) + f(x5)
2

IN

1
6max|f”|h3

= 7f(x)dm—h(

Addiert man diese n Ungleichungen, so erhélt man

b

/f(x)dx—T(h) < ) / f([E)d:L’—h(f(le)?—i_ ()
=

a

1 b—
n - & max |f"|h3 = Tamax\f”\fﬂ

IN

denn es ist jan-h=5b—a. O

Bemerkung: Es gibt noch einige weitere numerische Integrationsverfahren, die auf d&hnlichen
Ideen beruhen. Bei der Keplerschen Fassregel beispielsweise wird die Funktion f auf dem Intervall
[a, b] durch eine quadratische Parabel approximiert, die durch die drei Punkte (a, f(a)), (b, (b))
und (%52, f(%F2)) verlauft.

Man kann auch die Taylor-Formel verwenden, um f lokal durch ein Polynom anzundhern, das
sich dann einfach integrieren l&sst.

6.8 Integration von Potenzreihen

In Kapitel 5 haben wir schon gesehen, dass man Potenzreihen gliedweise differenzieren darf
und dass sich dadurch der Konvergenzradius nicht verindert. Dies hilft beim Rechnen mit Po-
tenzreihen ungemein. Es ist daher auch nicht verwunderlich, dass man Potenzreihen ebenfalls
gliedweise integrieren darf.

Satz 6.15
o0

Sei S ap(x —x0)* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p € (0, 00], die in ihrem Konvergenz-
k=0

kreis eine Funktion f darstellt, d.h. 3 ap(x — x0)* = f(x) fiir |z — z0| < p.
k=0

o0
Dann hat die gliedweise integrierte Potenzreihe F(x) = Y. % ebenfalls den Konver-

k=0
genzradius p und fir |x — xo| < p gilt F' = f.
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Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 5.7, wenn man diesen Satz iiber die Dif-

ferenzierbarkeit von Potenzreihen auf die gliedweise integrierte Reihe anwendet. Falls ndmlich
)k+1

p der Konvergenzradius der gliedweise integrierten Reihe ist, und kzo 2k xkf({ = F(x) fur
|z — xo| < p, dann sagt Satz 5.7 gerade aus, dass p = p und F' = f ist. O
Beispiel: Wir betrachten die Potenzreihe
o
=1- 2ot =Y ()R
T2 r+at -z’ +at -+ Z( )’x
k=0
deren Konvergenzradius p = 1 ist. Die gliedweise integrierte Reihe
a? a’ at - k—‘rl a
e Y
k=1
hat dann ebenfalls Konvergenzradius p = 1 und stellt eine Stammfunktion zu f(z) = 1= +x dar,

also F(x) = log(1 + z) + C. Um die richtige Integrationskonstante C' zu bestimmen, setzen wir
x = 0 ein und erhalten so die Gleichung 0 = log(1 4 0) + C, woraus C' = 0 folgt. Daher gilt fiir
|z| < 1 die Reihendarstellung des Logarithmus

2?2 2% 2t

log(1 =r— =4+ —=——+—...
og(l+z)==z 5+ T T4 +
Mit Hilfe des Abelschen Grenzwertsatzes kann man zeigen, dass diese Darstellung auch fiir x = 1
noch giiltig ist. Daher ist
1

1 1
1o s 44— —log2.
R 8

Auf eine ganz dhnliche Weise kann man auch die Arcustangens-Reihe

£ AN
arctanxr =r — — —_ = — — ...
375 7

herleiten.

6.9 Uneigentliche Integrale

Bisher hatten wir Integrale von Regelfunktionen nur auf kompakten, also insbesondere be-
schriankten Intervallen [a,b] betrachtet. Versucht man Integrale iiber offene oder sogar unbe-
schrankte Intervalle mittels Approximation durch Treppenfunktionen zu erkldren stofit man auf
Schwierigkeiten, da sich nicht einmal stetige Funktionen auf nicht-kompakten Intervallen immer
gleichméfig durch Treppenfunktionen approximieren lassen.

Aus diesem Grund beschreitet man einen anderen Weg.
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Definition:

Sei —oo < a < b<oound f: (a,b] — R eine Funktion, deren Einschrinkung auf jedes kompakte
Teilintervall [, b] C (a, b] eine Regelfunktion ist.

Wir nennen

a—a+

/bf(l')dx = lim /bf(:):)dxeR

uneigentliches Integral, falls der Grenzwert auf der rechten Seite existiert.
Genauso definiert man fiir eine Funktion f : [a,b) — R mit —co < a < b < oo, deren Ein-
schrinkung auf jedes kompakte Teilintervall [a, 5] C [a,b) eine Regelfunktion ist,

b B
[t@do = 1w [ f@)a

a

falls dieser Limes existiert.
Schliefllich erklért man fiir f: (a,b) — R mit —oo < a < b < 0o das uneigentliche Integral

/bf(x)dx ::/Cf(x)da:+/bf(:z:)da:

sofern die uneigentlichen Integrale auf der rechten Seite beide existieren. Der Wert des uneigent-
lichen Integrals héngt dabei nicht von der Wahl von ¢ € (a, b) ab.

Bemerkung: Insbesondere darf der Grenzwert

b
lim [ f(z)dz

n—oo
Qn

nicht von der Wahl der Folge o, — a bzw. 3, — b abhéngen.

Beispiele:

1
1. Sei a € R. Das uneigentliche Integral [ z®dz existiert fiir @ > —1.
0

Dazu berechnen wir das bestimmte Integral

1 b1 eot!
1 { ataﬂ} -2 fir a#—1
/xa da — a—+1 a+1
¢ [log:c]i = —loge fir a # —1
Da lir% —log ¢ = 400 existiert das uneigentliche Integral fiir « = —1 nicht.
C—>
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Fiir a > —1 ist lim ¢®*t! = 0, wihrend der Grenzwert fiir & < —1 nicht existiert.
c—
Das uneigentliche Integral existiert also genau dann, wenn « > —1 ist und hat dann den

1 1
Wert [2*dz = ——.
0 a+1

oo
2. Das uneigentliche Integral [ z®dz existiert fiir v < —1.
1

Wie eben berechnen wir explizit

c onﬁ—l ‘ — Caﬂi_l fiir o # —1
/madx _ a+1 1  a+1
! log z]] = loge fir a# —1

Diesmal existiert nur im Fall @« < —1 der Grenzwert fiir ¢ — +4o00. Das uneigentliche

1
a+1

o0
Integral ist dann [ 2% dz = —
1

3. Fiir a > 0 existiert das uneigentliche Integral

o0 o0

/6_0"” dz = lim [ e *dz = l

c—00 «
0 0

oo
4. Ein anderes uneigentliches Integral, das sich explizit berechnen lésst ist [ %. Fiir
—00
a<0<bist
b

0

dzx dx

= —arctana und —— = arctanb.
1+ z2 1+ 2

a 0

Lésst man a — —oo und b — +oo streben, so ergibt sich direkt

7<hf_ﬂ_(_ﬂ)_
11242 2 2) =T
—00

Nicht immer kann man entscheiden, ob ein uneigentliches Integral existiert, indem man eine
explizite Stammfunktion benutzt.

oo .
Beispiel: Das Dirichlet-Integral [ Sltitdt
0

Fir die Funktion %ﬂt kann man keine Stammfunktion berechnen. Hier muss man sich anders

behelfen. Betrachtet man das Schaubild der Funktion %, dann erkennt man, dass sich das

Integral aus unendlich vielen Abschnitten zusammensetzt.
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Abbildung 6.3: Zum Dirichlet-Integral

Da die Abschnitte abwechselnd einen positiven und einen negativen Beitrag zum Integral leisten,

definieren wir
(n+1)m

int
ap == (—=1)" / %dt > 0.
nm

Es ist dann

nm
sint
Sy ::/tdt:ao—a1+a2—a3+a4—+...+(—1)”1an_1
0

Die Glieder der Folge (S,)nen sind gerade die Partialsummen der Reihe Y 3% ,(—1)¥ay. Diese
Reihe konvergiert nach dem Leibnizkriterium, wenn wir zeigen, dass die Folge (ap)nen eine
monotone Nullfolge ist. Um das einzusehen, nutzen wir die Identitét sin(t + 7) =

denn dann ist

—sint aus,

sin(t + )
t+m

sin(t) ‘
t

und wenn man diese Ungleichung iiber das Intervall [nm, (n + 1)7| integriert, ergibt sich daraus
ant1 < ay. Die Folge ist auch eine Nullfolge, denn

(n+1)m (n+1)m
int 1 1
lan| < / P g < / Sodt< -
t n
nmw nmw ~

Somit haben wir gezeigt, dass zumindest
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existiert.

z .
Da fiir z € [nm, (n + 1)7] der Wert des Integrals [ 2t d¢ zwischen S,—1 und S, liegt, existiert
0

sint
/mdt
x*)OO

Man kann den Wert des Integrals sogar explizit berechnen, ndmlich

t
/md_

aber im Moment ist das fiir uns noch zu schwierig...

auch der Grenzwert

und damit das uneigentliche Integral.

Eine andere Methode, um zu zeigen, dass ein uneigentliches Integral existiert, besteht darin, es
nach oben durch ein anderes uneigentliches Integral abzuschétzen, dessen Existenz man schon
kennt.

Satz 6.16 [Majorantenkriterium fiir uneigentliche Integrale]

Seia < b < oo und f:[a,b) — R eine Funktion, deren Einschrinkung auf jedes kompakte

Intervall [a,c] C [a,b) eine Regelfunktion in R([a,c]) ist. Sei weiter ¢ : [a,b) — R eine nicht-
b

negative Funktion, fir die das uneigentliche Integral [ p(x)dz ezistiert. Auferdem gelte fir alle
x € [a,b) die Ungleichung |f(z)| < ¢(z).

b

Dann existiert auch das uneigentliche Integral [ f(z)dz und es ist
a

/bf(:n)d:c g/bgo(z)da:

Beweis: Wir mochten ein letztes Mal in diesem Semester das beliebte Cauchy-Kriterium an-
wenden, und zwar auf eine Folge von Integralen

I, = 7}”(3;) dz

wobei (t,)nen eine Folge ist, die gegen b konvergiert.
Bevor wir zeigen, dass (I, )nen eine Cauchy-Folge ist, setzen wir jetzt noch
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Da das uneigentliche Integral f; o(x) dx existiert, bilden die J,, eine Cauchy-Folge. Man findet
also zu einem vorgegebenen € > 0 ein N € N, so dass fiir n,m > N die Ungleichung |J,, — J,,| < €
gilt.

Fiir n,m > N gilt dann aber auch

IInIm|=7f(fC)d$7f(ﬂf)dx - 7f(ﬂf)dw

n

< [ [f(z)|da
/
tn
< et
tm >0
tn tm
= /Sp(x)dx - /gp(x)d;r =|Jn —JIm| <e.

Also ist auch die Folge (I,)nen eine Cauchy-Folge und ist daher konvergent.
Es kommt dabei auch nicht auf die Wahl der Folge (¢,,) an, denn wenn man eine andere Folge
(8p,) nimmt, fiir die ebenfalls lim,,—,o s, = b gilt, dann ist mit einer analogen Rechnung wie eben

7f(x) do — 71“(3:) dz| < 7¢($)dx _ 7@(@@;

und da die rechte Seite fiir n — oo gegen 0 konvergiert, ist auch die linke Seite eine Nullfolge. O

Beispiel: Die Gamma-Funktion Eine ganze Familie uneigentlicher Integrale muss man un-
tersuchen, um die sogenannte Gammafunktion zu definieren, die gegeben ist durch

Definition:

I(z) := /tx_le_t dt
0

Das Integral konvergiert fiir z > 0 nach dem Majorantenkriterium, denn

=1 fir 0<t<1
[ ‘_{ C(x)e ? fir 1<t < oo

Die Gamma-Funktion erfiillt die Funktionalgleichung
Nz +1) =aI'(z) Vo >0

denn durch partielle Integration folgt

b
b
/ et dt = [—t7e )" +x/tﬂf—1e—t dt
a
a
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Fir z > 0 ist

lim —a%e® = lim —b% % = 0.
a—0 b—oo

Die rechte Seite der Gleichung konvergiert fiir @ — 0 und b — oo also gegen zI'(z), wihrend die
linke gegen I'(z + 1) konvergiert.
AuBlerdem ist die Gamma-Funktion eine Erweiterung der Fakultéit, denn fiir n € N ist

I'(n)=(n—-1)!

Um das zu sehen, benutzen wir noch ein letztes Mal in diesem Semester Vollstdndige Induktion:
Firn =1 ist

() = /e‘tdt =1=0
0
Falls aber I'(n) = (n — 1)! schon gezeigt ist, dann folgt mit Hilfe der Funktionalgleichung sofort
F'n+1)=nl'(n)=n-(n—1)!=n!

Dass I'(n) = (n — 1)! und nicht n! hat historische Griinde.
Zum Abschluss hier noch das Schaubild der Gammafunktion:
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Gamma(x)

|
0 50 100 150 200 250
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