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Einleitung

Bei einer Deformationstheorie von holomorphen

Abbildungen sind

versohiedene Konzepte denkbar, 1lst fo:xo—_‘Yb ein Morphismus von
komplexen Réumen, so kann man zum einen unter einer Deformation
von fo, welohe duroh den Raum (S,so) parametrisiert wird, einen
Morphismus r:xo XS — Yo mit rolx x tso] =f° verstehen. Bei einer
solohen Fassung des Begriffs sind sehr sohéne Ergebnisse bekannt,

wobei vor allem der folgende von Douady in [ 51

bewiesene Satz

erwdhnt werden muB: Ist X, kompakt, so 1&Bt sioh die Menge der
holomorphen Abbildungen von Xo in Yb auf natiirliohe Weise mit dea

Struktur eines komplexen Raumes versehen.

Nun erweist sioh die obige Definition sohnell

als unzweokmiBig,

Wenn es etwa um Abbildungen zwisohen glatten Raumkeimen geht. Hier
3ind vor ali:m die folgendon beider Begriffsbiliungen_sinnvoll.
Ist £,:(€",0)— (€T,0) eine holomorphe Abbildung, so kann man
einerseits unter einer Deformation iiber (S,so) einen (S,so)-Morphis-
mus £:(¢",0)x (8,8,) — (cr,O)X'(S,so) verstehen, weloher f, auf
(c“,o)x {sol induziert, wobei eine weitere solohe Deformation f°*
tiber (S,so) als isomorph zu f angesehen wird, wenn es einen

(S,so)—Morphismus g:(€",0)x (s,so)————-(cn,o) x

(S,so) mit gf=f"*

gibt, weloher auf der Fager iiber 8, die Identitdt von (c“,o)
induziert, d.h. (Gn,O))c(S,so) wird als Deformation von (e",0)
aufgefasst. Eine zweite Definition erhdlt man, wenn auf beiden

Seiten Automorphismen von Deformationen bei den
lassen werden, Unter solohen Gesiohtspunkten wy
und vor allem C*-Abbildungen von Mather und Arn
ein wiohtiges Ergebnis sei die folgende Charakt
stabilen Abbildungen genannt: Eine Abbildung is
wenn sie infinitesimal stabil ist (vgl. L1 ]).

Die ersten Bemiihungen, entspreohend fiir holom
zwisohen kompakten Mannigfaltigkeiten Resultate
wurden von Horikawa {12] » [23] unternommen.
ihm, in einigen Spezialféllen, z.B. fiip glatte
einer zusdtzlichen Bedingung, mit den Methoden
berg und Spencer aus [30] verselie Deformatio:
Fir Abbildungen zwischen Singuléren Raumkeimen
von Retakh in der Note [ 39] angexiindigt.

Raumkeimen zuge-
rden holomorphe

old untersucht. Als
erisierung von

t genau dann stabil,

orphe Abbildungen
zu erzielen,

Dabei gelang es

Abbildungen unter
von Kodaira, Niren-

nen zu konstruieren.
wurden Ergebnisse
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Wir wollen hier stets die folgenden BegrittsbiIdungen betrachten,

Selen .f.o:xo——»Yo, 5°:Y°—o zo hoIomorphe AbbiIdungen von kompIexen
Réumen. Unter elner Deformation von ‘fo relativ Zo liber dem Raum

(S,so) verstehen wir eine Deformation X—S von Xo, eine Deformation -

Y-—S von Yo und S-Morphismen
L:X—Y, 5:!—-—’20,

welche die AbbiIdungen ‘f'o bzw. 8, auf den Fasern iiber 8, indu~ieren,
‘Eine weitere Deformation

L'X'— s &' :Y‘——;Zo

von fO/ZO Uber (S,so) wird dabei alg isomorph zu der obigen De-
formatIon angesehen, wenn es nach geeigneter VerkIeinerung von
S bzw. X,X' bzw. Y,Y' als Umgebungen von s, bzw, Xo bzw,- Yo Iso-
morphismen von Deformationen h1:x'—- X und hZ:Y'——oY gibt mit

Myhpl' wmd gy

Das HauptzIeI der vorliegenden Arbeit ist es, die zugehdrige
infinitesimale DeformatIonstheorie darzustellen und fiir die
wichtigsten FiITe verselle DeformatIonen zu konstruleren.

Im einzelnen I&8t gich der Inhalt wie folgt beschreiben.

Zu Beginn von KapiteI I wird zunéchst der KotangentenkompIex
fir kompIexe Réume eingefiihrt, Inm algebraischen Fall Ist diesge
Theorie wohIbekannt und wurde von André, Quillen u.a. fiir den
affinen Pall und von IITusie in der allgemeinen Situation ent-
wickeIt., Dabei wird der KotangentenkompIex liber semlsimpIiziale
Algebraautissungen der Strukturgarbe definiert. In [38] steIlte
nun Quillen fest, da8 man in der Charakteristik O anstelle semi-
simpIizialer AufISsungen auch AutIsungen durch (DG)-Algebren
wihIen kann, Diese Beobachtung benutzte dann erstmals.Palamodoy
in (343, un iiber solche AufISsungen mit (DG)—Algebreln“f.ﬁic kom~
Plexe Riume Tangentenfunktoren ™, iz 0, und einen'ségénannten
TangentenkompIex zu definieren, mit dessen Hilfe o3 4hm ‘gelang,
verselle Deformationen fiir kompakte ké!pIexe';’RamEQ??ﬁ“konstruieren.

: o el el B«
Wir haben bei unserer De.f.initiqn de§;§ot$?gggg9§PIexes diesen

. - L i
Ansatz sufgegriffen. In §1 A.%g\geﬁy&%g%%gnﬁshst die
Theorie fiir analytische Algebren und, d le 82, 76> kompIexe
Ridume, wobei wir folgendermaBen 751‘89119 »einen Homomorphi smyg

. der Deformationstheorie von Abbildungen: Wir zeigen, daB die

A—B von analytischen Algebren wird B duroh eine ffe?e (D(?)-AIge:
bra aufgelsst und dann Lﬁ /A definTert als der zugehor15: Dlt::;e:
tialmodul ‘QR /AORB' Bei der DefInition des globalen Kobange o
kompIexes verwenden wir die Methode der vex.-bundenen Garx ens?s ’
die von Forster und Knorr in [ 12 ] eingefiihrt wurden.“Dabel

ISsen wir fiir einen Morphismus f£:X~—Y von kompIlexen Ridumen analog
wie oben die Strukturgarbe Ox durch ein geeignetes verbunde?es )
Garbensystem {R, },. von (DG)-Algebren auf. Der KotangentenkompIlex
ist dann der Komplex

ce ( .Q,,VY &, Oy L
wenn C*(+-+) den zu dem verbundenen Garbensystem gehdrigen Ce'c:;
kompIex bezeichnet. Es zeigt sich, daB dieser KompI?x a;s.Obae
der derivierten Kategorie D(X) von Mod(X) bis auf elnc'leutlzs be-
stimmte Isomorphie wohIdefiniert ist und sich funktorl?II in X
vad T verhdlt ((2.17)). Perner erhidIt man fir cinen weiteren
Morphismus Y—Z und geeignete Repridsentanten der Kotangentenlom-—
Plexe eine exakte Sequenz

0= Lf* (L3/z)—— 13 /; — Lz y — O
vgIl. (2.25). '

Der Kotangentenkomplex wird in §3 fiir den globalen Fall und
vorbereitend in §1 D,E fiir analytische Algebren dazu bel.mtzt, um
fiir eine hoIomorphe Abbildang f£:X— Y von Riumen {iber e11.1em
weiteren kompIexen Raum Z Tangentenfunktoren Tl(t/Z,—? elnzl.l-
fiihren, welche auf der Kategorie der DY—ModuIn detinlert‘und.
Dabei sind diese Gruppen und die iibIichen Tangententunl':toren
™ (x/1,w), 1(/2,4) fir jeden "W -Modul L durch eine exakte
Sequenz . .
co o BN /2, 0 PR/, 2 ) ) TR (272,00 TE(T/Z ) e s

verbunden, vgI. (3.4). Nach Vorbereitungen in §3 B beschreiben.wlr
dann in §3 C und D den Zusammenhang dieser Tangennfunktoren mit

Elemente von T°(£/Z,# ) in natiirIicher Weise als Automorghismen

von Erweiterungen von £/% durch & interpretiert werden kdnnen
((3.11)), daB die Gruppe T1(f/Z,Af) die Isomorphieklassen von
Erweiterungen beschreibt ((3.16)) und daB man mit den Funktoren
Tz(f/Z,/f ) eine Obstruktionstheorie fiir das Fortsetzten von Er-~ ’
weiterungen erhdlt ((3.18)). Es sei angemerkt, daB diese Ergebnissge




Iv

insbesondere die analogen Inte i i
. rpretationen fiir die Tangenten-
funktoren TL(X/Y,-). .enthaIten. ®

Im Jahre 1974 bewies M.Artin in [ 3] fiir die algebraisohe Geo-
::etri.e unter sehr allgemeinen Voraussetzungen, daB bei hinreiohend

sohtnen" Deformationstheorien die Versalitidt eine offene Eigen.
sohaft fat. Die analoge Aussage in der anaIytisohen Geometris )
wurde kiirzIioh von J.Bingener gezeigt, wobei er die Methode von
Artin auf die kompJexe Analysis iibertrug. Wir woIlen in §4 fiir
th.esen Satz einen weiteren Beweis angeben, der zum einen einfaohe
ist als der von Artin und Bingener und zum anderen sioh ohne i
wesentIliohe Anderungen auf den algebraisohen FaIl {ibertrdgt. Dabel
erhalten wir die Offenheit der formalen Versalitit - die §qv..1iva-e
Ie:t zur Versalitdt Ist, wenn es liberhaupt verseIle Deformationen
g:":o(v::. k](_8.1)) -~ duroh :geeignete Forderungen an die Moduln von

NMOXP 'e assen von Erweiterungen einer vorgegebenen Deformation
und an eine Obstruktionstheorie, wobei sioh diese Bedingungen in
der Praxis sehr einfaoh naohpriifen Iassen. DIeser Satz wird dann b
nut.:zt, um die Offenheit der Versalitit in einigen wiohtigen BeI- .
spielen naohzuweisen: bei Deformationen von Abbildungen zwisohen
kompakten Riumen, bei Deformationen kompakter komplexer Réume, bei
Def?mationen isolierter Singularititen und sohIie8Iioh bei D;for-
mationen von ModuIn. In einem Anhang E wird unter ZuhiIlfenahme des

KotangentenkompIexes ein i
e Obstruktionstheorie fiir Defo i
von Moduln skizziert. TRetienen

o M;: Deformationen von AbbiIdungskeimen besohidftigen wir uns in
F;f. ?I II ;l wobei das Haugergebnis der folgende Satz (5.1) ist:
einen Morphism : i
o inen | weitere:ero (}Zto,xo)-—'o(Yo,yo) von Keimen kompJexer Riume
e e ?um ° eJ‘:ist:Lert eine verselJle Deformation,
o ;1gen en beiden Bedingungen erfUIIt sind:
i) di i :
. mg( (rg/zo,a Yo)x°)<oo (d.h. die IsomorphiekIassen von
2 ;'ma ionen ubel':' dem goppeIpunkt bilden einen endIiohdimensiona-
en Vektorraum) (ii) ¥ (Xo/Yo’ wxo) Tiegt endIioh iiber Y .-

Es sei angemerkt, daB fiir den wichtigen Spezialfall Z‘=)(-, das
sei der einpuiitige reduzierte komplexe Raum, dieser Sat(z’ von
R?takh in €391 angekindigt wurde. Der miihselige Beweis stiitzt
sioh auf die banaohanalytisohen Methoden von Douadi und auf die
Arbeiten [35] ,(36] von Pouroin. In §6 werden zundchst vor-
bereitende Betraohtungen angesteIlt. In §7 ¢ fiihren wir dann als

v

das entsoheidende HiIfsmittel den Raum - G ( Yomx K) ein, der in
gewisser Weise alle ngingebetteten” Deformationen von £ D/Z ° ent-
hilt. Mit diesem Raum geIi%t es, die gesuohte verseIle Deformation
zu konstruieren. Fir den SpeziaIféII von Deformationen iso-
Iierter Singularitidten verIiuft dabei der Beweis #hnIioh wie in

[35]-

In KapiteI III besohiftigen wir uns mit einigen weiteren Modul~
probIemen. Zundohst zeigen wir in §8, daB fir eine Abbildung
rozxo-—w zwisohen kompakten Ridumen iiber dem (beIiebigen) Raum 2 °
stets eine verseIIe Deformation existiert (vgl. (8.5). Es stellt
sioh heraus, daB dies eine einfaohe Folgerung aus dem Satz liber die
Existenz von Deformationen kompakter kompIexer Riume (vgI. [ 61,
L1011, (161, £341 ) und dem Satz von Douady und Pouroin iiber die
Existenz des Hilbertsohen ModuIraumes (fir den relativen Fall) ist.
Mit einer #unIiohen Metiode ergibt siol die Existenz von versellcn

Deformationen bei Moduln . ((8.6)): Sei X—S eine fIaohe eigentIiohe

hoIomorphe AbbiIdung, s €& S und -ll-o ein kohdrenter @X ~Modul.

8o
Dann gibt es einen Raum (T,to) iiber (S,so) und einen kohdrenten

Modul auf XxST, weIoher eine verselle Deformation von -U.ogj;b ist.

Ein allgemeineres Resultat fiir den Fall S=x wurde von Siu 8nd

Trautmann erzielt.

Sei £:X-—S weiter eine fIaohe eigentIiohe hoIomorphe Abbildung.
: "QueIques problémes des modules” im Séminaire
Cartan steIIte Grothendieok 1961 die Frage, ob der relative
Pioardfunktor Pioy /s darsteITbar ist, wenn f kohomologisoh fIaoh
in der Dimension O ist. Das entspreohende Problem in der alge-
braisohen Geometrie wurde 1968 von Artin in [ 2] gelost.

In seinem Vortrag

daB suoh im analytisohen Fall die Frage von
Grothendieok positiv beantwortet werden kann. Die entsoheidenden
HiIfsmitteI beim Beweis sind der Satz iiber die Offenheit der
VersaIitit und der Satz liber die Existenz von versellen Deforma—
tionen bei ModuIn. Der Pioardsohe Modulraum wird dann ihnTioh wie
bei Artin aus den lokalen Deformationen von invertierbaren Garben

Wir zeigen in §9,

zusammengesetzt.

Herrn Prof.Dr.U.Storoh danke ioh herzlioh fiir die stindige Er-

munterung zur Fertigstellung dieser Arbeit. Ganz besonders



schulde ich Herrn Priv.-Dcz.Dr.J. B:.ngener Dank fiir die zahIrelchen .
Anregungen, die mir aus den Diskussicnen mit ihm erwuchsen
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Xapitel I. Der Kotangentenkomplex in der analytischen Geometrie

§1. Der Kotangentenkomplex fiir analytische Algebren

In diesem Paragraphen sei k stets ein bewerteter Kérper der
Charakteristik O. Alle betrachteten analytischen k-Algebren
mogen den Restekdrper k besitzen.

A, Antikommutative graduierte Algebren

Unter einer graduierten antikommutativen 'a'nalﬂischen k-Algebra
wollen wir einen assoziativen Ring R mit Eins verstehen, der

mit einer Graduierung R ’J-Lik ° R:L versehen 1st derart, da8

gilt:
(1) PFir x ¢ RY und ye RY ist
x = (DY yx e rM
(2) Rr° ist eine analytische k-Algebra im i{iblichen Sinne.
(3) Alle R sind endliche R°-Moduln.

Unter einem Homomorphismus zwischen solchen Algebren wollen
wir elnen Ringhomomorphismus verstehen, welcher mit der Graduierung
vertrdglich ist und auf der nullten homogenen Komp'onente ein
Homomorphismus analytischer k-Algebren ist.

‘

Wir definieren nun den Begriff des graduierten R-Moduls. Ein
graduierter R-Modul ist ein R-Bimodul M mit einer Graduierung
M=l je Z M* , so daB fiir xeR' und meMJ gilt:

xm o= (-3 mx e mitd,

1st M ein graduierter R-Modul, so wollen wir mit g(m) kurz den
Grad eines homogenen Elementes m in M bezeichnen.

Sind M und N graduierte R-Moduln, so tridgt das Tensorprodukt
M ®pN eine Bimodul-Struktur. Flir x€ R, meM und neN ist

x(mgn) = (xm)®n
und

(m®n)x = m®@ (nx).




Sind x,m,n homogen, eo gilt offenbar
x(mdn) = (_1)5(8)'(8(1") + E(R))(man)x .

M ORN trégt daher auf natiirliohe Weiee die Struktur einee
graduierten R-Module.

Unter einem Homomorphiemue vom Grade P zwieohen zwei graduierten
R-Moduln M und N wollen wir einen Homomorphiemue ¢ von Reohte-
moduln veretehen mit ?(Hn)s NP fir alle n€ Z, Ee eei

Homp(M,N) =] | . , Homy(u,ny®,
wobei HomR(l‘l,N)n die Menge aller Homomorphiemen vom Grade n
bezeiohnet, Offenbar ist HomR(H,N) eine Teilmenge der Menge
aller Reohtsmodulhomomorphismen von M in N. Diese Mengen stimmen
iberein, wenn M endlioher R-Modul ist.

'HomR(M,N) trégt die Struktur eines graduierten R-Moduls. Sind
¢ e HomR(H,N), X€R und meM, so sei
(x¢)(m):= x p(m)

und

) (¢ x)(m):= p(xm) .
Offenbar ist damn fir x,cp homogen x¢p = (-1)8()e(p )CPX-

Seign A—Bund A—C Homomorphismen graduierter antikommutativer
analytisoher k-Algebren. Dann kann man ein "enalytisohes”
Tensorprodukt B &,0 wie folgt bilden. Es sei B%3,,C° das iibliohe

/’analytisohe Tensorprodukt, A':= A ®,0( B°5Aoc°),13' :=BQE°(B°5A°C°) :
jund G':= C®go( B°5AOO°). Wir setzen B&,0:= B'®,:0'. Offenbar ist
B §AC wieder eine graduierte antikommuta_tive analytisohe k-Algebra.

Abnlioh wie flir kommutative Ringe kann man iiber antikommutativen
graduierten Algebren #uBere und symmetrisohe Potenzen definieren,
vgl. [58] +P- 82. Vir skizzieren dies fiir die symmetrisohen
Potenzen. Ist M ein graduierter R-Modul, so sei Sﬁ(M) oder
einfaoh SP(M) der Quotient von

M@ O (p-mal)
nach dem Untermodul, der von den Elementen der Form

( 3

~

m,e ---emiami+1@--- e
- (_1)5(mi)s(mi+1) IIL'Q“'@ mi+1®mi°"'9mp

N N . P
erzeugt wird. Man iiberlegt sioh leioht, daB S(H).:_Ll_p; oS (M)
eine graduierte antikommutative R-Algebra ist mit dem Produkt

(m,v "'Vllp)(m,']v ---vm;l):a myVees VR VRV ees vy .

Allerdings iet die nullte homogene Komponente von S(M) i.A.
keine analytieohe Algebra.

"Wir wollen nun eine modifizierte symmetrische Potenz g(H)
besohreiben, welohe die Eigensohaft hat, da.B §'(H) wieder eine
graduierte antikommutative analytisohe k—Mg_ebra ist. Sei M
ein graduierter R-Modul mit MP=0 fiir n> 0 derart, daB Hn_ ein
endlioher R-Modul ist fiir alle ne . Wir definieren dann S(M)
folgendermaBen. Sei RO die analytisohe R®-Algebra, die zu der
Lokalisieiuug von SRo(M:) naoh dem homugenen maximalen Ideal
gehdrt. Wir definieren dann

§():= s(m) QSRo(H°) RO .

Offenbar ist §(H)° =% .

(1.1) Beispiele: 1) Sei A eine analytisohe k-Algebra und M
ein A-Modul. Mit ML nJl wollen wir den graduierten A-Modul mit
MCLnli -0 fir i4-n wnd MLCnl @ = M bezeiohnen. A fassen
wir dabei als graduierte antikommutative Algebra auf, welohe
im Grad O konzentriert ist. Dann ist S(MLn] ) isomorph zu der
iibliohen symmetrisohen Algebra S(M) als A-Modul, falls n gerade
ist, und es ist S(MLn] ) ¥ A M, der duBeren Algebra von M,
falls n ungerade ist.

2) Sei E eine Menge und g:E—>Z ° eine Gradfunktion mit

le V)l < w0 tiir n€Z .o . Dann bezeiohnen wir mit RCEJ]
die freie antikommutative greduierte analytisohe k-Algebra
§(RE), wobei REder freie graduierte R-Modul mit der Basis E ist.

Wir wollen uns nun Derivationen von graduierten antikommutativen
Algedbren zuwenden. Sei R eine antikommutative graduierte
analytisohe k-Algebra und M ein R-Rechtsmodul. Unter einer
Derivation von R in M versteht man eine Abbildung d:R - M, die
der Produktregel



d(xy) = d(x)-y + (-1)3(X)3(y)d(y)-i
genligt fiir homogene X, y€R,

Die folgende Aueeage beweiet man wie im kommutativen Fall:

(1.2) Lemma: Sej S:=R{E] eine frele R-Algebra und M eip
gradulerter S-Modul derart, d4s8 Ml eeparierter 5°%Modul iet
fir alle i, Dann gibt ee zu jeder Abbildung do:E—-M genau
eine R-Derlvatjon d:S~—M nit dlEado.“

elnen universeli endliochen Differentialmodul glbt. Dabei
wollen wir unter einem universel}l endliohen Dirrerentialmodul
einen graduierten 8-Modul .02, s/r und eine R-Derivation
dg/p:8— "Q‘S /R Vom Grad O verstehen mit den folgenden-
Eigensohagte : ) i

1) ..Q.g /R 18t ein endlicher 8°-Modul fiir alle i,

(2) sei M ein graduierter S-Modul, weloher als S°-Modyul
separiert ist, und es Sei d:S—M eine R-Derivation. Dann givt
€S genau eine S-lineare Abbildung h: S/R™*M mit 'dah-ds /R*

Ist S=RLE] eine freie R-Algebra, so ist der universell
endliche Dirferentialmodul "Q'S /R Richts anderes als der freie
5-Modul mit der Basis E. Ist g ein Quotient der freien R-Algebra
RLE], so ist 'Q'S/R dér Quotient wvon ‘QR[E] /R@RLEJ s
nach dem Untermodul, der erzeugt wird von Elementen der Form

mit xe€ Ker(R( E] — 8),

- By’ Resclventen
\

Unter einer (DG Z-Algebra wollen wir im folgenden eine gra-
duierte antikommutative analytisohe k-Algebra R verstehen
Zusammen mit einer R°-Derivation S:R— R vom Grade 1 mit 32=0.

e e r————

—_ o . ————— .

5

(
Unter einem Homomogghiemue von (DG)-Algebren wollen wir einen
Homomorphiemue wvon graduierten antikommutativen analytiechen
k-Algebren veretehen, weloher mit dem Dlfferential vertréaglioh
iet. Sind R—7D, 55— Homomorphiemen von (DG)-Algebren, so
trégt offenbar auoh S §RT eine (DG)-Algebra-Struktur. Dae
Differential iet dabei gegeben duroh

e(x0y):= e(x)®y + (-1)8(x)298(1)-

{1.3) Definition: Sei A— B ein Homonﬁ‘phiemue von (DG)-Algebren.
Eine (DG)-A-Algebra R zusammen mit einem surjektiven A-Homomor-
Phismus R—» B heiBit eine Resolvente fiir B/A, wenn R eine freie
A-Algebra " und R—B ein Quasiisomorphi'shus von Komplexen
ist,

Die Existenz einer Resolvente zeigt die folgende Aussage,
vgl. auok [ 347 , prop.(1.1).

(1.4) satz:Jede (DG)-Algebra B iiber der (DG)-Algebra A
besitzt eine Resolvente.

Beweis: Wir wollen rekursiv eine aufsteigende Folge von
freien (DG)-Algebren iiber A

AS Ry SR 45 .

mit vertrégliohen A-Homomorphismen Rk~ B konstruieren derart,
da8 24 —21 surjektiv ist fiir i3k und B (Ry) - BL(B) bijextiv
ist fir i> k. Dabei haben wir mit 2} bzw. 21 die Zykeln der
Dimension i des Komplexes Ry bzw. B bezeiohnet, lm Falle k=0
Seien x_ ¢ M po endlioh viele Elemente derart, daB die Ab-
bildung A°{ X.} ~— BO mit X, — x, surjektiv ist, Wir
definieren dann Ry:=A EX.,‘J“ + Sei nun k< 0 und die Algebra Ry
Sohon konstruiert. Wir setzen

1{:= Bila(r]~1 m))
und Aj:a zd s 1f |
Analog definiert man I'j, Hj fir den Komplex B, Seien X, € z{:‘

endlioh viele Elemente, deren Restklassen in Hﬁ den Kern der

Abbildung Hg — Bk a3g Rf(’-Modul erzeugen. Es gibt dann Elemente

xLe Bk so daB die Bilder von Xo und x4 in 2K ibereinstimmen,
Wir wéhlen auBerdem eine endliohe Anzahl von Elementen xé e zk-1,
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" welche als B°-Modul erzeugen. Dann sel By q:= Byl e, ,e, ]'.
wobel die e, und e, ZErzeugende vom Grad k-1 seien. Die Deri-
vation von By wird auf Rk-1 fortgesetzt vermige der Zuordnung

€ "* X, , €+ O, Man {iberlegt sioch leioht, daB Rk—1 mit
dieger Derivatlon eine (DG)-Algebra 1st.Der Homomorphismus
By_4—B wird definlert duroh €, —» X% , 8¢ —*Xg « By _, hat
dann die geforderten Eigensohaften, wie man leioht sieht s~

k=1
3

(1.5) Bemerkung: Sel A~ B ein Homomorphismus anelytischer
Algebren. Dann glbt es eine Resolvente R, welohe "minimal"
1st, d.h. es gilt:

s(Rk) < J2+M$R°J fiir k< -—1.
und s(~1) sm§o+mAR° .

Dabei haben wir mit J das homogéne 1deall..L i< oRl von R be-
zeiohnet.

Beweis: Es werden die Bezeiohnungen aus dem Beweis des vor-
ausgegangenen Satzes iiberuommen. Wir konstruieren eine Resolvente
R=lim folgendernaBen. Es sel R,=A{X} derart, daB die
Bilder der X; in B/wm AB das maximale Ideal minimal erzeugen.
Fir x< 0 konstruieren wir Rk-1"Rk [eg T aus Ry so, daB die
Restklassen der Elemente s(e,.) in BE diesen RO-Modul mininal
erzeugen. Wir wollen fiir die so erhsltene Resolvente die
Behauptung naohweisen.

Es reicht dazu offenbar zu zeigen, daB der Keru der Abbildung
R°— B in um §o+uAR° liegt und daP fiir k40 der Kern der
Abbildung RZ™1— BE , in 3%+ 4mgod  enthalten ist. Der erste
Teil djeser Aussage folgt unmittelbar aus der Konstruktion.

Sei nun k0. Der Keru der Abbildung Ri-4 —> RE_,-RE liegt
offenbar im Keru von Rﬁ:} - Rll: . Wegen J2, _'_2 = B§'1
induziert der letztere Homomorphismus eine Abbildung

R];-:/Jen :2 'é'_LL,,Roe,, —_ E}: .

[T

welche modulo mmp, injektiv ist mach Komstruktion. Folglich.

ist sogar der Kern der Abbildung 3112:3 - H}: enthalten in v,
J2+M“R°J s Qe€od. j‘;?_‘wlifé"" -
e wﬁéﬁwﬂg

4

—

(1.6) Satz: Gegeben sel ein kommutatives Diagramm von
(DG)~Algebren

A— 8
L e
R;——l B

wobei R eine freie A-Algebra und S—B ein surjektlver
Quasilsomorphismus ist. Dann gibt es einen A~-Homomorphlsmus
P:R—S mit B¢ =¥ .

Beweig: Sei Ry die durch alle homogenen Elemente vom Grad ®Xk
erzeugte Unteralgebra von R. Es ist Bk—‘! eine freie Rk-Algebra,
und alle Rk sind (DG)-Unteralgebren von R. Wlr konstruiex_'gn

rekursiv vertrigliche A-Homomorphismen Rk 35-» S mit

By~ yIBy . Fir k=1 1lst niohts zu zeigen. Nehmen wirkaf‘x, die
Behuuptung ist fiir B, sohon nachgewiesen. Seien e, € Rk:‘!

ein freies homogenes Algebra—Erzeugendensystem fir Rk—1 iiber Rk'
Mit s wollen wir die Differentiale der (DG)-Algebren bezeiohnen.
Sei x4 das Bild von s(e, )€ R: unter Py in sk, weil s—B

ein surjektiver Quasiisomorphismus ist, gibt es ein Element

Jo € s¥1 mit 8(yo ) = x,. derart, daB die Bilder von Yo und
e, in B iibereinstimmen. Durch 8y ¥, wird dann ein
Homomorphismus Rk—'i_’ S mit den geforderten Eigenschaften
definierts

Sei A eine (DG)-Algebra. Unter einem (DG)-Modul iiber A wollen
wir einen graduierten A-Modul M zusammen mit einem Differential s
auf M vom Grade 4 verstehen, welches der Produktregel

s(xm) = s(x)m + (—1)8(x)8(m)s(m)x

geniigt fiir homogene x in R und m in M.

Sind M und N (DG)-Moduln, so tragen auch M &N und HomA(M,N)
die Struktur von (DG)-Moduln. Die Differentiale sind dabei
gegeben durch

s(n®n):~ s(n)®n + (-1)8(®) n®s(n)
fir homogene m& M, ne N, bzw.durch

8(f) (m) := s(f(m)) ~ (-1)8F) £(5(n))
fiir homogenes f ¢ HomA(M,N).



Ist A A' ein Homomorphi smug von (DG)-Algebren, so Ist
M':=M @,A' sogar ein (DG)-ModuI fiber A'. Das DifferentIal
definiert man dabei wie oben.

Fir einen (DG )-Modul M bezeiohnen wir mIt M Lk den foIgenden
(DG)-Modul. Alg A-Reohtsmodul gei M{kJ := M. Die Graduierung
definieren wir duroh u LK™ e MK 4rd qie LinksmultipIikation

duroh  xem := (-1)8(x)k

fir x € R homogen und mE M. Das DifferentiaT sei (-1)ks. « Man
tiberIegt sioh Ieioht, daB ML k7] wieder ein (DG)-ModuI ist.

Fiir den ndohsten Satz benétigen wir eine HiIfsaussage.,

g1.22 Lemma: Sei A — 5! eIn Homomorphismusg von (DG)-AIgebren,
welcher gin Quas:l:lgomorphismus ist, und es ser M oin freier
(DG)-A—-HoduI rIt M'20 giip 130 Dann ist auoh M-—M' ;oM QAA'
ein QuasI;'.somorphismus. '

Beweis: wIr Daohen zunichst die folgende Vorbemerkung, ‘Ist
0— My— M, — M;— 0
eine exakte Sequenz von freien (DG)-ModuIn und ist die Abbildung
My — Hi:al‘li ® Ad' ein Quasiisomorphismus fiip 1=1,3 , so ist
auoh Hz—p Hé ein Quasi:lsomorph:lsmus.

DIe Behauptung des Lemmas ist offenbar riohtig fiir freie
Hodqu M vom Rang 1, Ist M ein endIioher freier ModuI, so ergibt
sioh die Aussage Teioht aus der Vorbemerkung, da es eine
FiTtrierung von M durch (DG)-UntermoduTn

O=HOQH1 cae QHn=M

gibt derart, daB8 die Quotienten Mi/Mi—'l frei vom Rang 1 sind.
. Der aIIgemeine Fall foIgt nun mit einem einfachen Limesargument -~

Wir kSnnen nun die foIgende Aussage zeigen.

(1.8) Satz:Sei B —C ein Homomorphismus von (DG)-A-AIgebren,
Rp /4 eine ResoIvente fiir B/A und R, /A eine ResoIvente riir C/A,
welche eine freie Rp /a~AIgebra ist. Dann igt

= S B
Be/pi= Boyy Ry/a
eine ResoIvente fiir C/B.

Beweis: Offenbar Ist Rc /B eine freie B-AIgebra. Wir haben
also nur zu zeigen, daB Rc /B C ein Quasiisomorphisnus ist.
Hat Rc /A iiber R]3 /A keine anaIytisohen .AIgebra-Erzeugenden, so
folgt die Aussage unmitteIbar aus dem zuvor bewiesenen Lemma,
da dann Rc /A ein freier R]3 /A Modul ist. Der alIgemeine Fall
I88t sioh Ieioht darauf zuriiokfithren. Aus dea Exaktheitseigen-
sohaften des analytisohen Tensorproduktes & folgt némIioh, da8

. o <=R o
Rg/ai=Rp/y & Rg/,fC/a — B':=B %g/fc/;
ein Quasiisomorphismus ist. Die AIgebra R, /A ist eine freie
Algebra iiber Rp/p und hat keine analytisohen Algebra-Erzeugenden.

Wir kénnen also wie oben weitersohlieSen und erhalten die
Behauptung auoh Im alIgemeinen Falfs

Sei nun R eine (DG)-Algebra iiber der (DG)-AIgebra A.Dann
trigt der DifferentiaImodur . auf natiirTiohe Weise die
Struktur eines (DG)-ModuIs, wobeil das Differentiar gegeben
Ist durch

8(ya(x)) = s(y)a(x) + (-1)8(M)yae(x)

fir homogene x,y & R. Da8 dies wohldefiniert ist, sieht man
Ieioht, indem man R aIg Quotienten einer freien (DG)-Algebra
darsteIIt! AIs wiohtig fiir die Definition des Kotangentenkom-
PIexes wird sioh die foIgende Aussage erweisen.

(1.9) satz: Sei R' eine freie R-Algebra derart, da8 R — R'
ein Quasiisomorphismus ist. Dann induziert diese AbbiIdung
einen Quasiisomorphismus

Beweis: Wir betrachten zundohst den FaII, daB es ein }ZER'l
mit s( B )=1 gibt. Dann ist Jeder (DG)-ModuI M nulThomotop.
Eine Homotopie wird gegeben durch die AbbiIdung

B ~— Bm ,
Daher ist die Behauptung in diesem FaIl triviaI. Nehmen wir
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also an, da8 s(r7) in maximaien ideai von R iiegt. wip

Zeigen, daB es eine (eventueii unendiiche) aufsteigende Foige
von (DG)-Algebren

R=-R°s Ryg ccc g gt
mit R'-iLi_? Ri gibt derart, daB giit:
(1) R' ist freie R, +-Aigebra,
(2) R, — R, ist ein Quasiisomorphismus.
i i+1

(3) R; .1 ist freie Algebra iiber R; mit zwei homogenen Aigebra-
eérzeugenden e und ¢ derart, dag s(e)a0 ung 8(f)=e ist,
Aus Bedingung (3) folgt ieicht, das
L (]
Qg 1@ e Ris1/A® Ry 4R
ein Quasiisomorphismus ist fiir alie i. Kénnen wir daher die

obige Behauptung beweisen, go foigt darays der Satz mit einenm
einfachen Limesargument.

Es wird Ri +1 aus Ri foigendermasen konstruiert,. Sei ec R'
Teii eines freien hcmogenen Algebraerzeugendensystems von R'
tiber R; von maximajem Grad k. Weii R; —R' ein Quasiisomorphismus
ist, gibt es ein xe€ Rl: mit s(e-x)=0. Sei ye R? ein Zykei,
weicher dieseibe Kohomoiogiekiasse représentiert wie e~x, und
ein Eiement mit s(f)= e-X~y. Da auch e~x-y Teii
einer frejen Aigebra-Basis von R' iiber Ri ist, diirfen wir o.E.
s(f)=e annehmen. Wie man ieicht sieht, ist aych f Teii einer
freien Aigebra-Bagig von R' iiber Ri. Wir setzen Ri +1:=R. [ e,r]
Die Bedingungen (1) und (3) sing dann nach Konstruktion erfiiiis.
Um (2) 2y zZeigen, betrachten Wir zunichst den Faii, dag
k=g(e) ungerade ist. Dann handeit e8 gich bei Ri4q um den

' gehdrt. Aus den zZu dem Doppeikompiex gehdrigen Spektraisequenzen
" Loigt ieicht, daB Re— R, +1 ¢in Quasiisomorphismyg ist. Den
Fali g(e) gerade eriedigt man anaiogr_

———

11

C. Dexr Kotan entenkompiex
< =2 oplangentenkompiex

Sei A—IB ein Homomorphismus anaiytischer Algebren und R—B
eine Resoivente. Mit Mod(B) woiien wir die Kategorie der .
B-Moduln bezeichnen und mit D7(B) kurz die derivierfe Kategorie
von Mod(B) (in der Notation von Hartshorne [21] D (M(B.).))-
BezeiT:h.net also K™(B) die Kategorie der nach rechts.beschrankten
Kompiexe, in weicher die Homomorphismen die Homotopa..ekiasse{z
von Homomorphismen zwischen Kompiexen vom Grade O sind, so_lst
D7(B) nichts anderes als L'(B)Qis, die Lo.kalisa.erung von K™(B)
nach den Quasiisomorphismen. .,

g1.1oz Definition: Der Kompiex
£ R/A®gB ) .
in DI(B) heiBt der Ketengentenkompiex von B ibar A und wird
mit I’E/A bezeichnet.

Wir miissen zeigen, da8 Ly /A wohldefiniert ist, d.h. nicht
von der Wahl der Resoivente R abhéngt, und daf der Kotangenten-
kompiex funktorieii in A und in B ist. Das foigt mit den
Ubiichen Schiiissen der homoiogischen Aigebra aus dem foigenden

§1.112 Satz: Sei

A——— B

|

A'——o 4 g
ein kommutatives Diagramm anaiytischer Aigebren, R eine Resoivente

fiir B/A und R' eine Resoivente fiir B'/j)', Ferner seien
P2y :R—IR' zyei Homomorphismen derart, daB das Diagramm

A——m—ypt

A

R~——— B
kommutiert rfiip P und fiir Y . Dann induzieren '
Abbiidungen (in D(B')) zwischen ‘Q‘R/AQRB' und "Q'R'/A'QR'B .

und y dieseiben



Beweie: Sei 7 eine Reeoivente fiir R SAR'*) B'. Dann iet
R'——T eine Ifreie Aigebraerweiterung, weiohe ein Quaeiieomor-
Phiemue iet, Foigiioh induziert dieeer Homomorphiemue einen
Quaeiieomorphiemua .

Ly /pe 8 gm0, /4 ® B’
Weii T eine freie R ®,R'~Aigebra iet, gibt ee Homomorphismen
(fi ,f :T——R* weiohe das foigende Diagramm kommutativ maohen:

R®,R R’
A veiy

62

induzieren. Nup iet dae Diagramm
—d
‘Q‘T'&TB'W;:’* Qe o g, B0

d /.d
€2 .,® rB’ .
kommutativ, qa $ und § nach Konetruktion R'-Morphiemen eind.

Ferner iet Y ein Quaeiieomorphismus. Foigiich etimmen die
Abbiidungen 43 und d¥ in I(B') iberein ~

Wir sind nun :j.metande, die Kotangentenfunktoren und Tangenten-
funktoren Ti, ™ 2u definieren,

(1.12) Derinition:Fiir\e@en B-Modui M sej

. (/8 M) ;. E:rb%(Lﬁ /a1
un
T, (B/A,M) :- Torfi(Lé/A,M) .

Aus den Definitionen foigt sofort:

(1.5) Satz:Sei c-—»M'-'-»M—»M"S—:c eine exakte Sequenz von
B-Moduin. Dann hat man lange exakte Kohomologiesequenzen

<ee—1ip/y yo )——;Ti(B/A,M)—+Ti(B/A,M")—»’ri""'(B/A,M' )— ...

**e—T; (B/A,M" —m, (B/A,M)—o’l‘i(B/A,M"')ﬂ 4 (B/a M Yy, ..

|
I
f
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Wir woiien nun eine exakte Sequenz berieiten, weiohe die
Kotangentenkompiexe dreier analytisoher Aigebren verbindet.

Sei B—C ein Homomorphiemue anaiytiecher A-Algebren ung
RB/A eine Reeocivente fir B/A, Ee gibt naoh (1.4) eine freie
Ry /a~Algebra Rc /4 Welohe eine Reeoivente fiir C/A ist, Wegen
(1.8) iet die freie B-Aigebra Rc/B:'RC/AORB/AB eine Resoivente
fir C/B. Man hat daher eine exakte Sequenz

c c C— 0 c c
YV OR/a/8®;,, 0= Ro/a/P/ O Rg O
d.h. eine exakte Sequeng .

Hieraue erhaiten wir eofort;

.

§1.142 Satz: Ee gibt fir Jeden C-jiodui M iange exaicte
Kohomoiogieeequenzen

oes ——)Ti(C/B,M)—»Ti(C/A,M)—) ri(8/8,M)— P*c/B,M)—5...
see T (B/A,M)— 2 (C/a,M)— ; (C/B,M)— T Ba,m—...

Wir notieren nup einige einfache Eigensohaften der Funktoren Ti
und T+,

(1.15) satz: (1) T,(B/A,M) Qg 0 M
T°(B/A,M) & Der, (B,M)
(2) ist A—B glatt, so igt
ri(8/a,M) - Ti(B/AM) = ¢ fiip 4> g,

(3) Fiir B-A{x} /f mit einer Primfoige £ in A{X} ist

i (B/a,M) - T (B/AM) = C  fiip 554,
(4) ist A— 3 surjektiv, so giit mit i:=Kem(A—-»B):
2
T,(B/AM) = i/1 ® gt
TU(B/A,M) = Homg(1/12,y) .

(5) ist 2'(B/4,k) odep 1(B/a,k) Nuil, so ist 4—yp glatt,
(6) 1st 12(B/A,k) oger To(B/&,k) Nuil, so ist B vop der Form
A{X]/f mit einep Primfolge f in 4{ Xx}.

i




C
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Beweis: Sei R eine Resoivente fiir B/A. Dann ist B der Quotient
von R° naoh dem ideal, weiohes von s(e,,),---,s(en) aufgespannt
wird, wenn e,,,---,ene die freien Algebraerzeugenden vom
Grad-1 sind. Aus der Konstruktion von Ly /A foigt, daB
L3/a=lpo/p®goB und I =1l Bd(e;) ist mit dem Differential

de; +—» d(s(ei)) .
Hieraus foigt sofort (1).
(2) ist trivial, da man als Resoivente R=B wihlen kann.

(3) foigt aus dem oben Gesagten und aus der Tatsache, da8
fiir BaA{X] /2 mnit einer Primfoige £ der Koszulkompiex
K.(Af X] ,2) eine Resoivente fiir B/A darsteiit.

im Fali. (4) kdnnen wir eine Resalvente R mit R%A widhlen,
so daB, wenn e, die Algebraerzeugenden vom Grad-] und eg
die Erzeugenden vom Grad-2 sind, die Sequenz von A-Moduln

"LLS Ay — .Ll.,.Ae,, A —A/i— 0
exakt ist, Offenbar ist dann I.l'3 /A der Kompiex
el B, — 11 By —0 .
Daraus ergibt sioh ieioht (4).

Un die jetzten beiden Aussagen zu zeigen, wihlen wir eine
minimale Resoivente R gemiB8 (1.5), d.h. es giit:
s(RE ) em3y + m,R° und s(85)c 32 4 Mood  Liir k<1,

Dabei sei J das homogene ideai 'U-i < oRi von R. Es foigt, daB
die Differentia@e in dem Kompiex .Q, AORB/'“"B Ruii sind.
Daher ist dim(Tl(B/A,k))=dim(Ti(B/A,k) gerade die Anzahi der
freien Aigebraerzeugenden des Grades i von R iiber A. Versohwindet

aiso T1(B/A,k) oder T, (B/A,k), so hat die Resoivente die Form
eeem3 0 3R°— 0 . '

Es folgt, daB B=R° giatt iiber A ist. Versohwindet dagegen
T2(B/A,k) oder TZ(B/A,k), S0 treten keine Aigebraerzeugenden

vom Grad-2 auf. Sind daher €qse.-€y die Erzeugenden des Grades-~1,
80 ist R der Kompiex

@)

see— RS ,pR 8 p__ 0.

Hierbei handeit es sioh aber gerade um das Ende des Koszui-
kompiexes in s(e,,),-",s(en). Foigiich biiden 5(61)."'.8(6n)
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eine Primfoige in R, vgi. (43] IV, prop.3.

Wir notieren zu Ende dieses Absohnitts nooh eine weitere
Eigensohaft, die den Basisweohsei betrifft.

(1.16) Satz: Seien A-—B, A-——A' Homomorphismen anaiytisocher
Aigebren nnd B'=B 6.& '« Es sei A-——A' oder A—sB fiach. Dann

1st Ly /p =L 2@ 58" -
Dabei bezeiobne ® das voiisténdige Tensorprodukt, vgi. [ 21] ,
ohaplii, §4.

Beweis: ist R eine Resoivente fiir B/A, 80 ist wegen der
Fiaohheit offenbar R':=R §AA' eine Resoivente fiir B'/A'. Daraus
foigt sofort die Behauptung s~

insbesondere ergibt sioh aus dem Satz, daB in der besohriebenen
Situation fiir jeden B'-Modui M die kanonisohen ibbiidungen

t(B/A,M) — 1i(B' /A0 M)
Ty (B/A,M)— T, (B'/A' )

bijektiv sind.

D, Die Funktoren Ti(f/— i—)

Sei f£:B—C ein A-Homomorphismus von anaiytisohen Aigebren.
Wir woiien in diesem Absohnitt Tangentenfunktoren Ti(f/A,—-)
fir die Abbiidung f einfiihren.

£ bezeiohne die foigende Kategorie. Ein Objekt von C sei
ein Tupei (H,, +M5,h) (oder auoh kurz (H,,,Ha)), wobei M, ein
B-Modui, H2 ein C-Modui und h:H,,—* H2 ein f-Homomorphismus ist.
Die Homomorphismen in dieser Kategorie seien aiie kommutativen
Diagramme

h
H,l———) H2

L,

thhl__’un
1 2

wobei die vertikaien Pfeiie B~ bzw. C-Modulhomomorphismen sind.




16

Man {iberlegt sich leicht, daB _Q eine abelsche Kategorie ist,
Ferner eieht man sofort, daB dle Tupel (P4,P5,h), wobei P, ein
freier . B-Modul, P, ein freier C-Modul und Pi®@Ce— P, ein
direkter Summand ist, projektlve Cbjekte in dieser Kategorie
slnd. Insbesondere gibt es geniigend viele pProjektive Cbjekte,
und dsher ist der Funktor Homi (-4~) ableitbar.

Seien nun R-—B und S—C Resolventen iiber A derart, daB es
ein kommutatives Diagramm

R———3

| |

B3—wC
7on (DG)-Algebren iiber A 8ibt. Es bezeichne L; den Komplex
Ly, ® 8,0 © 50

in D7CLO.

(1.17) Definition: Fiir einen B-Modul N sei

TH(2/0;8) = Bxtg (L3, (N,N @50)).

Un zu zeigen, daB die Funktoren Ti(f/A;-) wohldefiniert sind,
muB man nachweisen, daB der Komplex L; als Cbjekt von ()
zicht von der ¥ahl der Resolventen abhéngt. Dies sieht man aber
Leicht_genauso vie die entsprechende Aussage (1.11),

Wir wihlen nun Resolventen R, S derart, daB S zusétzlich noch
2ine freie R-Algebra ist. Dann ist Lf’('Q-R/Ae RB"'Q‘S/AQSC)
2in Komple_x vea projektiven Objekten in L . Daher berechnen
sich die T(£/4,N) aus dem Komplex

Df(N)::Hom_c (Lz,(N¥,C ®oN) .
Jun hat man eize exakte Sequenz von Komplexen

O—,HochQyRESC,N QBC)—-,HomQ (LE,(N,N ®@xC))——

H_omB(IZ.R/A® RBsN)— 0

=us dem erster XZomplex berechnen sich die Gruppen Ti(C/B,N @BC),

=gl. die Uber_legungen vor (1.14), und aus dem letzten Komplex
tie Gruppen T]‘{B/A,N). Daraus folgt:

« e+ —1(C/B,NgyC) —iri(2/4,M)—11i (B/A,§)—2* N (C/B, QL) —s - o

1?7

(1.18) Satz:Es gibt eine lange exakte Kohomologiesequenz

-

(1.19) Beispiele: (1) Cffenbar 1st T°(f/A,¥) die Menge aller
vertrédglichen A-Derivationen (8§ 1 82) '3 Der‘(B,N) X Der, (C,N @BC) .

(2) Sei A:=k, B:=x {F] pund C:=k{ X} , wobei der Homomorpl.u'.smus
B—C durch F, — £, € C gegeben sei. Wir wollen zeigen, daB sich
T (£/k,N)= 1T (£,N) als Kokern der Abbildung

(c*x 5o N ~E21 cTem .

berechnet, wobei die Abbildung ¢ auf der ersten Komponente durch

2 . .
die Funktionalmatrix {-'g%) definiert sei =mmd auf der zweiten

. . o
die Einschrinkung der ldentitidt aut BT ist. Sei R%:=k|{ X,E] und
R%—C durch Fg—1f, definiert. Cffenbar ist der Koszulkomplex R

iiber R® beziiglich der Primfolge (¥, -~f, eine"Resolvente
von C, welche eine freie B-Algebra ist. Ein Reprisentant des

Kotangentenkomplexes Lé ist offenbar der Komplex
coemdC oy C ———aB — 3 Coeee

und ein Reprdsentant fiir L offenbar
coomy C —cF—— 0% cT— C—3---

r .
Dabei ist die Abbildung C'—— C®x CT in dem ersten Faktor durch

die Matrix (-%é‘v ) gegeben und in dem zweiten Faktor die

ldentitdt. Hieraus erhdlt man leicht die obize Aussage.

{1.20) Bemerkungen: (1) Analog kann man £Z= eine Kette von
Homomorphismen analytischer Algebren

fo £q 2

A, ——’A,I-——-» .oe > A, — An+1
und jeden A1-Hodu1 N Funktoren
Ti(f,l,OOO,fn/Ao s M)
definieren. SeinR;— Agy i=1,--+,ni, Resolva==en Von A, Uber A,
S0 dafl es ein kommutatives Diagramm




18

Tﬂnz—-» ‘_"Tm
A —— A e )
1 2 3 Ap 41

ven (DG)-Algebren iiber A°.~gibt, webei Ry , eine frele Ry~Algebra

iiet. Dann defi.l.niert man die Funktcren Tl(r1,:--,fn/Ac » M) ale
e Kohcmclegie dee Kcmplexee D*(N), wcbei D:(N) die Menge
aller vertridglichen Hememerphi smen

{Q ®, A—
Ry /Ay R, & NQA.‘A"} vV =1,+++,n+1

bezeichnet, Analcg wie cben hat man exakte Sequenzen
coey (s ... ' 1 i

— (e, ,fn[A,l,NOL‘AZ)—oT (L4403 2 /A, K)— TH(A, /A N)—

1
_Ti* (£300c+10p/A1 NG Ap)—mee

(2) Ist 0— N'—N-—N"— 0 eine exakte Sequenz vcn B-Moduln,

ec erh@lt man eine lange exakte Kchemelcgieeequenz fiir die
T(£/A,~) nur dann, wenn auch die Sequenz

(o} ——)N'QBO -_.,NQBO __’Nnanc__’o

exakt ist. Das lst beispielsweise der Fall, wenn C flach fiber B
1st, : .

(3) Pir B=C und f=id ist cffenbar
T (e/A,K) = vi(a/aN) .

.Wir wcllen nun zelgen, da8 der graduierte B-Mcdul T * (£/4,B)
die Struktur einer graduierten Lie-Algebra tridgt. Dabei wollen
w?.r unter einer graduierten Lie-Algebra einen graduiertem Mcdul L
mit einer bilinearen Verkniipfung

[’J :LXL-"L

verstehen, welche hemegen ist und die felge gung
nden Bedin en
erfilillt: )

M [x,5] = -(-1)8=)&(y) [7,x]
(2) Jaccbi Identitit :

[x, (7277 +(=1)8(x) (8(y)+8(z)) [7,[2,x]]
+(-1)8(z) (8(x)+g(y)) [z, [x,7]] =0

fur hcmogene x,y,z¢€ L.

Unter einer (bG)—Liealgebra versteht man eine graduierte

9

Liealgebra, welche ein (DG)-Mcdul ist, ec daB die Liecpera¥icn
und das Differential s die Vertridglichkeitebedingung

(3) o([x,5]) = [ 8(x),5] + (=18 [x,e(1)]
erfiillen fiir hcmegene x,y € L.

Ist L eine (DG)-Liealgebra, ec lst cffenbar H ¥ (L) eine
graduierte Liealgebra, wie man eich leicht iiberlegt.

{1.21) Beispiel: Sei R eine (DG)-Algebra iiber der (DG)-ia-Zebra A.
Dann ist

Der, (R,R):= HcmR(-ﬂ.R/A »R)

eine (DG)-Liealgebra mit der Verkniipfung B
[819 52] (x):= 81 §o(x) - (-1)8¢ & 1)eC $2) JZ CS)1(.‘)’

" fiir hcmegens Derivaticnen 8 44 é 5 € Der, (R,R). (Mar beachte, daB

Der,(R R)=.|..|.;-L Der (R.R)i 1.A. nur eine Teilmenge der MeruBe
ALY €g'"A ;

aller A-Derivaticnen vcn R nach R ist,.)-Das Differential m=®

Der,(R,R) ist die Abbildung 3+——[s, ], wcbei s das

Differential auf R bezeichnet. Dle Vertriglichkeltsbedingum® (3)

fclgt leicht aus der Jaccbi~-Identitit.

Der fclgende Satz zeigt nun, wie man eine Lie-Algebra-St=mktur
auf T* (£/A,B) erhdlt.

(1.22) satz: Sei R eine Resclvente fiir B/A und S eine gzeie
R-Algebra, welche eine Resclvente fiir C/A ist. Ferner sel =
die (DG)-Liealgebra aller Paare vcn Derivaticnen

( 81, 82)e Der, (R,R) x Der, (5,8) ,
derart, daB das Diagramm
R—— S
I
R——S

kcmmutativ ist. Dann berechnen sich die Tangentenmcduln
7i(£/A,B) aus dem Kcmplex L. :

Beweis: Wir haben zu zeigen, daB die durch die kancnise¥=®

Abbildung



20

HomR(.Q.R/A,R) x Homsc.(ZS/A.S)——' HomR(‘Q'R/A’B)X H°“‘S(‘QS/A’G)
induzierte 4bbildung
L-—D;(B)
ein Quasiisomorphismus ist. Wegen des Diagrammes

l

mit exakten Zeilen reicht es zu zeigen, dag die duBeren senk-

reohten Pfeile Quasiisomorphismen sing Das ergibt sioh aber aus
dem folgenden Hilssatzs-

Wir benStigen fiir die folgengie Aussage gie Konstruktion des
Abbildungszylinders. Sei @ :M—s N ein Homomorphismus von
(DG)—Moduln iiber der (DG)-Algedbra R, Mit C(<p ) bezeiohnen wir
dann den Abbildungszylinder von P s d.h. den (DG)-Modul

C(¢)l:=NxM[1]

wobei das Differential auf Clp ) gegeben wird duron
s(n,m):=(s(n)+ P(m),-s(m))

fiir homogene n €EN und mé M.,

(1.23) Lemma:Sei R eine (DG)-Algebra, F ein freier (DG)-Modul
mit F'=0 fiir )0, dessen homogene Komponenten endliohe R°-Moduln
sind, und ‘P:M—IN ein Guasiisomorphismyg von (DG)~Moduln. Dann
ist '

Homp, (F ,M) ——s Homp (?,N)

ein Quasiisomorphismus.

Beweis: Mit Hilfe deg 45tildungszylinderg iberlegt man sioh
leioht, dap es die folgers2e Aussage z, Zeigen gilt. 1st M ein
(DG)-Modul, weloher als Zomplex exakt ist, so ist auoh Homp (F,M)
exakt,

Zundohst sei bemerkt, da2 es eins Filtrierung von F duroch
(DG)-Untermoduln
O=F ¢ F c---gF

gibt derart, daB P,

i1 alz 2Z-¥odul die direkte Summe FiXRei+1
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fir ein e .1¢ Fi+1 mit s(ei+1)E Fi ist und l-l-,“‘ F;= F gilt,

Wir zeigen nun die Exaktheit des Komplexes HomR(F,H). Sei
f:P—M ein Homomorphismus vom Grad k mit s(£)=0, Wir konstruieren
sukzessive vertriagliohe Homomorphismen vom Grad k-1 hi.:Fi_’M
mit s(hi)zrlFi. Fir i=0 ist niohts gzu zeigen. Sei nun i) O und
h; 4 sohon konstruiert. Dann ist

0 = £(s(e;)) - s(b;_;)(s(e,))
= (~1)ks(z(e;)) - s(b;_,(s(e;)))
k
= s((-1%1Ce;) - b, (a(e,))) .
Weil M. exakt ist, gibt es ein homogenes x in M mit
s(x) = £(e;) - (—1)kh._1(s(ei)). Wir definieren dann einen

p X

R-Modulhomomorphismus by :F;—s M durch hj_lli'j__,]-hj__,l und-

hi(ei)ax « Offenbar hat hi die geforderten Eigensohaftens

E., Die Funktoren Tt und Erweiterungen analytisoher Algebren

‘Sei B eine analytisohe A-Algebra und N ein endlioher B-Modul,
Unter einer Erweiterung von B iiber A duroh N versteht man eine
analytisohe A-Algebra B' Zusammen mit einem surjektiven
A-Homomorphismus B'-*-—, B ung einem B'-Modulisomorphismus
Kern ¥ =y N, Sei M ein weiterer B-Modul, B" eine Erweiterung
von B duroh M und P:N—M ein B-Homomorphisnus., Unter einem
Morphismus von der Erweiterung B' naoh B" tiber ¢ versteht man
einen A-Homomorphismus B'—s B", weloher das Diagramm

O—— N—B'— 3 —30
o]k
O—— M — " ~—B ——0

kommutativ maoht. Zwei Erweiterungen desselben Moduls N heiBen
isomorph, wemn es einen Morphismus Zwisohen diesen Erweiterungen

iiber idy gibt, -

Wir wollen diesen wohibekannten Begriff der Algebrgerweiterung
nun verallgemeinern. Seien Bo’B'l""’Bn analytisohe A-Algebren
und '
by

B 'B f1 ®eos —L’ B
o2 0*’ n

eine Kette von A-Yomomorphismen. Fiir einen endliohen Bo—Modul No
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sei Ni:-N ° OBOBi. Unter einer vertrigliohen Familie von A-Algebra-
erweiterungen von B, = {B;] ; duron N, wollen wir eine Familie

von A-Algebraerweiterungen BJ!_ von Bi duroh Ni verstehen zusammen
mit Homomorphismen fJ!_:BJ!__,]——’ BJ!_ derart, da8 die Diagramme

] ]
B} ,—— B!

|

BJ'.—1'%’ Bi
kommutieren und die Homomorphismen fJ!_ auf Ni—‘l die kanonisohe

Abbildung N N;5N; 4 QBi_,]Bi induzieren. In naheliegender Weise

erklért man auoh hier wieder den Begriff des Morphismus und
Isomorphismus. Die Menge der lsomorphieklassen von solohen Er-
weiterungen sei im folgenden mit Ex(B./A,No) bezeiohnet.—

Mit dem Fall n=1 werden wir uns im folgenden besonders be-
sohdftigen. 1n dieser ‘Situation wollen wir kurz von Erweiterungen
von f:=f1 tber A durch No sprechen und die Menge der Isomorphie-
klassen von Erweiterungen mit Ex(f/A,No) bezeichnen.

In diesem Abschnitt sollen die Zusammenhiinge zwischen den
E:r;weiterungen von £ durch N ° und den Tangentenfunktoren
Tl(f/A,No) untersucht werden. Zunichst wollen wir zeigen, daB
die Elemente von T°(f/A,N°) in natiizlicher Weise als Automorphismen
von Erweiterungen interpretiert werden konnen.

51.24! Satz:Sei
fl
_m——y
| [
\’Bo_“f__’ 31
eine Emifzrung von f iiber A durch den B-Modul No‘ Dann gibt es

eine natiirliche Bijektion zwischen den Elementen von T°(f/A,N°)
. und den Automorphismen obiger Erweiterung.

Beweis: To(f/A,No) ist die Menge aller vertriglichen A-Deriva-
tionen ( 6’0, 81) in '
DerA(Bo ,N)x DerA(B,, ,Ne DerA(B(') ,N) xDerA(B,'l ,N).
Jedem solchen Paar kénnen wir die vertriglichen Automorphismen

1+ SO:BC',—; By » 1+ §,:B}—— B}
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zuordnen. Man sieht leioht, daB diese Zuordnung bijektiv ist-—~

Wir wollen als niohstes eine natiirliohe Bijektion zwischen
den Elementen von T1(f/A,N°) und Ex(f/A,No) herleiten. Wir
bendtigen dazu einige Vorbereitungen.

51.252:Sei B eine analytische A-Algebra und R eine Resolvente
von B iiber A. 1st N ein B-Modul und B' eine Erweiterung von B
iber A duroh N, so gibt es einen A-Homomorphismus R~I1— B’ s
weloher das Diagramm

RL.BI : -

N

B

kommutativ maoht. Die Abbildung 718:R—N ist dann eine A-Derivation -
vom Grad 1, welohe ein Zykel ist. Man sieht leicht, daB die
Kohomologieklasse von 78 nicht von Aer Wahl von % abhéngt.
Wir erhalten somit eine Abbildung

Ex(B/A,N) —L) H1(Der(R,N)).
Es gilt:

§1.262 Lemma: Die oben konstruierte Abbildu‘ng f ist bijektiv.

Beweis: Wir werden eine Umkehrabbildung zurobigen Abbildung
konstruieren. Sei & $R—N eine Derivation vom Grad 1, welche
ein Zykel ist. Wip betrachten das folgende Diagramm

cee — R"-—-,ff——»s —0

I

O— N —yB' —aB—1y0

Dabei sei B' die A-Algebra R°_U_ N, versehen mit der Algebrastruktur
Bq

(x,m)(y,n) := (xy,xn+ym).

Offenbar ist B' eine analytische A-Algebra und die untere Zeile

" im obigen Diagramm ist exakt. Daher ist B' eine Erweiterung

von B durch N, welche aur von der Kohomologieklasse von § in
H1(DerA(R,N)) abhéngt, wie man leicht sieht. Die so konstruierte
Abbildung

i (Der, (R,N)) —— Ex(B/A,N)

r

RITCY R
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(1.28) satz: Ee gibt eine natiiriiche bijektive Beziehung zwieohen
Wir woiien die obigen Uberiegungen nun veraligemeinern auf den Eiementen von T1(f/A;N°) und den Eiementen von Ex(f/A,No).—
Ketten von A-Homomorphiemen
Wir woiien une nun mit dem Probiem der Forteezung von Erwei-
terungen beeohéftigen., Sei B— ¢ ein Homomorphiemue analytisoher
A-Aigebren und A'— A eine Erweiterung von A durch einen endiiohen
A-Modui N. Wir woiien untereuohen, wann ee Erweiterungen BB,

B. :Bo—-l cce —)Bn.

Sei N, ein endiioher B,-Modul und Nj:=N & ‘Bi. Ferner eeien
R; Reeoiventen von B, liber A derart, daB es ein kommutatives

Diagramm von A-Algebren C'—iC von B durch N @ AB bzw. von C duroh N @ A(1 gibt, eo daB
Ro—o coe —-)Rn A',B',C' vertrigiiohe Erweiterungen biiden. Uneer Ziei iet ee,
. l l : einen Homomorphiemus
’ c
By oo —3 B T(AN) —21 12(2/a,N ®,B)
gibt, wobei Ri 1 eine freie Ri-Aigebra iet. Ee bezeiohne D° zu konetruieren derart, daB die zu A’ geharige Kohomologieklaeee
den Kompiex alier vertrdgiiohen A-Derivationen in € (A') unter 04 genau dann vereohwindet, wenn eioh die Erwei- .
DerA(R N )x eee xDerA(Rn,N-). . : - terung A' forteetzen iiBt zu einer vertrigiiohen Erweiterung
[o] [o] n i A'_’ B'—>C' -
Wie oben kann man Jeder vertrdgiiohen Erweiterung
{B} ], e Ex(B./A,No) Aiigemeiner konetruieren wir Homomorphiemen
eine Kohomoiogiekiasse in E(D*) zuordnen. Zunichet gibt ee ‘ oy =Ti(A,N)-) Ti+1(f/4aN ®,B)
einen A-Homomorphiemue R —7o, Bo » weloher mit der Projektion wie foigt. Sei R eine Reeoivente fiir A, S eine freie R-Aigebra,

auf Bo vertigiion ilet.Weii R,1 eine freie Ro-Aigebra iet, gibt

m weiohe eine Reeoivente fiir B iet, und T eine freie S-Aigebra,
ee einen R -Homonmorphiemue R1~—-1-., B} » eo daB dae Diagramm

weiohe eine Reeoivente fiir C iet. Sei D,; die Menge alier ver-
R——R trégiiohen Derivationen in

° 1
nz.l %1 \ . Der(R,N) x Der(s,N ®,B) x Der(T,N ® 1C)
B!'—— Bt 3 B . e .. . .
. o 1 1 und D‘2 die Menge aiier vertrdgiiohen Derivationen in
k?mmutlert. So fortfahrend erhalten wir eine Foige von vertrig- Derp(s,N @ Ala)x Derp(T,N ®,0)
iiohen A-Homomorphismen 4R Bi. Cffenbar sind dann die
Abbiidungen n3° s:Ri—fNi vertrigiiohe Derivationen vom Grad 1, = DerA(S cRA’N QAB) x DerA(TaRA’N QAC) *
weioche einen Zykei in D°* biiden. Wie man._ieioht sieht, hingt Weii S eine freie R-Aigebra ist, biidet S ®pA eine Resoivente
dieser Zykei nur von der Erweiterung [B:, ], ab. Man erhdit von B iiber A, vgi. (1.14), Anaiog ist T®pA 2ine freie S ®pA-
somit eine Abbiidung Aigebra, weiohe eine Resoivente fir C/A ist. Daher berechnen sioh
Ex(B./A,N) § !H1(D') . ©  aus dem Kompiex Dé die Gruppen Tl(f/A,N @AB). Aus der exakten
Sequenz
Wie oben sieht man: c D5 ——)D; ——* Der(R,N)——C
(1.27) Lemma: Die oben konstruierte Abbildung § ist bijektive erhaiten wir eine iange exakte o ohomologiesequenz
e+ e~ H (Der(R,N)) —i , By —... .
Betraohten wir diese Aussage fir den Spezialfaii n=1, so ergibt Wegen Hi(Der(R,N))é’Ti(A,N) und Hi+1(Dé)§Ti+1(f/A,N @AB)

sioh:




erhalten wir eo eine Abbildung
3 .

013 T (AN)———ni+1cp ), y e,B) .
Wir wollen nun die oben beeohriebene Aveeage Zelgen:

1
d (A') ep (A,N) die zy g gehdrige Kohomologieklaeee. Dann ver-
eohwindet

04C& (a')) € 12(2/a,x ®,B)
geénau dann, wenn es Erwelterungen B’ von B idber A' dyrch ¥ ] AB
und C.'. v?n C iiber B' durch Ne,c gibt derart, dag pA'— B'—
vertrigliohe Erwelterungen von A-—B-—C sind,
Beweis: wir betraohten mit den Bezeiohnungen des letzten Ab-
" sobnitts die lange exakte Kohomologiesequenz
Trney T 1 o
B'(D3) —— & (Der(R,N)) —1 x2(p;)
o, m sh
T (A,N) (e/an @ 4B).
Teney 3.4 "
Der Modul (Dz) ist isomorph zy Ex(A—*B-—!C,N) und der Modul
T'(A,N) zu Ex(A,N). Dabei igt T :Ex(A~— B —1C,N) ——y Ex(A,N)
diejenige Abbildung, welohe einer vertrigliohen Erweiterung
A'~— B'— C' von A— B —C duroh N die Erweiterung A' von A

§2 Der Kotangentenkomplex fir komplexe Riume

A. Simpliziaje Sohemata steinsoher Kompakta

(2.1) Definition:Ein simpliziales Schema geringter Riume

besteht aus einem simplizialen Schema A, einer Familije {w] A
. Y

von geringten Riumen und aue Morphiemen

Png :w,———.w,‘
fir je zwei Simplioee %,p mit «<f , welohe miteinander
vertrdglioh eind.

Sind die Riume W, komplexe Rdume, eo wollen wir von einem
eimplizialen Sohema komplexer Riume epreohen. Analog s0ll von einem
eimplizialen Sohema eteineoher Kompakta die Rede sein, wenn es
zZu jedem « einen komplexen Raum X und eine steinsohe kompakte
Teilmenge K von X gibt, so daB W, isomorph zu (x, le K) ist.
1st Wei= {¥a J, ca ein simpliziales Sohema komplexer Riume
oder steinsoher Kompakta, so wollen wir unter einem Unterraum
von W, stets ein simpliziales Sohema Ve = {Ve Jxea :  verstehen
derart, da8 V, ¢ W. duroh ein kohdrentes ldeal in 0‘,“ .
definiert wird. Ein simpliziales Sohema komplexer Rdume oder
steinsoher Kompakta soll kurz glatt heifen, wenn alle Halmringe

regulidr lokale Ringe sind.

In naheliegender Weise definiert man Morphismen zwisohen
simplizialen Sohemata geringter Riume Wy={ Wo? «EA O
Vg = {Vp I ¢p .+ Pin Morphismus g, :W,——V, besteht aus
einer Abbildung t':Ao—-;Bo, 80 daB fir jedes Simplex « €4 auoh
T (x) ein Simplex ist, und aus einer Familie von Morphismen

Bg Wo—— v,r(“ ) oo

welohe miteinander vertrdglich sind.

Wir definieren nun nooh das kartesisohe Produkt zweier sim-
Plizialer Sohemata geringter Riume (bzw. komplexer R&ume, bzw,
steinsoher Kompakta) W, = {W, ] en Y ={Vpli.p sei
Coi=A x B,. Eine Teilmenge ¥<£C, sei ein Simplex, wenn ()
und 1r2( Y) Simplioces sind. Es sei dann

(H* X Vi )x H Hr1(x)xvr2(x)

Die Morphismen Pys seien in naheliegender Weise definiert.
Annlioh 138t sich auoh ein gefasertes Produkt definieren.

Sei W, ein simpliziales Sohema geringter Riume. Unter einem
Oy, —Modul versteht man eine Familie von OH.‘ -Moduln M, zu-
sammen mit vertrigliohen Abbildungen pf’ (g Y—s At g fir
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®eB ., Fiir zwei OW' -Moduln M, und AW, sgei
Hom Oy (i, , N ) die Menge aller Familien von wa -Homomor-
e

phismen £, : Me—— ¥, , welche vertréglich sind, Man sieht
leioht, daB die Uw-Moduln eine abelsohe Kategorie Mod(w,, )

t 3
bilden.

Analog kann man den Begriff des koh#renten Moduls fassen. Die
kohérenten Uw;Moduln bilden eine abelsohe Unterkategorie Coh(W, )
von Mod(W, ).

Seien nun Wy tw.}_‘e A Va ={V;] 8 ¢ p Simpliziale

Sohemata geringter Riume und £:We——Vy ein Morphismus.
T :A;—B, sei die zugehdrige Abbildung der Indexmengen. Dann
lassen sioh wie iiblich adjungierte Funktoren -

Ly :Mod(Wy )——y Mod(V, )

£* sMod(v, )—— Mod(W, )
definieren derart, da8 man fiir einen .
UV" ~Modul ‘G, eine bijektive Abbildung

*

Hom Ow,‘ (r ( 9&): };. ) "VHONOV” ( gx- a.fx(;; )))

hat. Der Punktor £* ist einfach zy definieren. Es sei
. »*

> ( ?»\-)« = £ ( 9«;—(,‘)) ’
wobei die Ubergangshomomorphismen in naheliegender Weise definiert
werden. Sei nun F, ein wa -Modul mnd B € B fest. Fiir x€ 4
mit B Sv(«) bezeichne Toa Wg— V3  die Komposition von
g WV, (x ) mit dem kanonischen Homomorphismus Vt,( « Y Vg

Sind Rsy € Amit «sy und Bsv(a), so hat man einen Homo-
morphismus

=Modul ;; und einen

Y.
£, x ( Fa )“&_,rw* ( %),

induziert durch den Verbundhomomorphismus von U, « Sei dann
£, ( F )p der Kern der Abbildung

Maes g, czo2egpy fger (%)
Bst(a) Ber(e)
mit xex
P (x ) = Yora (x(x)) - x(p) .
Man sieht leicht, daB f, (%, ) ein OV* -Modul ist und daB dje
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Funktoren fy und £* adjungiert sind.

Wir wollen uns von nun an auf den Fall besohriinken, daB Wy
ein simpliziales Sohema steinsoher Kompakta ist,

Fir jedes we A gibt es Funktoren
Py :Mod(W, ) ——Mod(W, )
und

p* :Mod(Wy )—, Mod(W, ) .
Dabei sei fiir einen (7w -Modul Wld,
ol

pﬂux("u"() " fiir Bex
p*("ud )B i=

0 sonst
. p.:h (Ua“) fiir Kgﬂ
P (/u“)g 3=

0 sonst .

Die Ubergangshomomorphismen seien in naheliegender Weise definiert,
Offenbar ist dann fiir einen Uw“ -Modul N,

(1) Hom Oy, ( Jl&,p,, (A )) = Hom Gy (S, Ay
und

(2) H°'“0'w' (p™ (Ma )y M%) = Hom @w (Ay, M) .
» o
Hieraus erhilt man: Ist Fx ein injektiver @w‘ -Modul, so ist

Py (¥« ) ein injektiver (9w* -Modul. Analog gilt: Ist F, ein
projektiver Uw“ ~Modul in Coh(Wy ), so ist p* (%L ) ein pro-
Jektiver Modul in Coh(W, ). Der folgende Hilfssatz ist nun leicht
z2u zeigen,

(2.2) Lemma: (1) In Mod(W, ) gibt es geniigend viele injektive
Objekte,

(2) In Coh(W ») gibt esg geniigend viele projektive Objekte.

Beweis: zu (1): Sei My ein 0‘, ~Modul und ?q ein injektiver
vw‘( -Modul, welcher M, enthdlt. Zu der Injektion  {ly—F,
gehort eine Abbildung My—p, ( P ). Offenbar ist
Fa =l |P» ( Ju ) ein injektiver (?wx -Modul, welcher f/, enthilt.

zu (2): Ist ul(,“ ein kohirenter (9w -Modul, so wihlen wir fiir
¥
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Jedes ® einen freien kohdrenten Ow ~Modui T.‘ Zusammen mit
einer surjektiven Abbiidung ?;——-o)t,‘ (Theorem 4). Zu dieser
Abbiidung gehjrt ein Homomorphismus P*( ;; )— JJC‘ « Offen-~
bar ist dann M, ein Quotient des projektiven kohirenten

Oy, ~Moduis F, :.J:LP*( Fu)m

(2.3) Bemerkungen: (1) ist 4% ein injektiver OW”~ -Modui, so

muB nioht notwendig . ein injektiver @w -Modui sein. Sei
beispieisweise B 2, und Fg ein injektiver @w ~Modui. Dann
ist p,( 43 ) ein injektiver 0‘“ -Modui, aber '

Pe( ¥ ), *Pusx ( F8) ist i.A. nur ein welker Ow;Modui. Ist
aiierdings Peg  fiaoh fiir alie «g 8 » 80 ist p* ein exakter
Funktor und daher wegen (2) ¥, ein injektiver Ow ~Modui fiip
Jeden injektiven Ow“ -Modul F, . -

(2) Fiir Jeden injektiven Gw‘_ ~Modul 7)‘. ist ?x ein weikepr
1'9%‘ ~Modui. Beweis: Fiip Moduln der Form Py ( Fs ) mit einem
injektiven Ow -Modul Ty ist die Aussagdwahibekannt, vgi.
(147,§7. ist "}, ein beliebiger injektiver 0w -Modui, so ist
'J* ein direkter Summand eines direkten Produktes von Moduin
der obigen Form, vgi. 'den Beweis von (2.2). Daraus foigt die
Behauptung auoh im aligemeinen Pali.

(3) ist ?.‘ ein beiiebiger projektiver Modul in Coh(W, ), s0
gibt es pProjektive Ow; -Moduln Q, und einen isomorphismus
P & Lip* ( R ). Un dies einzusehen, reioht es offenbar, die
folgende Aussage zyu zeigen. Tdt x e 4 derart, da8 fiip B
Fa =0 g11%, 80 ist p* ( & )y P» ein direkter Summand.
Beweis:Da £ Projektiv ist und die kanonische Abbiidung

Uoxcp e ,p

. Surjektiv ist, gibt es einen Homomorphismus

‘P*L"—l;LP*(‘Px)

mit Py =id‘p‘ « Aus depr Voraussetzung foigt: (JFLP "‘(J} ))« = .2( .
" Daher ist Y« die Identitidt, und die Komposition von Y mit

der Projektion
Lloxen 0 s,
ist offenbar ein Linksinverses zu p*( P J—— P 1

Da Mod (W, ) geniigend vieie injektive Objekte bhat, kann man
wie {iblioh den Funktor Hom oy (-,-) ableiten. Die entstehenden
»

Funktoren woiien wir mit Extiow (-,~) bezeiohnen. Wir woiien

uns dberiegen, da8 man fiip kohirente Ow* ~Moduln U,, &, die
Gruppen Exti@w ( u(l*, A% ) auoh mit projektiven AufiSsungen
von vu, bereofmen kann. Dies ergibt sioh aus dem foigenden

(2.4) Temma: sei J ein projektiver (9‘“ ~Modui. Dann ist

Extlaw C B, # )e0 fir i> 0 und jeden kohdrenten @wh-Modul N .

insbesbndere kann man Extlww (ldy , Mz ) tiip kohdrente
wa ~Moduin Uy und A mit einer projektiven Aufissung von
AL, bereohnen.

Beweis: Wegen (2.3),(3) reioht es zu zeigen, daB8 die Behauptung

fir Moduin von depr Form p * ( A ) giit, wobei % ein projektiver

@w ~Modui ist. Wweii ]Zg direkter Summand eines freien-
o
Uw‘ -Moduis ist, reduziert man die Aussage ieioht auf den Fali

P

80 ist
Hom Qw,,( Z s 3") - Hom@w‘( Z }“ ) = M, s F2).

Weii Jx eine weike AufiSsung von W ist, berechnen sioh aus
diesem Kompiex die Kohomoiogiegruppen Hi(w,‘ » W2 ), die aber
naoh Theorem B fiir i) o versohwinden. Daraus ergibt sioh die
Behauptung.-

erhdit man zu X aur foigende Weise ein simpiiziaies Sohema
steinsoher Kompakta X, = {X, F ey sei A,:=I und A die Menge
alier x'S A mit X, := ig Ki#f. Fir a€ A versehen wir X,

mit der Strukturgarbe Oy X« . Die Inkiusionen Xg=—— X, fiir
x ¢ 3 sind dann offenbar miteinander vertrigiioh.

Die Inkiusionen Jx Xo&——>X induzieren einen Morphismus
X ,“LX. Wir betraohten den oben eingefiihrten Funktor

Jx Mod(Xy )——s Mod(X).

Weii Mod(xx_ ) geniigend vieie injektive Objekte hat, 148t sioh
dieser Funktor abieiten zu einem Funktor

Bdr :D"(X)— p*x).
Es gibt nun eine einfaohe Besohreibung fir diesen derivierten

(9‘,“ - Ist dann JV,*—)?X' eine injektive Aufidsung von I ,
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Funktor.

Wir definieren gzunidiohst fiir jeden Oy -Modul ., einen
Ceohkomplex C*( ly ). Bezeiohnet 17 die'Menge aller geordneten
n-Simplices von A, d.h. aller Tupel im(ij,--=,i_)e A2 nig
14z = {io,.-.,in] € A, so sei ‘

(it ) 2= '1]e|"1’n 3pa1a (Hygp) -

Fir « Sf hat man eine Abbildung p.f, ( Ly, )—— Ay , wozu

ein Homomorphismus j, » ( }——Jg » (Mg ) gehdrt. Die
Avbbildungen CP(My ) P+ Uy ) definiert man wie beim
iblichen Ceohkomplex, vgl.[14] , 1 (3.5) . Cffenmbar gilt dann:
Eo(C*( My )) = Ju (dty )o Wir definieren nun den Funktor C°

fiir Komplexe von OX* -Moduln. Fiir einen Komplex Alg von

01{* -Moduln sei C*( Uy ) der zu dem Doppelkomplex (Cl(.,a,? ))i,j
gehdxrige Einfaohkomplex. Der Funktor C° iberfiihrt Quasiisomor-
phismen in Quasiisomorphismen., Das folgt leioht aus der Spektral-
sequenz

ERY = c9(aP( g )) = EPYY(Ce(ug)) ,
welohe konvergiert, weil die Uberdeokung X lokal endlioh war.
Hieraus folgt nun, daB C*(-) einen Funktor der derivierten
Kategorie induziert; wir wollen diesen Funktor ebenfalls mit

C*(~) bezeiohnen. Aus der universellen Eigensohaft von g"}*
erhdlt man einen Morphismus Rj,——C°(-). Wir wollen zeigen:

(2.6) Lemma: (1) Der Morphismus gj*——-—;(!' ist ein lsomor-
phismus.

(2) Sind A, ¥ zwei @x-Moduln, 80 ist
Bxtlpy (3% U3 T O) = Bxtl, (4.

Beweis: zu (1): Es reicht offenbar zu zeigen, daf fiir einen

injektiven 0}{ -Modul Jx der Homomorphismus
*

3o (30 ) ¥Ry, (F4 )—C( J¢ ) ein Isomorphismus ist. Nun
ist jeder injektive Oy, -Modul ein direkter Summand eines
direkten Produkts von Moduln der Form Pu( Fx), wobei Fo ein
injektiver @X‘ -Modul ist. Ferner sind die Funktoren j, und C*
mit direkten Produkten vertriglioh. Daher diirfen wir uns auf
injektive Moduln der Gestalt P, ( %« ) beschrinken, wobei T,

I
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ein injektiver Ox‘ -Modul ist. ln diesem Fall ist aber C°( P )
niohts anderes als der iibliohe (Garben)-éeohkomplex von Fy
beziiglioh der Uberdeokung {X, n K7 e x von X, , fortgesetst
zu C auf X. Daher folgt in diesem Fall die Behauptung aus f’l‘l-l
The5.2.1. .

zu (2): Der Funktor C* iiberfiihrt Komplexe injektiver Moduln
in Komplexe injektiver Moduln, vgl. (2.3),(1). Daraus und aus @b
ergibt sioh fiir jeden OX* -Modul /¥, und jeden (9x-Modul M
ein lsomorphismus

Eth(gx (j ¥ 72 )N/Vx- ) & Eth(px("agc.(/Vl;- N .
. ‘ : ;

1st N ein Modul der Form j* (W) mit einém Ox-Modul N, so
ist C*(§ ¥ (M) eine Auflésung von V. Daher ist in diesem Fall

die reohte Seite isomorph zu Extlwx(ul(,ui’):—

B. Resolventen

Sei Wy weiter ein simpliziales Sohema steinsoher Komigkta. Es
sollen in diesem Absohnitt die Begriffe von $1,A,B auf verbundene
Garbensysteme libertragen werden.

Unter einer graduierten antikommutativen OWx -Algebra wollen
wir eine graduierte OW* -Algebra o4, =.U.i ‘o ,4,5- mit kohédrenten
homogenen Komponenten ﬂf‘ verstehen, so daB die Multiplikation

antikommutativ ist und A ein Quotient von ¥, ist. Das sell
natiirlioh insbesondere beinhalten, daB die Verbundhomomorphismen

x
p,_g ( ﬂx ) - > ﬂ F
fir A<3 mit der Algebra-Struktur vertrdglioh sind. 1ln nahe-
liegender Weise definiert man den Begriff des «4* -Moduls,. Die
betraohteten tﬂx -Moduln seien alle graduiert mit kohidrenten
homogenen Komponenten.

Ein A¢-Modul heiBe frei, wenn er eine direkte Summe von
Moduln der Form p* ( Fy ) ® O P mit freien @,‘-Moduln Fu
*
ist.
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Eine \ﬂ, ~Algebra nennen wir frei, wenn eie ieomorph let zu
der symmetrisohen Algebra S Ay ( F¢) iiber einenm freien
. —Modul & , wobei %1 -0 fir 130, 14 Gegeneatz dazu eoll
eine 4, -Algebra By lokal frei heiBen, wenn B eine
freie tﬁ&'x-llgebra iet fiir jedes &€ A ung xew::x

Analog Ubertrédgt man den Begriff der (DG)-Algebra. Eine
(DG)-Algebra eei eine graduierte antikommutative Ow -Algebra
zZusammen mit einem Syetem vertridglioher 0' -Derivagionen
8, -ﬂ.\——-p.ﬁa vom Grade 1 mit saao. Wie‘in §1 definiert man
auoh den Begriff dee Homomerphismus wvon (DG)-Algebren, dee
(DG)-Module, ete.

Sei WA——By  ein Homomorphismue von (DG)-algebren. Wie
in §1 wollen wir unter einer Reeolvente von By iiber sy eine
lokal freie s -Algebra R, zueammen Bit einem surjektiven
Ax ~Homomorphl emue Ry —» Bx verstehen, welcher ale Homomor—
phlsmue von Komplexen ein Qnasiiso-orphiemus ist. Eine freie
Reeolvente habe nooh die zusdtzliche Eigensohaft, da8 R, eine
freie Ui, -Algebra im obigen Sinne ist.

Ee eollen nun die Sdtze (1.4) und (1.6) auf unsere neue
Situation Ubertragen werdem. Dabei werden wir die folgende
Konstruktion benstigen. Fiir eine (DG)-Algebra R4 iiver @w sei

} '
- »*
. Pag (Re) falls B2«
* R o -
q™( “)B b
(pwp sonst
a* ( R« ) ist in naheliegender Weise eine (DG)-21gebm iiber @w .
Khnlioh wie bei dem Funktor »* bei Yoduln hat man fiip jede g
weitere @W,. -Algebra f, ez=ze Bijektion
H “(R ) 2
om 0w*-A18(q { ~ )’ » ) Hom 0" —Als( ‘RKt ﬁ()°

~ Dahei bezeichne Hom ,_ auf =eiden Seiten die Mergze der (DG )~Homo-
morphismen.

(2.7) Satz: Jede (DG)-Alge=ra By iber der (>3)-A1gebra A,
besitzt eine freie Resolven<ze.
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Beweie: Wir bemericen zundohet, da8 die Behauptung fiir Jjedee &
gilt, daB ee aleo etete eine Reeolvente R, von B. iliber A,
gibt. Diee beweiet man v61llig analog wie (1.4), wobei man nooh
Theorem A und Theorem B fiir eteineche Kompakta zu verwenden
hat.

Den allgemeinen Fall reduziert man mit einem einfachen
1nduktioneargument auf die folgende Aueeage: Iet Ky — By
ein (IG)-Morphiemue und iet Ru—Bo ein eurjektiver
Quaeiisomorphiemue fiir [x! < n,, eo gibt ee eine freie
Ax -Algebra R, und einen S -Homomorphiemus R ,—>Bx
derart, da8 R,.——38. ein eurjeitiver Quaeiieomorphiemue
tir jw < n +1 iet. Zum Beweie dieeer Aueeaée wihlen wir fiir
lwl=2 +1 eine freie u4,-Algebra R« » welohe eine Reeolvente
fir 3, jet. Dann iet - &*:sq"(&« )®q" (A )J-}* “eine
freie Ay -Algebra,und de? Homomorphiemue R .—8Bx induziert

“einen 4, -Algebramorphismus Ruag=——>Bx . Offenbar leietet

R« y dae Gewiineohte. Dabei eei @ das
« =ng+1
gefaserte Teneorprodukt liber ‘ﬂx. - Man beaohte, daB dieees
Teneorsrodukt fiir Jeden 1lndex endlioh iet!

dann .2; =

(2.8) Satz: Gegeben sei ein kommutativee Diagramm von (DG)-

Algebrsn
‘ﬂ» f*

| B ' |
'Rx- —_x B,

wobei X eine freie A ~Algebra und P ein surjektiver Quasi- ]
isomor:hismus ist. Dann gibt es einen ;ﬂ. -Homomorphismus :

p: Re——F¢  von (DG)-Algebren mit By = y.

Beweis: Mit einem einfachen Induktionsargument sieht man,
daB es susreicht, die Behauptung fiir den Fall C
R, = 5_.3* (pX ('}:‘)@'W;}I,)mit einem freien ~Modul % zu zeigen.
Dann ist aber R, =q* ( R, )Qq* (Ao )uﬁ. . Es geniigt daher,
einen 4 -Homomorphismus R ~E*— Fx  zu konstruieren mit
B« ¢. = Yy - Das beweist man aber véllig analog wie (1.6),
wobei nan wieder Theorem A und Theorem B fiir steinsche Kompakta
Zu vervenden hatl
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(2.9) Bemerkungen: (1) Iet R, eine freie (DG)-Algebra iiber

A, , eo ist offenbar L2104, ein freier (DG)-Modul iiber Ry
Dies wird im folgenden héufig etilleohweigend benutzt.

(2) Seien W, = {W ] we a Ve=1Vsl g ¢ p simpliziale
Sohemata steineoher Kompakta und g8:Wy;— Vi ein Morphismue
mit der zugehSrigen Abbildung v :A;—B,der lndexmengen. Seien
.A* eine (DG)-Algebra iiber (9v* und R* eine freie vq* ~Algebra,
Dann iet i.A. g* ( Ry ) keine freie g¥ ( Ay )-Algebra. let
allerdinge T injektiv, so eieht man leioht, daB mit R auch
. g8¥( Ry ) frei iiber g*( Ay ) iet. Die enteprechende Bemerkung
gilt auwoh fiir Moduln,

'(2.10) Definition: Sei f£:X—>Y ein Morphiemue komplexer
Réume. Unter einer Reeolvente’g von X iiber Y verstehen wir

(1) Eine lokal endIiche Uberdeokung '.7(=-(Ki)i e 1 von X durch
eteinsohe Kompakta. X, eei dae zugehsrige eimpIiziale Sohema
steineoher Kompakta. ’

(2) Ein kommutativee Diugramm
x‘gi—’w*

fre

£ 3

wobei Wy ein eimpIlizialee Sohema eteinscher Kompakts, i eine
abgesohIossene Einbettung und f eine glatte Abbildung ist.

(3) Eine Resolvente R, von Ox* iiber Ow‘ .

Da:.bei nennen wir ¥ glatt, wenn fiir jedes « ¢ A und Jedes xé& Wy
O . . . s (9 P . .
W ,x oin freier Potenzreihenring iiber 1,%, (x) ist

Sei
r—E& ,x
: ] h
Ny
ein kommutatives Diagramm von kompIexen Riumen und ' bzw. g eine

Resolvente von X' iiber Y' bzw. von X iiher Y. Unter einem
Morphismus g'ﬁG—gq iiber (g,h) verstehen wir

(1) Eine Abbildung 1'—5— 1 mit B(KI)E Koy fiir i€,
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~
(2) Einen Morphiemue w;,_——-s——. W*., s weloher dae Diagramm

X}, ——— W, ——— Y

g §l b

x* —i W, -+ Y
kommutativ maoht,

(3) Einen Morphiemue von (DG)-Algebren g *( 3..)—; R," ’
weloher dae Diagramm

E¥(Ry) —— R,

l
g (Op, —

kommutativ maoht.

Wir wollen zeigen:

§2.’i12 Lemma: (a) Jeder Morphiemue f:X—Y zwieohen kompIexen
Riumen beeitzt eine ResoIvente. .
(b) let
X—£8 ,x
e |t
B,y
ein kommutativee Diagramm kompIexer Riume und q eine ResoIvente
von X iiber Y, so gibt es eine ResoIvente 5' von X' iber Y' und
einen Morphismus Q'-'—-G—»g iiber (g,h).

' G
(o) Sind r—_— zwei Morphismen iiber (g,h), so gibt es
: Go

eine Resolvente 9" von X' iiber Y' und ein Diagramm

9'
]
t L) T
g
welches fiir i=1,2 kommutativ ist und‘vobei die Morphismen zwisohen
Q' und g" liber der ldentitit Iiegen.

(d) Sei G eine ResoIvente von X iiber Y und (3' eine Resolvente
von X' iiber Y'. Dann gibt es eine Resolvente g" von X' iiber Y'
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und Morphismen 9"—— @' sowie g"—-.g tiber (id,id) bzw. (g,h).

Beweis: Wir zeigen zuniohst (b). Sei g durch die Daten

'J-(_--(Ki)j_e o Xy y Wy = fw,3 acp und Ax gegeben. Wir wihien

eine iokal endiiohe Uberdeokung "K'-(K&) jeg von X' durch

steinsohe Kompakta, weiohe feiner als die Uberdeokung (g~(k. )
idi

¢ I

ist. © :J-T sei eine Verreinertmgsabbiidung. Perner sei die
Ubexdeokung so gewidhlt, daB es Umgebungen U’ won K5 in X' und

abgesohlossene Einbettungen Cr‘!j:UEj—i G;j in offene Teiimengen

. N .
eined ¢ 9 gibt. Sei X' = {xy ] B ¢ g 4as zu X' gehdrige simpiji-

ziale Schema. Fiir B € B seji
1] *x 1]
w’ * (x’ ? oG'p x Y' waf(p ))
mit 9', :’;['[3',(”'3 Gj- Dabei betten wir X; in G} x Y x
. ' £ &

die Komposition von h—=— xm mit der Einbettung X <,
bezeiohne. Dag X3 inGhLx Y X yW o o
ist, foigt aus dem Satz von Siu [#4 ] . Die Abbiidungen
Wy— Wy flir y<PB seien die durch die Projektion

' ' K
GFYY war(a)“’ G}.X Y'x YW tv(x)
induzierten Morphismen. Die Pro;jektione’q_ auf Y' bzw. W T(p

ein vermige der Abbildung n:'j cp Pixtxo ',-wob'ei_c':X'f.—»w

©(g)
(B)

ein steinsohes Kompaktum

ergeben Morphismen Wi—Y' bzw. Wy—-E— W, derart, daB das

Diagrm

YWy 1

sl g  |»

X W,—— Y

kommutiert. Sei R} eine g *( Ry )-Aigebra, weiche eine
Resolvente von Oy, iiber Wy 18t. Offenbar definieren die

»
Daten X', W} , R} eine Resoivente g' von X' iiber Y' mit den

veriangten Eigenschaften.

Wéhit man in der Aussage von (b) fiir X und Y den einpunktigen
reduzierten kompiexen Raum und fixr ly die triviaie Resoivente,

so folgt aus (b) insbesondere die Existenz einer Resoivente
fir X'/Y'. (a) ist daher ein Speziaifaii von (v).

zu (c): Die Resolventen g' bzw. 9 seien durch die Daten
H'y Wy , Ry bzw. K, Wy , Rx gegeben. Sei dann WY :=Wj X
und o' :Wi-—s Wi bzw. W:iWy— W, die Projektion sowie Xy

W

YV ‘
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der zu der Uberdeokung 7(";=(K3 ng‘1(Ki) )i, p gehdrige Unterraum
von Wy . Ferner sei

Ry w (R ) @, wHC Ra)
und \7; eine freije JZ.;‘_' ~Algebra, we;ohe eine Resgoivente fiir
OX", iiber Ow,.’ ist. Wir definieren dann 9" ais die zu den
Daten X", WY , J, gehdrige Resoivente von X' iiber Y'. Es seien
' und T die duroh die Projektionen induzierten Morphismen.
Der Morphismus H,' sei foigendermafSen definiert. Die Abbiidung
E,,:w;——» W5 sei der Graph des Morphismus a:w;—-. Wy . Da die
zugeh6rige Abbiidung der indexmengen offenbar injektiv ist, haben
wir in 'ﬁ',,"(f;)_ eine freie ‘1'1'1*(3.,',' )-Aigebra, vgi. (2.9),(2).
Nun induziert die Abbiidung E,' ARy )——s R4 einen Homomor-
phismus 'ﬁ',"( Ry )— R, , weioher das Diagramm mit den durch-
gezogenen Pfeiien

B R ) ——my

J— ”a l
4
-
Lo
L

BT ) —— g,
kommutativ macht. Daher gibt es einen Morphismus von (DG)-Algebren
’1‘1'1*( T )——RL , wie gestrioheit angedeutet, derart, da8
obiges Diagramm kommutativ bieibt. Anaiog definiert man den :
Morphisms Hy.Damit ist auch Aussage (c) gezeigt.

Der Beweis der Aussage (d) veriiuft v6iiig anaiog wie der
erste Teii des Beweises von (c)!

(2.12) Bemerkung: Die obige Konstruktion zeigt insbesondere
die Existenz von Resoiventen von X/Y, tir die (2 y ein
projektiver &y -Modui ist. Betrachtet man in (b) den Faii -
Y=Y', so zeigt der Beweis, daB es stets Resoiventen g]' von
X'/Y' tiber §§ gibt, fir die "Q‘R; /R, ein projektiver
Ry -Modui ist,

Im néchsten Paragraphen werden wir Tangentenfunktoren fiir
Morphismen kompiexer Riume definieren. Wir werden dazu den
Begriff der Resoivente einer Abbiidung bendtigen. Sei f:X—Y
ein Morphismus kompiexer Riume tber Z.

(2.13) Definition: Unter einer Resoivente Ie=(G 41 J2sF)

von f£/Z verstehen wir eine Resoivente CU’ q von X/Z,
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eine Resolvente Y, von v/z und einen Morphismue
F: 9,
iiber (£,1d).

SBeien (, und I «(q 35, 9 5+F') Resolventen von £/Z. Unter
einem Morphismus von g: ‘'naoh 9”% versteht men Morphlsmen
9i— 9’1 ber (id,id) (i=1 +2), welohe das Diagramm

9r— 9
P 1 12
go— 9,
kommutativ maohen.

Khnlloh wie oben gils:

£2.74) iemma: (a) Bs &ibi stets Resolventsn von f/z.

(b) Slnd g%, d, Resolventen von £/%Z, 8o gibt es eine
" =
Resolvente q, und Morphismen g;"__,g; ’g;.__,gx .
(o) sind 9} , g, Resolventen von £/7 und "=} g, zwei

Morphismen, so ‘gidbt es eine Resolvente g% von £/Z und ein
kommutatives Diagramm

o
> :
nN

Beweis: (a) folgt leisht ays (2.11),(b). Die Beweise von (b)
und (¢) verlaufen entsprechend wie die Beweise von (2.11), (o), (a)!

%

C. Dexr Kotangentenkomglgx

Sei f:X—Y ein Morphismys komplexer Rdume und 9 eine
Resolvente von X iiber Y, gegeben durch die Daten 'J(:(Ki)i €19
Wy s Ry o Mit D(X) wollen wir im folgenden die derivierte
Kategorie von Mod(X), den Ox-Moduln bezeichnen. Ferner sgei

D7(X) bzw. D*(X) die Unterkategorie von D(X) der naoh reohts
bzw. naoh links beschrinkten Komplexe.

(2.15) Deflnition: Der Komplex
. O
O (pyr § O

in D(X) heiBt der Kotangentenkomplex von X iiber Y und wird
mlt I‘i/Y bezeiohnet. ’

Dabel sei C°(-+-) der zu «e- gehoérige éeohkomplex, vgl. (2.5).

Wlr miissen zeigen, daB I'i/I wohldefiniexrt 1st, d.h. nioht
von der Wahl der Resolvente abhéngt. Ferner wollen wly zeigen,
da8 der Kotangentenkomplex funktorlell in X und Y ist. Dazu
stellen wir die folgenden Betraohtungen an. Sei -

X—E& ,x

1'1 . if

YY—=y

ein kommutatives Diagramm komplexer Riume. Wir wihlen Resolventen
g ' von X' iiber Y' und. @ von X iiber Y derart, da8 es elnen
Morphismus g'—G—»g iiber (g,h) gibt, @ bzw. (' seien
duroh die Daten 'J{=(Ki)i¢ X oWe ={We ] ¢ a bzv.
'Jt'==(l(‘!j):j X s Wi ={ Wy ] s8¢ B 8egeben. Es bezeiohne IIZ.'g
den Komplex

¢ C g,y O, @x, )
entsprechend I, . Man iiberlegt sioh leioht, daB der Morphismus
der Resolventen einen €,,-Homomorphismus

8" (Ty)—4r1g, |

induziert. Wir wollen zeigen:

(2.46) Lemma: (a) Sind g, 9' Resolventen von X iiber Y und
ist G: g'—-;g ein Morphismus iiber der Identitdt, so ist
dG:L'—-;Lfa, ein Quasiisomorphismus.

?

(b) Sind G1+Gp: §'=g zwei Morphismen iiber (g,h), so sind
die induzierten Abbildungen

dG,,d6,:g* (Lé y_ Ly

als Morphismen in D (X') gleich.
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Beweis: zu (a): Es bszsichns r :J—I dis zu G gshiérigs
Abbiidung dsr Indsxmsngsn. Fiir x€X und j€J mit x GK.!j bstrachten
wir das fcigsnds kcmmutativs Diagramm.

. €
X — Ry/v Oxy @xi)"
aG . l dGi
. 4

webei j:= T(i) ssi und g, bzw. €, dis Projskticn bszsichns.
Nun ist aufgrund dsr Aussagsn ven §1 dGi 8in Quasiiscmcrphismus,
da dis bsidsn rechtsn Kcmpisxs nach Kenstrukticn cffsnbar
Kctangsntsnkcmpisxs fiir dsn ickalsn Ring Ox,x iibsr OY,f(x)
sind. Es rsicht dahsr zu zsigsn, daB die Abbiidungsn €4 und €>
Quasiiscmerphismsn sind. Wir zsigen diss fiir dis cbsrs ‘Abbiidung.

Fir jsdss x € A mit x€X, sind dis Mcduln ( "Q'R,(/Y ®Rb Ux* )y

"Ketangsntsnkompisxs der anaiytiscrsn Algsbra Ox,x ibsr 7,5(x)*
Aus dsr zu dsm Deppelkcmpisx G*(J[L Ru/Y @R, O X ) gshérigsn
Spsktralssqusnz fcigt dahsr ieicht, daB €4 sin Quasiiscmcrphis-
mus ist. Man bsachte, daB disss Spsktralssqusnz kcnvsrgisrt, da
die Ubsrdsckung K ickal sndiich war!

zu (b): Nach (2.11) gibt 8s eins wsitsrs Rsscivents g" ven
X' dhar Y' und sin kcmmutativss Diagramm

g' A By || \?g
'1]'\ g"/ﬂ"

wcbei dis Mcrphismsn zwischsn g' und Q“ iibsr dsr Idsntitit
iiegen. Hieraus srgibt sich sin kcmmutativss Diagramm ven

Kemplsxsn
L.,
id 7 '\‘162
c].G,1

Cg¥ ()

AN

Iye

wcbei dis Mcrphismsn zwischen L7, , und L°. , aufgrund ven (a)

2 Z
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Quasiiscmerphismsn sind. Daraus 8rgibt sich isicht dis Bshauptung.~

Aus dsm cbigsn Lsmma srhaitsn wir nun mit Ubiichan Schiiisssn
dis Wchidsfinisrthsit dss Kctangsntenkempisxss L:,.. Da fsrnsr
dsr Kcmpisx L% sin fiachsr O g-Mcdui ist, stsiit g* (L‘g)
sinsn Rsprédssntantsn ven __I_:g* (I‘i/Y) dar.

Wir fasssn das gswcnnsns Ergsbnis zusammsn:

(2.17) Satz: Dsr Kctangsntsnkempisx I‘i/Y ist wchldsfinisrt.
Fir jsdss kcmmutativs Diagramm .

—B ,x

|

Y

~hat man eine kancnischa Abbiidung

» hd *I‘.(EL, b
Lg* Cy/y) Lyper o
Disss Abbiidungsn sind mit Kempesiticnsn vertriigiich, d.h. ist
x"‘h.x'
Yﬂ_ﬁ_. Y
8in wsitsrss kcmmutativss Diagramm, sc ist

L°(h)°H(L*(g)) = L*(geh) -~

(2.18) Bsmsrkung: Dsr Bswsis ven (2.16),(a) zsigts, daB I‘i/Y
halmwsiss sin Kctangsntsnkcmpisx fiir dis zugshérigs Abbiidung

anaiytischar Aigebrsn OY ,{’.(xjﬁ’ Ox \x ist. Daraus fcigt
spszisii, daB die Gruppsn Hl(I.i/Y) vsrschwindsn fiir i > O, Dahsr
ist Lj,y in D7(X).

Wir kénnsn nun dis Tangsntsnfunktcren und Kctangsntsnfunktcrsn
Ti, T T Ti definisrsn.

(2.19) Definiticn: Ssi £:X~——Y ein Mcrphismus kcmplsxsr Riume
und A sin OX-Mcd.ui. Dann ssi

™ x/1,u) ;- Extj'@x(li/pdl)
i i .
T2X/Y ) 2= &t ) (L pgy ll)




o
Vi) = Tor X oy .

Ist X endiiohdimensionai, so kann man auch Funktoren T, (X/Y, )
definieren durch

T/ im BRI (55, 8 L))
vgi.[21] i1 §2.

Aus den Definitionen foigt sofort:

(2.20) Satz: Sei

O — Ml — sl —y e, 0

eine exakte Sequenz von @x-Moduln. Dann hat man iange exakte
Kohomoiogiesequenzen —

R € 72 VLD T RN, LI i ¢ 7 YT PR

“"—'G’i(MsUu')—" J'i(X/Y,JL)-—; J’i(X/Y,&");—’J;'__1(X/Ys‘u' )_4"‘ =

Anaioge exakte Sequenzen gibt es fiir die Funktoren '1‘i und, faiis
X endiiobdimensional ist, auoh fiir die Funktoren Ti.

Wir woiien nun einiée eiementare Eigensohaften des Kotangenten-
kompiexes herieiten.

(2.21) satz: (1) Man hat kanonisohe Isomorphismen
TO(X/Y,.M) ==‘IZ'X/YQ(DX'M'

J’O(m,#) = %’n-gx(‘zx/iju’)

°(X/Y, M) = Hom Ux(‘Q'X/Y"“) .
(2) Es gibt eine Spektraisequenz
B39 - BUX, TP(x/Y, 1)) = TP+q(X/r,.xL) .
(3) Die Garben T p, T P sind kohirent und verschwinden fiir p <0,
(4) Ly /Y,x ist ein Kotangentenkompiex fiir
OY,f(x)—_—’ DX

x °
(5) Fiir einen giatten Morphismus Xio! giit
Tix/y,w) - T /e,y = 0
fir iz0.

(6) Ist XF,Y eine abgeschiossene Einbettung mit OX’ (Q[/ 9)] X
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so ist

2
T, (x/t,m) - 3/3 ® , Ut
N x/t,w) = Am (3 /9 2,4)
'1‘1(X/Y,.u) = Hom @x(i?/? 2,#) .

Beweis: Wir verwenden weiter die zu Beginn dieses Absohnitte
eingefiihrten Bezeiohnungen. ist 1. eine Resoivente fiir 01
fiber @w‘_ » 80 ist wie im ietzten Teii des Beweises von (2.16)
die Projektion

Qg & Oy ”Ki'_’ﬂni/r@ai b,
ein Quqsiisomorphismus. Da die reohte Seite ein Garbenkompiex
kohdrenter @x ~Moduln ist, weiohe halmweise einen Kotangenten-
kompiex bilden, srhaiten wir unmittelbar (3) und (4) und-aus den
entspi'eo}ienden'-Aussa'gen-:fiir4den'iokhl"en Fali (vgl.. (1.15)) auch die
Aussage (5). Die Spektralsequenz (2) ist die {ibiiche Spektral-
sequenz fiir das Ext von Kompiexen. Zeigen wir nun (1). wir
haben eine kanonisohe Abbiidung

c( R /Y ®le OX* )"“"C'(-Qx* /Y) .
Da G‘(.Q.x /Y) eine Aufi3sung von AQX /Y 1st, erhalten wir in
D(X) eine Abbiidung
Ly gy
weiohe haimweise einen Esomorphismus J° c,(X/Y, OX)—o "Q'X /Y
induziert, wie aus dem iokalen Fali (1.15) foigt. Daraus ergibt

sioh (1).

Um (6) zu zeigen, wihien wir eine iokaiendiiche Uberdeckung
Ra{ K1 i¢1 Von X durch steinsohe Kompakta. Sei A die Menge
aiier Teiimengen « & i mit Ky := (3 K;## und X, das zuge-
hérige simpiiziaie Schema steinscher Kompakta. Ferner sei

CWe={w,1 ac 4 Begeben durch

Wx =(Ky , OIK, )
und  Ry— Oy, eine Resoivente von OX* iiber 014 ¢ + Offenbar

iiefern dann die Daten '.7(.,‘1;, ’ R* eine Resoivente von X iiber Y.
Das Differentiai auf Ry, induziert eine kanonische Abbiidung

Dy 8, G, —— 3% (2/32)
wobei 3* (7/%2) den OL -Modui { (F/7 2)]1{,,}“ bezeichne.




Hieraus erh&lt man einen Morphismus

1n D(X), weloher halmwelse einen Isomorphismus
H1(I'i/y)—> 3/32 induzlert, wie aus der entsprechenden

lokalen Aussage folgt. Wegen

B°(Iai /Y)=° ergidt sioh daraus (6).

(2.22) Bemerkungen: (1) Die Funktoren T; versohwinden i.A.

nioht fiir 1< 0, Sel beispielsweise x der einpunktige Raum mit
redugierter Struktur und X eine glatte kompakte Riemannsohe

Oy) = B'(X,Q4) # 8%x, 0S¢ 101
(2) Die kanonisohe Abbildung

Fléohe. Dann ist T_,(X/%,

T, (X/Y 2 )— &

ist i.A. kein Isomorphismu

mannigfaltigkeit s Welohe durc

x1 8o, M
1st etwa X<—Y eine komplexe Unter-
h das 1deal % ¢ (9Y definiert wird,

so ist Lins3/3 2, wobei wir /% 2 a1 Komplex auffassen,
weloher im Grad -1 konzentriert ist. Folglioh versohwindet
TO(X/Y,Q()=H1(X,9 /3 2) i.A. nioht. Pir eine elliptisohe Kurve
Xs Y: beispielsweise ist /7% 2= 0]‘(-3), wie man leioht

ausreohnet. Daher ist H1(x; I/ 2)=H°(x, (ﬂx(B)) ein Vektorraum

positiver Dimension,

Wir wollen nun eine zu (
welche die Kotangentenkomp

1

-14) analoge Sequenz herleiten,

lexe dreier komplexer Riume verbindet.
Wir fixieren zuniéiohst die Bezeiohnungen. '

§2.2§2: Sei f£:X—Y ein Morphismus komplexer Riume iber Z und
9x "(q‘l’ qa,F) eine Resolvente fiir £/Z. Es sei 91 bzw. gZ
duroh die Daten X=(x,), €1 Wa=1¥W,eTuca s Ry baw.

b S

:c=(I';])jeJ’ Ve ={Vv; } 8eB' Jx gegeben. Wir wollen voraus-
L2 R/ f¢ Projektive Moduln iiber B

- setzen, daB ..Q.:& /7, und
. bzw. Ry sind, vgl. (2.12

).

Insbesondere ist dann natiirlioh

W —=—93 Vy eine glatte Abbildung. Es bezeiohne r A B,

die zu f gehdrige Abbildung der lndexmengen. Sei W',,_ der Unter-

raum { W, Xy Yot ) ] «ep VOn Wy . Offenbar induziert
T (x

die Projektion auf' y eine
(DG)-Algebra Ry:= [ R,

Resolvente fiir O;’-*———)

glatte Abbildung Wy — Y, und die

er(x)@%(‘x)} weca 18t eine

Xy

» Wie aus dem entsprechenden lokalen
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Fall (1.8) folgt. Daher bilden die Daten K, W, , R, eine
Resolvente fiir X/Y. Man hat eine exakte Sequenz

0—F*(.Q, 2./2 ® £ A 02, )'—"-Q'R./z ® Ry Ux,
aQ
. — L x/x ® x % —o
woraus sioh eine exakte Sequenz von 5eohkomp1exen ergibt:
O-#O‘(T"(ﬂ %/z Q’.‘ OY; )——oLi/z-—oLi/Y—;O -

Wir wollen zeigen, daB der linke Komplex ein Reprdsentant fiir
_L;“_(Li /z) ist. Das ergibt sioh aus dem folzenden .

(2.24) Iemma.: Die kanonisohe Abbildung .
e (g, 8, O ))— 0(F* ( Lp®e Op

ist ein Quasiisomorphismus.

Beweis: Sei xe X und ¥:=£(x). Man hat halmweisge gegen die
Kohomologie beider Komplexe Spektralsequenzen mit quao fir
p#0 und

0
E2q=Tq( mY,y/ @z,z’ (Qx,x)
da die () /2 ®% ) @Y)y flaoche 0¥’y-Moduln sind, welohe
Kotangentenkomplexe fiir & Y,y/ Oz’ 5 Sinds

Damit haben wir gezeigt:

(2.25) Satz: Seien X —f—’Y L5z holomorphe Abbildungen
komplexer Rdume. Dann gibt es fiir geeignete Reprédsentanten
der Kotangentenkomplexe eine exakte Sequenz

O=LE* (By/5)—Lg/; —If y —0s
Hieraus erhdlt man beispielweise fiir jeden @x—Modul v/
lange exakte Sequenzen
oo o™ (X/Y Ml )—s Ti(x/z,d)—-)r:xtlax(;f *(Ly ) s lt)

~

— Py el
analog fir die Funktoren Ti’ T3,

Wir wollen nun noch das Verhalten des Kotangentenkomplexes bei
Basiswechsel untersuchen.




(2.26) satz: Seien X—I, Y, '—B,y Morphismen kompiexer Réume,
Xk=X xYY' und 9' die Projektion auf den ersten Paktor, Es sei ¢
oder g fiaoh. Dann ist die kanonisohe Abbiidung

29" @0 — I3y

ein Quasiisomorphismus.

Der Beweis ergibt siob sofort aus der entsprechenden iokalen
Aussage (1.16) &

§3 Die Punktoren T und Deformationen von hoiomorphen Abbiidungen

A. Die Punktoren Ti(£/7,—)

Wir woiien in diesem Absohmitt &hniioh wie in §1 D fiir hoiomorphe
Abbildungen x—’_-»r ~£ 7 zwisohen kompiexen Riumen Funktoren
Ti(t/z,—) definieren. Wir bendtigen dazu einige Vorbereitungen.

Seien A, B abeisohe Kategorien und
G: 83— 4

ein additiver Funktor. Wir biiden die foigende Kategorie £ . Die
Objekte von £ seien die Tupei (M,N,ép), wir sohreiben hiufig
auoh nur kurz (M,N), wobei L ein Objekt von 4 , N ein Objekt
von B und ¢p ein Eiement von Hom , (G(A),UL) ist. Sind
La(l£, ¥, <p) und L'=(lt' M, ycp') Objekte in £, so sei
Homc_ (x,1') die Menge aiier Homomorphismen
(x,B8)¢ Honfﬁ (l,u0) x Hom g (W#,H') derart, daB das Diagramm

ew) —EBI, o)
¢ | |

M —=

kommutiert. Man sieht ieicht, daB auch _C_ eine abeisohe Kategorie
ist. Ferner giit:

-(3.1) Lemma: (a) Besitzen ﬁ und _K.genﬁgend projektive Objekte,
so auch £ ,

(b) Jedes projektive Objext von € hat die Gestalt
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(2,0,0)6(6(& ), @ ,1d), wobei P ein projektives Objekt von 34
wd & ein pryjextives Objekt von 8 ist.

(c) Es geba ainen zu G adjungierten Funktor F derart, daB
fir MEOD(A) und  Neob(B ) giit:

'Homﬂ (GWr), ) & Hom{( S, P(LL)) .

Ferner mégen Z_ und 8 geniigend— vieie injektive Objekte besitzen.
Dann besitzt quon £ geniigend vieie injektive Objekte.

(d) Unter dap Voraussetzungen von (o) hat jedes injektive
Objekt in € die Gestait (% ,r(3 ))&(0,3 ), wobei # ein in-
Jektives Objeky von A und ? ein injektives Objekt von B ist.

Der Beweis dieser Aussage veriuft &hniich wie der Beweis
von (2.2) und (2.3), Bemerkung (3) und sei dem Leser vberiassens~

Sei £:X—Y nin Morphismus kompiexer Rdume liber Z. Wir wenden
die obige Konghpyxtion an auf die Kategorie # =Mod(X), B =Mod(Y)
und die Punktqpepn F=fy , G=£¥* ., Naoh dem obigen Lemma besitzt
dann & geniigend vieie injextive Objekte. Daher ist der Funktor
Home (=,-) ableitpar, '

£3.2) Lemma: gej g‘=(g1,q2,ﬂ) eine Resolvente von f/Z. Dann ist
der Kompiex Ly sa(Ly LS )
“ ¢ 71"

als Objeky von D7(€ ) (bis aut eindeutig bestimmte Isomorphie)

e

unabhdngig von der Wahi der Resoivente ‘?* von £/Z.

Der Beweis digser Aussage veriduft v61llig analog zum Beweis
von (2.16)

Die foigende Definition ist nun sinnvoii,

=3) Definition: Fiir einen (9Y—Modui N sei

i

T2 = B (L, (X W) ,0)
Wir woiien nwn yie ip ickaien Fali (1.18) iange exakte Kohomo- .

logiesequenzen herleiten, welche die Tangentenfunktoren von

Abbiidungen mi{ den ip §2 definierten Tangentenfunktoren von
Riumen verbinds,,




A
(3.4) Satz: Fiir Jeden @Y-Modul\/gibt es lange exakte Sequenzen
s YR )t (272, ) P (12, My s
4 x/x, 2% (W))—peee |

Bewels: Fiir eine offene Teilmenge U von Y bezeiohne &
die Garbe, welohe @U auf U und C auBerhalb von U ist. Je&er
Komplex von @Y—Moduln mit naoh reohts besohridnkter Kohomologie
148t sloh aufldsen duroh einen naoh reohts besohrinkten Komplex,
welcher direkte Summe von Moduln des obigen Typs ist, vgl. 1 ]
Chapt.1I , prop. 1.2. Sei nun g* =(@1, ga,F) eine Resolvente
von £/Z.und ./V‘;) I.‘92 eine AuflSsung der besohriebenen Art.

Y :t */(.Af“)—-) L'.g“ bezeiohne die Komposition von £ # (o) mit

‘dem durch P lnduzierten Homomorphismus £% (L;g )— L'; .
2 1
Aus (2.25) folgt, daB der Abbildungskegel von ¢ isomorph zu

Li/Y ist. Daher ergibt sioh die Aussage aus dem naohfolgenden
Lemma .~ . .

(3.5) Lemma: Seien X,Y,2,4,8,L wie oben, ferner (UL°, ")
bzw. (R *, £ °) naoh reohts bzw. naoh links besohrinkte Komplexe
in @ . Dabei sei N#'* alg O ~Modul eine direkte Summe von Moduln
der Form OY,U’ wobei U in Y offen ist. Ferner sei F* der
Abbildungskegel fiber dem Homomorphismus £ % (#*)—L_, ¢ -,
Dann g_ibt es eine lange exakte Kohomologiesequenz

Cee—} ktl@x(y.sk.)—’EXtE ((#',.r).(“'.f'))———)

Extlh, (#*, 2 s Extit1(Fe Ro)ey oen
Oy Ux

Beweis: Cffenbar diirfen wir zum Beweis ohne Einsohrdnkung
annehmen, da8 (R°*, ¥°) ein Komplex von injektiven Cbjekten in
L ist. Aus der exakten Sequenz

O [T FC11 T, %y _uc

erhdlt man einen Quasiisomorphismus J° —Xy ¢ ™), wenn
(1) den Abbildungskegel iiber ™ bezeichnet. Ferner hat man
eine exakte Sequenz

(%) C—’f"(.//‘)—go C(w)—F-—c .

Nun gibt es eine Homotopie h von C*(m ) derart, daB das Diagramm

A —2 ()
P I [ ~id+h? + 2h
t* ()L coqr)

kommutiert. Man wdhle etwa fiir h den Homomorphismus
CUT) = AP @ £* (™) @ 2 * &)
—_ cn--1(",) _#n-1 o z* ) e e * wn-1)
(x,7,2)—— (C,z,C).

Daher sind die Cbjekte (L', N',¢p) und (C*(w ), N',B) in D(E)
isomorph. Aus der exakten Sequenz (%) erhalten wir eine exakte
Sequenz von Komplexen

C-—)Hom'ax( ¥, 3')——)Hom‘? c(m),/),( R, ")) ~
—-)Hom'@Y( Ny L)—iC.
Aus dem ersten Komplex bereohnen sioh die Gruppen Extl@ (F,R%),

aus dem zweiten die Moduln Exté W’y ) (R, #£°)), so0 daB
wir nur nooh zeigen miissen, daB sioh die Gruppen Extl@Y( N, Tr°)

aus dem letzten Kompiéx ‘bei'ebhnen.' Hierzu reioht.es offenbar zu
zelgen, daB fiir einen Modul der Form 0Y U und einen welken

9
@rModul b die Gruppen

i
Ex'b(g Y( @Y,U’ t )
versohwinden fiir i> C. Nun hat man aber eine Funktorisomorphie
Hom @Y( @Y’U,—-) = HO(U,—') .

Daher ist Extioy(OY’U,.;(,) = 5i(u, L) = ¢ fiir i> Com

(3.6) Bemerkungen: (1) Man sieht leioht, da8 T°(£/Z,wV) niohts

anderes ist als die Menge aller vertrigliohen Derivationen in
Del‘@Z( 0x9f‘. (‘”))x Der (gz( (9Y’ ‘/V)

ist.
(2) Fiir X=Y ist offembar Ti(2/z,4) = pi(x/z,w)1

B. Die Liealgebrastruktur

Sei £f:X— Y eine holomorphe Abbildung komplexer Riume iiber Z



und Q. =(0),,,,F) eine Reeolvente fiir £/Z, wobel 9, bzv.

4 o durch dle Daten X, Wy , Ry bzw. L, V, , S, gegeben eei.
Wir wollen voraueeetzen, daB L R/ e und 4/2 projektlve
Moduln iiber Ry bzw. J; elnd. Dann gilt:

(3.7) satz: (1) Sei M ein. kohirenter UY-Hodul.' Dann berechnen
elch die T (£f/zZ,4.) aue dem Komplex '
Der, (( Rx , T ), (F*uL), AL ))

aller vertrdgliohen Derivationen in
Dory( Ry, FAU X Dory( fo , hly ) .
(2) Die kanonieche Abbildung
Dezy(( R i ),( Ray B ))—sDomy(( & , Fi ) (O, G))

iet ein Quaeiieomorphiemue.

Inebeeondere erhdlt man aue (2) eine Liealgebraetruktur auf
p¥* (f/Z,@Y), da der Komplex Der,(( Rx , i ),( Rx, B )) die
Struktur einer (DG)-Liealgebra trigt. Zum Beweie bendtigen wir
einige Vorbereltungen.

Sei § die Kategorie aller Tupel (A, ,p), wobei L ein
@x—Hogul, N ein @Y—Hodul und <P € Hom @x(f” (W), L) ist. Ly
bzw. Qx eei die analog aue Mod(Xx ) und Mod(Yx ) bzw. Ooh(X, )
und Ooh(Y, ) gebidete Kategorie. Wegen (3.1) beeitzen £ wund G x
geniligend viele injektive Objekte und (¥ geniigend viele
projektive Objekte. Ahnlioh wie in §2,A hat man Funktoren

3¥: e——e,

I s gx 'Q
und einen Funktor 0°:D( &x )— D(C ), wobei man fiir
(M,r)cob(g)

3% (e )) =03 ey, 3% ()

definiert, enteprechend fiir Jx + 0°. Genau wie dort eind die
Funktoren Jx und ;]* adjungiert. Die folgende Auvesage beweist
man wie den analogen Hilfeeatz (2.6):

(3.8) Lemma: (1) Ee iet 0°(-) der derivierte Funktor von Ix -
(2) Sind M und N 1n € , o ist

1 % ¥ - 1 —
Extﬂ G* m,3* ) Ext, (M,N)

[ d
(3.9) Lemma: Sei P ein projektivee Objekt in &y . Dann iet
Ext};* (P,N) = 0 1> 0)

U
- fiir jedee weitere Objekt N in Q,‘. - Inebeeondere kann man die

Gruppen
Extl_e_ o (M)

fiir jedee weitere Objekt M in E;_ mit projektiven Aufldeungen
bereohnen.

Beweie: Jedee projektlve Objekt P in _C':‘ ‘hat die Form
( P ,0)8(f* (Qy ), g ) mit projektiven Moduln Pe und Cx.
Wle im Beweie von (2.4) reduziert man die Behauptung leioht auf
die Fille P=(p* (0 ),0) und P=(£* (% (U )),p% (O, ).
Sei (Rx , S% ) eine injektlve Auflleung von N'(‘//'ln'l‘jr32° Lann
bereohnen eloh im ereten Fall aue dem Komplex

Homg* (®,( R‘-\:vf*. )= HomOw“ (p™( 0H“ )’R*)
= P(W,‘ s Rot)

dle Gruppen Hi(w,( ,JY,‘ « )» Welohe wegen Theorem B fiir 1> O
vereohwinden.‘Analog eind im zweiten Fall die Gruppen Ext}‘ (P,N)
ieomorph zu HI(V, W 28 ), welohe ebenfalls Null eind fiir i >O!

Wlr zeigen nun nooh eine Auesage, welohe dem lokalen Hilfeeatz
(1.24) enteprioht:

(3.10) Lemma: Sei Wy ein eimplizialee Sohema eteineoher Kompakta,

- Ry eine (DG)-Algebra iiber Uw* , Fx ein freier (DG)-Modul

tiber 52.* » eowie My—— N ein Quaeiisomorphiemus von
(DG)-Moduln. Dann ist auch

Homa* ( ?" 9 Vu'l)‘-——-—OHOHIR¥ ( }; ’\/V*)

ein Quaeiieomorphismue von (DG)-Moduln.

Beweie: Mit Hilfe dee Abbildungezylindere reduziert man die
Aueeage leicht auf den Fall JY 0. Ee gibt eine Filtrierung

= < cee &
O-TO*..'J',“Q € Fx
durch freie (DG)-Untermoduln mit ling 3—‘.,‘_ = ¥ derart, daB die
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Quotienten Tv-ﬂ x/ ;y* die Form p* (G )®q* (Ra) Ron
haben mit einem freien R,‘ -Modul '9,‘ - Haben wir die Behauptung
fiir einen Modui der obigen Form gezeigt, so kénnen wir roigender-
maBen weitersohiieBen. Wegen der exakten Sequenz

0O—Hr—t F v+1x—_"3'y+1*/3:'& —0
hat man eine entspreohende exakte Sequenz
0'—53013& (3"V+1 */ J’V* » Uu*)'_’Hom.R* ( ';:u,./'* ’Vu‘)
——’Homx ( g:v* , Ay ) 0 .

Durch Induktion naoh V sieht man daher ieioht, daB jeder der
Kompiexe Hom o ( Fox o, Mx) exaxt ist. Wegen

}igﬂoma (Fox ,&*)-Homn* (T, lty)

foigt daraus sohon der aligemeine Faii unter Zuhilfenahme von
[ 20] 1, prop. (#.4). Wir kénnen uns daher beim Beweis auf den
Fa1l F=p¥ ( ? )@ * (R ) Ry besohriinken. Dann ist aber

Homﬁx (p* (f* )® Q¥ ( .R,()'R" v((‘\;) SHO’”R‘(( Iot’ o).

Aus dem iokalen Fali (1 «23) foigt, daB der Kompiex: :
%"‘:R..‘ ( Fxy My) exakt ist. Daher foigt die Behauptung aus
Theorem B~

Nach diesen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage, den
Beweis von (3.7) durchzufiihren.

zu(2): Sei zur .Abkiirzung
, .
Wir haben eine exakte Sequenz :
Nun sind aufgrund der Voraussetzungen :.Q 1/ ? und *-Q
Lx

freie Moduln. Daher ist auoh ( fx , £, %) in ein proaekt:.ves
Objekt, vgi. (3.1). Wir betrachten das foigende kommutative
Diagramm mit exakten Zeiien
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) “*H°‘“(‘(L&/9;~ » Re)— Hom((.sz,.Q:,@z) NE. ¥ A ))ﬁﬂom(ﬂ;/oz._ﬂ J—0

l

Oﬁﬁom(.ﬂm*/f' (Qxx)——» Hom((é ) (@x R Yk)) —_— Hom(ﬁ‘, 0 )——)0

Weii die béiden #uBeren senkreohten Pfeiie wegen (3.10) Quasi-
isomorphismen sind, giit dies auoh fiir die mittiere Abblidt.ng,
womit (2) gezeigt ist.

zu(1): Aus (3.9) foigt, daB sioh aus dem Kompiex
Hom((Z,y £;)y (£%(4)y,4,)) die Gruppen

Extg, (C Ly Li )y (2040 4 4))

bereohnen. Wir-haben nun induziert duroh den é’eohfunktor c*(=)
eine kanonisohe Abbiidung von diesem Modul in -

THE/By 4 ) = Extd (G Ly y £i ), (TN A D)

Es ist zu zeigen, daB diese Abbiidung bijektiv ist. Gegen den
oberen Modui hat man eine Spektralsequenz mit

B¢ - Extﬁ (B L ), B L%)), (E* (U ) g )
und gegen den unteren eine Spektﬁsequenz nit

289 - mxt} (T (x/2, Op), T (1/2, O, £40), 4)).
Wegen Hq(t; )=3%* (T, (x/z FHUY) und nqcfae )=a"‘( T (12, 4L)),

foigt nun aus (3.8), (2), qu;‘pq giit. Daher stimmen auoch
die w ~-Terme beider Spektraisequenzen iiberein, was zu beweisen
wars

C. Die Funktoren Ti und Erweiterungen

Sei g:Y—)Z eine hoiomorphe Abbiidung kompiexer Riume und W~
ein kohirenter 0 y Modui. Unter einer Erweiterung von Y iiber
Z duroh N versteht man einen Raum Y' iiber Z, eine abgesohiossene
Einbettung Y<——Y', weiohe vertrdgiioh mit der Strukturabbiidung
nach Z ist, und einen Qy.-ilnearen Isomorphismus ‘3 =N
wobei ’JY in 0 das Ideai von Y in Y' bezeiohne. Sel.,(l, ein
weiterer UY—Modui, Y" eine Erweiterung von Y duroh £{ und
¢ : N— AL ein Homomorphismus. Unter einem Morphismus von der
Erweiterung Y" nach Y' iber ¢p versteht man einen Z-Morphismus
I"—Y', weicher auf Y die Identitit und auf N < (91' die
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_ Abbiidung ¢ induziert, Zwei Erweiterungen desseiben Moduis ¥

heiBen isomorph, wenn es einen Morphismus zwisohen diesen
Erweiterungen iiber id, gibt. Die Menge der isomorphiekiassen

aiier Erweitertmgen von Y {iber Z durch & werden wir im foigenden

mit Ex(Y/z,4) bezeiohnen,

Wir woiien die obigen Begriffe nun veraiigemeinern, Seien
YO,Y,l,---,Yn kompiexe Riume iiber Z und
’ fn f1

Y.:Yn'h-; cee _——'YO
eine Kette von Z-Morphismen. Fiip einen kohidrenten @YO-Modul uf;
bezeiohne '”;. das inverse Biid von vVo unter dem Morphismus ]
¥i——Y,. Unter einer vertrigiiohen Famiiie Yi {1} ], von Er-
weiterungen von Y. iiber 2 duron JV'O wollen wir eine Famiiie

von Erweiterungen Yi von Yi/Z durch S, i zusammen mit %-Morphismen

£!
b4} hi-)Y:!L._,l verstehen, weiohe auf Y, die Abbiidung f; una

auf M .S O, die kanonisohe Abbiidung nach N, =r * W, )
1% %y 10 Wy

induzieren, In naheiiegender Weise erkiirt man wieder Morphismen
und isomorphismen zwisohen soiohen Erweiterungen. Die Menge der
isomorphieklassen von Erweiterungen von Y./Z durch ./V; woiien
wir mit Ex(Y./Z,JYO) bezeiohnen,

Der Fali n=1 wird uns im foigenden besonders interessieren.,
in dieser Situation woiien wir kurz von Erweiterungen von
f:=f,, iber Z durch ./VO spreohen und die Menge der Isomorphie-
klassen von Erweiterungen von f/z mit Ex(f/z,./V;) bezeiohnen, .

In diesem Absohnitt soii der Zusammenhang zwisohen den Er-
weiterungen von £/2 durch ./Vo und den Tangentenfunktoren
Ti(r/z, #,) untersucht werden, Zundohst woiien wir zeigen, daB
die Eiemente vop To(f/Z,-/V'o) in natiirlioher Weise alg Automor-

Phismen von Erweiterungen interpretiert werden kdnnen.

«11) Satz: Sei

-,
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eine Erweiterung von f/z duroh den kohdrenten (7 -Modui /V;.
Dann gibt es eine natiiriiohe bijektive Beziehung zwlsohen den
Automorphismen dieser Erweiterung und den Eiementen von
2°(t/2, M),

Beweis: To(f/Z, ./Vo ) ist niohts anderes ais die Menge der

vertrdgiiohen (95~Derivationen ( 51, § o) in
Der, ( @Y1,.(V1)x Derz(@YO,JVo) .
Jedes soiohe Paar ergibt duroh Kompos}'tion mit der Restkiassen-
abbiidung vertrigiiohe Derivationen § 1t Oy — N, . Die
Abbiidungen 1+, : in—, @yy s i=1,0, sind dann ein Auto
i

morphismus obiger Erweiterung. Man sieht ieioht, daB die so

konstruierte Abbiidung von T°(r/z,./1r°) in die Menge der Auto-
morphismen der Erweiterung bijektiv igt.-

Wir woilen nun zeigen, daB es eine natliriiohe bijektive
Abbiidung zwisohen den Mengen Ex(f/Z,JVo) und Tq(f/z,.ﬂfc") gidbt,
Hierzu benbtigen wir einige Vorbereitungen,

52.122: Sei Y ein kompiexer Raum iber 2 und 9 eine durch die
Daten K, W 5 Ry gegebene Resoivente von Y/Z, wobei der
Rx Modui L 5 projektiv ist. Sei I eip Oy-Modui und S
der zugehdrige Y, -Modul, Wir woiien Jjedem Zykei
§€ 37 (Der, ( Rx , My ))

foigendermaBen eine Erweite_rung von Y duroh JI/° zuordnen. In dem
Diagramm

cee s R] —E,R0 —, (9ge —0

O—Ny —y (9y. — & _ —0
% »
sei QY& die koh#érente @w* ~Aigebra Rg_l_'_ 2 JV* s wobei
die Multipiikation duroh
(x4n)* (y,m) := (xy,xm+yn)

gegedben sei. Die untere Zeiie in dem Diagramm ist exakt, weii
8 ein Zykel ist. Daner verkiebt  sioh die Garbe Gy, aur ¥
zu einer anaiytischen Garbe @Y' + Weiche eine Ervweiterung von
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Y durch W definiert. Man sieht leicht, daB die sc kcnstruierte
Erweiterung bis auf lscmcrphie nur ven der Kchemclegieklasse
ven § abhingt. Wir erhalten scmit eine Abbildung

Y :ml(Der,( Ry , My ) ——3 Ex(Y/2,4).
Es gilt:
(3.13) Lemma: Die cben kenstruierte Abbildung V ist bijektiv,

Beweis: Wir werden eine Abbildung
$ :Ex(1/2, W) — B (Der, ( Ry , 5 ))
kenstruieren, die invers zu W ist. Sei Y' eine Erweiterung
ven Y iiber 2 durch V', Hieraus erhalten wir eine Erweiterung

v 1, vem @Y; durch Wy . Wir betrachten das fclgende Dia-
gramm:

0 — Ay — 0, — O — ©
O —y —— O, —— 4, —— 0 |
Dabei sei Oy, := 0 x@n Oy« Aus [42] , satz (2.7)

fclgt leicht, daB Wy 5 Versehen mit der Strukturgarbe (7\”‘. ,
wieder ein simpliziales Schema steinscher Kcmpakta ist. Ferner
ist @w',‘_ halmweise eine triviale Erweiterung vecn 0\“ durch
Wy o weil Wy glatt iiber 2 ist. Aus der cberen exakten Sequenz
erhdlt man daher eine exakte Sequenz
0—— Ny —— ‘Q'W',,' /2 ®0w' wa — ..Q-w* /20

Weil .Q.wx_ /2 nach Vcraussetzung ein p;cdektiver Mcdul ist,
spaltet diese Sequenz auf. Es gibt daher eine @Z-Derivaticn
Y:Ou— W mit ylA-ia Nz o+ Daher ist die Erweiterung
Oy: trivial, d.h. es ist @w. isomcrph zu der Idealisierung
) @w: CH#] ven Oy, durch "Ny . Hiernit ist insbescndere

gezeigt, daB es einen Mcrphismus mw,, -2 (9,’.* gibt derart,
daB das Diagramm

R N A N | N Oy, —— ©

§ 1=qes |

0 —s s —ly, —— G — 0
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kcmmutiert. Sei dann §: Ry —3M  die Derivaticn %e.s .
Offenbar ist & ein Zykel, dessen Kchemelcgieklasse nicht ab-
hdngt ven der Wahl ven 7 . Wir kénnen daher der Erweiterung Y'

die durch & reprisentierte Kchemclcgieklasse in H1 (Derz( R %))
zucrdnen. Man sieht leicht, daB die sc kcnstruierte Abbildung

ven Ex(Y/2,W) in H1(Derz( R¢ 5 M )) invers zu Y ist.-

(3.14): Wir wcllen die cben gewcnnene Beziehung nun verallge-
meinern auf Ketten hclcmerpher Abbildungen. Seien Yc,'“,Yn
kcmplexe Riume iiber 2z,

g fn f‘l
Y.:Yn-—» see /Y,
eine Kette ven Z-Mcrphismen, N ¢ ©in kchirenter @Yc-Mcd_.ul und
N i das inverse Bild vecn c unter dem Mcrphismus Yi——b Yc.
Ferner seien ¢, durch die Daten Wy Wou Rux gegebene
Resclventeu fiir Y,, iiber 2 derart, daB wan eine Kstte ven Mcrphis-
men

KAl —9.

iiber den Abbildungen f,, hat. Wir wcllen veraussetzen, ‘daf
'll‘.lvx/ﬂ_ 1% prcjektive Ry,‘ -Mcduln sind. Es bezeichne D*
den Kcmplex Valler Familien vertridglicher Derivaticnen

8y wET T, Dery( Ruw y Mop) .«

Wie in (3.12) kann man jedem Zykel (Sv ), in Z1(D‘) eine

Pamilie vertrdglicher Erweiterungen @Y, ven @Y durch I/Vy*
v Vo

zucrdnen:

v — R, — R — Oy ——0

7

Y ’JLVX * (9 ) -—,UY — O

Es seien dabei QY' := \'R,cy* —LLR ./va. . Die sc erhaltenen
Erweiterungen (& .v* verkleben sich zu analytischen Garben (J '
auf Y,, , welche eine Familie vertréglicher Erweiterungen v
{Y'V]V ven {%7, durch S, definieren. Man sieht leicht, daR
die sc kecnstruierte Erweiterung ven Y./Z bis auf lscmcrphie

nur ven der Kchemclecgieklasse ven (& v )y in H1 (D°) abhingt.
Wie cben gilt dann:

(3.15) Lemma: Die cbige Konstrukticn iiefert eine bijektive



Abbildung H'(D*) —— Ex(Y./2, x,).

Der Beweis verlduft analog zum Beweis von (3.13) und sei daher
fortgelassen.~

Wir betrachten die obige Aussage nun im SpezialfaI% n=1, Aus
(3.7),(1) erhalten wir, daB H'(D*) isomorph ist zu T (£/2,N).
Somit ergibt sich als Folgerung:

(3.16) Satz: Es gibt eine natiirliche bijektive Abbildung
& :Ex(e/2,W,) —s v(2/2,N,) ~

Bemerkung: Sei ﬂo ein weitererkohdrenter wy O-Modulft.xgd
Pp: Jlo—’./Vo ein Homomorphismus. Einer Extension Y,a —— Y
von f durch Al kenn man die Erweiterung 41 —pa (D), Y3 von f
durch: /¥, zuordnen, wobei

Oy 3= @Yilluiwi :

Andererseits definiert ¢ eine Abbildung T7(¢p). Man sieht

leicht, daB diese beiden Abbildungen die Bijektion f respektieren,

d.h. daB das folgende Diagramm kommutiert:
1
/2, u) —ELRL, 1 (2/2, )
2| 1K

Ex(’f/Z,JLO)-——‘P’——} Ex(f/i,/lq,) -

Wir wollen uns nun mit dem folgenden Problem beschiftigen.
Sei X—£%Y ein Morphismus komplexer Riume iiber Z, vV ein
kohérenter ,-Modul und JVx bzw. JVY das inverse Bild von /¥
unter der Strukturabbildung X— 2 bzw. Y—Z. Wann 1liBt sich
eine Erweiterung Z' von 2 durch /N fortsetzen zu Erweiterungen
' von ¥/2' durch M und X' von X/Y' durch Ny derart, daB
X' Y'-——32' vertrigliche Erweiterungen sind? Unser Ziel ist
es, einen Homomorphismus p! (z2,)—51, Tz(f/Z,JVY) zu kon-
struieren, so da8 die zu der Erweiterung Z' gehdrige Kohomologie-
klasse i(z') genau dann unter c, verschwindet, wenn sich diese
Erweiterung im obigen Sinne fortsetzen 1l#BSt.

Allgemeiner wollen wir fiir jedes i Abbildungen
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e; 17 (2, W) —— 11272, )

angeben. Dazu gehen wir wie folgt vor.

Seien §,, gY’ gz Resolventen von X,Y,Z derart, daB es
Morphismen
%{ gY qZ
iber den gegebenen Abbildungen der komplexen Réume gibt. Die
Resolvente . sei durch die Daten R Wa ={Wal ¢ 2 Begeben,
analog Jy durch f,, Vv, = {vg 3 Bep wd g, durch 7T,
Uyg={U,3 yegs Wir wollen voraussetzen, daB die Moduln ;fl;g;,
1Ll /T Ry/dy Projektiv sind. Sei D} die Menge aller
vertrédglichen Derivationen in
s/
Der'y  ( S ,JVY* )XDerﬁ ( .R,,./Vx* )
sowie Dé diz Menge alles vertréglichean Derivationen in
Der( T , Wx )x Der( % sy, )X Dex( R,,Jlg(* ) .

Wir haben eine exakte Sequenz von Komplexen

(¥) 0—D3 — D3 —Dex( T% , W )— 0 .

Aus der zugehariggn langen Kohomologieseguenz erhalten wir
Abbildungen ci:HJ'(Der( Te y Mg ))— HIH (D3). Die Gruppen

Hi(Der( T s N%)),sind isomorph zu mi(z,m, vgle (3.7). Aus
dem nac_:hfolgex}den Lemma ergibt sich, daB sich aus dem Komplex Di
die Gruppen pi+l (f/Z,JVY) berechnen. Somit haben wir insgesamt
kanonische Abbildungen

ci:Ti(Z,JV) —_— pi¥! (£/2, M)
erhalten,

Den folgenden Hilfssatz haben wir nachzutragen.

£3.17) Lemma: Die Gruppen Hl(D,i) sind kanonisch isomorph zu
TH(L/2, W)

Beweis: Aus den Resolventen §,, 9ys 95 148t sich wie folgt
eine Resolvente von f iiber % konstruieren. Sei

Ve :={w“x Ur(x )zt(“ )?"( ’ ﬁ;:: Rx % mzx
* 2={VPX UO’(ﬁ)ze‘(B )}p ’ 'fx:= Fe ®3,¥ @ZX

=i



Dabei mége ¥ :A—C bzw. 0 :B—iC die zu dem Morphismus

1V e e py— (Ul rec b Vgl gop——fu. 7 yec
gehdrige Abbildung der lndexmengen sein . Wie in (2.23) foigt,

da8 die Daten W, , Wy wund ¥x » Tx eine Resolvente von f iiber

Z bilden. Es ist D; niohts anderes als die Menge der vertridgliohen
Derivationen in :

Der, ( 7, "-/V‘Yx. ) X Der, ( Ry ’VVX;; ) .
Weil L-(LR‘ /f; projektive Moduln sind, gilt

(Fe Jod &gy
dies auoh fiiy «-Q-; /Z und .12,1 Y A Die Behauptung ergibt
sioh dsher aus (3.7).- 4

Wir sind nun in der Lage, die oben besohriebene Aussage zu
zeigen,

(3.18) Satz: Sei f£:X—Y ain Morphismus komplexer Riume iiber Z,
W ein kohidrenter () z—Modul Sowie -/‘;[ bzw,. JV& dns inverse.
Bild von WM auf X bzw. Y. Perner sei ' eine Erweiterung von
Z durch W und §(2') in 7 (Z2,H) die zugehdrige Kohomologie-
klasse, Dann versohwindet

0q(B (")) € 2(2/2,4)
genau dann, wenn es Erweiterungen X' von X durch JV}'[ und Y' von Y

duroh uVY gibt derart, da8 X',Y',z' vertrégliohe Erweiterungen
von X,Y,Z sind,

Beweis: Wir tibernehmen die Bezeichnungen der letzten Absohnitte
und betraohten die zu (%) gehdrige lange exakte Kohomologiesequenz
m o
e B0 T B (Dex( T , M N —1983(Ds) ..o
iR n
m"(z,y)\wz(r/z,my )
Wegen (3.15) ist der Modul H (Dé) isomorph zu der Menge der
Isomorphieklassen aller vertrigliohen Erweiterungen von
X—Y—2Z: Ex(X— Y—Z,A) und H1(Der( Tx 3Ny ) isomorph zu
Ex(Z,N), wobei die Abbildung

§"1rr' § :Ex(X— Y—1Z2,N)—Ex(Z,W)

einer Erweiterung X'—s Y'—s32! zuordnet die Exrweiterung 7', wie
man leicht sieht. Hieraus ergibt sich unmittelbar die Behauptung
des Satzes.-
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D. Deformationen holomorpher Abbildungen

Deformationen holomorpher Abbildungen wurden etwa in 227 .
und [23] systematisoh untersuoht. Wir wollen in diesem
Absohnitt die Definitionen zZusammenstellen und die zugehdrige
infinitesimale Deformationstheorie besohreiben.

Sei fo:xo_" Yo ein Morphismus komplexer Riume iiber Z 0® Unter
einer Deformation von ro/z o liber einem Raum S mit einem ausge-—
zeiohneten Punkt S,€ S versteht man ein Tupel (X,Y,f,i,3).

Dabei seien X,Y komplexe Réume iiber Z__:=Z°xS, welohe S-flaoh sind,
f£f:X— Y ein Z-Morphismus und i:xo‘—. X, j:Yoc—-oY abgesohlossene
Einbettungen derart, da8 das Diagramm

b ¢
Xo——o—oYo——o 2, —— [so]

| . °1 ! 1
X——oY———-ZoxS—oS

kommukitiv und kartesisoh ist, Wir werden im folgenden die
Deformation (X,Y,f,i,J) hé#ufig einfaoh mit .a bezeiohnen.

Ist (X',Y',£',i',3') eine weitere Deformation von £,/Z iiber
dem komplexen Raum S' und s —B_, g ein Morphismus mit
cP(so)=sc'), so besteht ein Morphismus (iiber ¢ ) von a in a'
aus holomorphen Abbildungen o tX—aX', B:Y—>Y' derart, da8
das Diagramm ‘

X f—‘.Y ﬁdeS

X/ “——o/ # Ixcp

NS

x' Yl

—s Z & s
kommutativ ist.

Zwei Deformationen a,a' liber demselben Raum S heiBen isomorph,
wenn es einen Morphismus zwisohen a und a' iber ids gibt,.

In naheliegender Weise definiert man nun auch den Begriff der
Deformation tiber Keimen komplexer Riume. #iir einen Raumkeim (S,so)
bezeichnen wir mit D(fo/zo,(s,so)) die Menge der Isomorphie-
klassen von Deformationen von ro/zo iiber (S’so). Man sieht
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leicht, daB dieeer Deformationefunktor die Bedingungen des
Satzee von Schleeeinger erfiillt bie auf die Endliohdimeneionalitit,
Wir wollen zundohet &hnlioh wie bei Erweiterungen die Be-
ziehung zwieohen T°(-) und den Automorphiemen von Deformationen
beechreiben. Sei S ein komplexer Raum mit dem auegezeiohneten
Punkt e, und a eine Deformation von f /Z iber S. Ferner eei WV
ein kohirenter O g-Modul und S' eine Erwe:.terung von S durch A",
Wir wollen annehmen, daB ee eine Deformation®¥on £ /Z iber S'
gibt, welohe die vorgegebene Deformation durch Basieweoheel
induziert. Dann gilt:

(3.19) Satz: Es gibt eine natiirliohe Bijektion zwieohen den
Elementen von T°(£/z, A, y) und den Automorphismen der Deformation a' .
welche auf a die Identitat induzieren.

Der Beweis dieeer einfaohen Aueeage verlduft véllig analog
zum Beweie von (3.11):

Sei weiter a eine Deformation von f /Z iber S, 2: =$xZ° und
“V ein kohirenter Og-Modul. Perner eei 815 fJVJ die Ideali-
sierung von Ug durch.l/' Wie man leioht sieht, entspreohen die
Deformationen von t 0/Z o Uber 5 welohe .a forteetzen, den
Erweiterungen von f£/2 duroh Wi. Insbesondere gilt daher:

(3.20) Satz: Die Isomorphieklassen von Deformationen von f /Z
.iber dem Doppelpunkt D stehen in bijektiver Beziehung zu den
Elementen von T (r o/Zos Oy e |
Yo

Mit Hilfe dieses Satzes und der exakten Sequenz (3.4) kann !
man nun in vielen Fallen leicht angeben, wann D(f /Zo’D) ein ‘
endlichdimensionaler Vektorraum ist. Dies ist beispielsweise der |
Fall, wenn X und Yo kompakt sind. Insbesondere gibt es dann ’
nach dem Satz von Schlessinger eine formale semiuniverselle
Deformation. Wir werden in §8 zeigen, daB es in der Situation
sogar eine konvergente semiuniverselle Deformation gibt.

Wir wollen nun noch abschlieBend beschreiben, wie man Ob-
struktionen fiir das Fortsetzen von Deformationen finden kann.
Seien S,d wie oben und ¥ ein kohirenter ¢J g—Modul. Zun&chst
lassen sich ghnlich wie im letzten Abschnltt C. Abbildungen
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§, 11 (8, ) —— Ti+1(r/Z,JVY)
definieren. Ee eei s i die Kompoeition der kanonieohen Abbildung

(s, W) —— ti(s« Zo/Zg0 My 4 3,)

mit dem vor (3.17) konetruierten Homomorphiemue
Ti(zg Nz) _LT1+1 (f/z, ”Y) .
Aue dem entepreohenden Satz (3.18) folgt leioht:

(3.21) Satz: Sei S' eine Erweiterung von S duroh M und §(s')
die zu S' gehdrige Kohomologieklaesa.in T (SyN). Dann iet
8 (§(s )) genau dann 0, wenn ee eine Deformation a' von f /Z
uber 8' gibt, welohe die gegebene Deformation a forteetzts

Wir werden epdter nooh die folgende Aueeage bendtigen.

(3.22) Satz: Sei (X,Y,f,i,j) eine Deformation von f o/2, iber
dem Raum S mit dem auegezeiohneten Punkt ey Dann 1et

™ (2/2, Oy ) = (e /2, %) .

Beweis: Ee eei O]y eine Resolvente fiir £/%. Weil X,Y und 2
flaoh iiber S sind, erhalten wir aue 9x duroh Baeieweoheel
le,}——S offenbar eine Resolvente 9ox von f o/%y+ Hieraus
erg:.bt s:.oh leioht die Behauptungs

§4 Offenheit der Versalitit

- A.Yorberei tungen

Wir erinnern zundchst an den Begriff des gefaserten Gruppoids,

vgle [ 3] oder [ 40] . Unter einem gefaserten Gruppoid

" versteht man einen Funktor P:F—C mit den folgenden Eigen-

schaften:

(1) Fiir jeden Morphismus f:X—Y in C und jedes Objekt a in
F iiber Y gibt es einen Morphisrmus f:b—a mit p(f) f, welcher
kartes:.sch ist (d.h. zu jedem Morphismus c—a iiber £ gibt es
genau einen Morphismus ¢—;b iiber 1dx, welcher das Diagramm



kemmutativ macht). Wir werden im fclgenden dieses bis auf
eindeutige lscmcrphie wchlbestimmte Objekt b kurz mit £ *(a)
cder auch mit a XYX' bezeichnen.

(2) Kcmpesiticnen kartesischer Mcrphismen sind kartesisch.

(3) F:a—b ist genau dann ein lscmcrphismus, wenn p(f ) ein
Iscmerphismus ist.

Analcg spricht man vcn einem kcgefaserten Gruppeid p:E— 0,
wenn der duale Funkter p -F 0% ein gefasertes Gruppecid ist.

Fiir ein Objekt X in C C wellen wir mit F(X) die Unterkategerie

‘'vea F der Objekte ube* X bereichnern, deren Mcrphismen genau

die Mcrphismen iiber idx sind.

Wir werden im fclgenden verwiegend den Fall betrachten, daB
die Basiskategcrie O entweder die Kategerie An/S der kcmplexen
Réume iiber einem festen Raum S cder die Kategecrie An/(S S, )
der kemplexer Raumkeime (T,t ) iber einem festen Raumkelm GS s )
ist,

Betrachten wir zundchst den Fall O=An/(S s ). Ein Objekt a
ven P iiber dem Raumkeim (T,t ) nennt man versell, wenn die
felgende Llftungselgenschart erfiillt ist.

(V) sei (X,x )&———9(x',x ) eine abgeschlcssene Einbettung
und b—b' ein Mcrphlsmus uber i. Dann 148t sich jeder Mcrphismus
b——a liften 2u einem Mcrphlsmus b'— a..

Man nennt a fermal versell, wenn die cbige Liftungseigenschaft
erfillt ist fiir Raumkeime (X, *), (X' +Xs), deren Halme (y VYo
und @x- +Xe artinsch sind. Ist a =&~’xT {t 1 die Faser ven a
iber t c? SC sSpricht man bei a auch ven elner versellen bzw.
fcrmal versellen Defcrmaticn ven a,. Es sei angemerkt, daB die
Begriffe versell und fermal versell zusammen _fallen, wenn es

iiberhaupt eine verselle Defermaticn ven a, gibt, siehe (8.1).

Die analecgen Begriffsbildungen kdnnen wir durchfiihren, wenn
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wir als Basiskategerie die kemplexen Riume iiber S betrachten.
Zu jedem gefaserten Gruppcid liber An An/S und zu jedem Punkt 5, S
erhdlt man in natiirlicher Weise ein gefasertes Gruppcid uber
An/(s,s ), welches wir wieder mit p:F—An/(S,s ) bezeichnen
wcllen. lst (x, X, ) ein kcmplexer Raumkeim iiber (S s,) und
X—8 ein Reprasentant der Strukturabbidung, sc 1st

F(X,x,) := lig F(U)

webei U die Umgebungen ven X in X durchliuft. Sei nun T ein
kemplexer Raum iiber S und a in F(T). Dann nennt man a im Punkte
tcélT versell bzw. formal versell, wenn das Bild ven a in
F(P,t,) versell bzw. fcrmal versell ist.

Das Ziel dieses Paragraphen ist es zu zeigen, daB unter ge-
wissen Vcraussetzungen die Menge der Punkte, in denen a fermal
versell ist, eine Zariski-cffene Teilmenge ven P ist. Wir
wcllen zundchst einige Beispiele betrachten.

Beispiel 1 (Defcrmaticnen kcmpakter kcmplexer Riume): Sei S
der einpunktige reduzierte kcmplexe Raum. Fiir einen kcmplexen
Raum T sei ein Objekt ven F iiber T eine flache eigentliche
helcmerphe Abbildung X—T. Ein Mcrphismus in F zwischen zwei
Objekten X— T, X'—aT' bestehe dabei aus einem kemmutativen
kartesischen Diagramm

X'———— X

|

P T -

Beispiel 2 (Defcrmationen heclemerpher Abbildungen iiber einem

Raum Z _): Sei S wie in Beispiel 1. Fiir einen kemplexen Raum T

sei ein Objekt ven F iiber T ein Diagramm
X ~— Y
Kﬁ
T
wobei « ,B flach und eigentlich sind. Ein Merphismus in ein
weiteres Objekt




bestehe aus einem kommutativen Diagramm
X 4 —X!
1>Y £ | \h"

T —3 I ’

wobei f,g Zo-Morphismen sind und in welchem X— X' X T,
Y——tY' X nd lsomorphismen sind:-

Beispiel 3 (Deformationen isolierter Singularitéten): Wir be-

trachten das folgende Gruppoid p:E~—An. Ein Cbjekt von F iiber
einem Raum T sei ein komplexer Raumkeim (X,C) lings einer analy-
tischen Teilmenge Cs X, zusammen mit einem Morphismus

x,C) —i—sl‘, So daB fiir einen geeigneten Repriésentanten

X—L 57 gi1t: (1) £ ist flaoh und £1C ist endlion. (2) ¢ ist
genau die kritisohe Menge C(f) von f£. Dabei verstehen wir
unter der kritischen Menge von f die Menge aller Punkte in X,

in welohen £ nioht glatt ist. In naheliegender Weise erklédrt man
den Begriff des Morphismus. Ein Morphismus von (X,0)—— T in
(X*',C')—— D' besteht aus einem kommutativen kartesisohen
Diagrm

(x,C)'*——S x 10')

|

?— -~

Beispiel 4 (Deformationen von Moduln): Sei f£:X—sS eine .

flache holomorphe Abbildung. Ein Cbjekt von F iiber dem
Raum T in An/S sei ein kohirenter Uxx ST-Modul. AL, der

Op~flach ist und und dessen Tréger eigentlioh iiber T liegt.
Ein Morphismus in ein weiteres Cbjekt ' iiber T' besteht aus
einem S-Morphismus g:T—T' und einem Isomorphismus

(g xg8)* (U )=t -

Wir wollen von nun an stets voraussetzen, daB unser gefasertes
Gruppoid p:F-— An/S homogen ist, d.h. es gilt:

a8 ——a'

b

ein Diagramm in F, so da8 p(a)——1p(b) endlioh ist und
p(a)——p(a') eine Erweiterung duroh einen kohirenten
)-Modul ist. Dann existiert die gefaserte Summe a'.LLab

,op(a
in F.

Es sei bemerkt, da8 die in den obigen Beispielen besohriebenen
gefaserten Gruppoide alle diese Eigensohaft erfiillen, vgl.[42 ],

Satz (2.7) °

Wir fixieren nun einige Bezeiohnungen fiir den Rest dieses
Paragraphen. lst a ein Cbjekt von P, so sei _lia die Kategorie,

tefen Cbjeicte alle Morptisten a—b in F und deren Morphismen

alle kommutativen Diagramme
4!

sind. Mit einem Querstrioh wollen wir im folgenden die Isomorphie-
klassen einer Kategorie bezeiohnen. Es ist also F(T), Ea(T),---
die Menge der Isomorphieklassen von F(T), ga(m),---. Flir ein
Cbjekt a iiber T und einen kohidrenten UT-Modul AL sei

D () := ga(m Cal)y,

(PCa] sei die Idealisierung von T duroh t). Cffenbar ist
JL*-’Da(.M-) ein Funktor, weloher aufgrund der Bedingung (S1)'
mit Produkten vertriglioh ist, wie man leioht sieht. Daher in-
duziert die Addition auf ! wie iiblioh eine Addition

Da(JL)x Da(.,a) = Da(.u XLL) ——y Da(Jl.)

. und fiir o €' (7, UT) die Multiplikation mit & eine Multipli-

kation
ok
Da(o(l. ) —= Da(JL ),
so daB Da(.u.) zu einem TI'(T, GT)-Modul wird.

Sei q:C —— Coh(T) das folgende kogefaserte Gruppoid. Ein
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Objekt von O iiber einem kohdrenten Op-Modul ¥l besteht aus
einem Paar (T',a'), wobei i, eine Erweiterung von T duroh
# und a—a' ein Morphismus {iber i ist. Ist W~ eIn weiterer
kohérenter @T-Modul und (T",a") ein weiteres Objekt von %
Uber W sowie @ :ll— N ein Op-Homomorphismus, so besteht ein
Morphismus in Qa iber ¢ aus einem Morphismus T" —T' von
Erweiterungen liber¢p und einem Morphismus a"—a' iibep f « Man
sieht Ieioht, da8 9:0,— Ooh(T) ein kogefasertes Gruppoid ist.
Weil F homogen ist, existieren in ga gefaserte direkte Produkte,
wie man Ieioht naohreohnet., Es gei

D, (W) := ga(.u.)
die Menge der IsomorphiekIassen von Objekten in Qa tiber L ,
Offenbar ist § (M) funktorieIT in £ . Weil in 0_ direkte Pro-
dukte existieren und dag Objekt (T,a) in ga(o) keine Automorphis-
ren auBer der Identitit besitzt,ist ﬁ'a(—) mit direkten Prodwvikten
vertriglioh, Daher trigt ‘D’a(.u) eine natiirIiohe I'(r, U5)-Modul-
struktur. Das NulTIeIement ist offenbar gegeben duroh
(PLul ,a XpTLu] ), Bezeiohnen wir mit &, das Objekt (T,a)
in ga(o), 8o induziert ein Objekt ¢ aus ga(,a.) offenbar genau
dann das NulIeIement in Da(Jl.), wenn es einen Morphismus
Ro—F%X gibt, Wir werden die foIgende Aussage bendtigen.

(#.1) Iemma: Ist
. i

0=t —1y 4 Ty ynyo

eine exakte Sequenz von kohirenten QI.-ModuIn, so ist
Dot ') —7 (ut ) —y B, ()

exalkt,

Beweis: Wir woIlen die Objekte von ga kurz mit griechischen
Buchstaben «,f »X s+-. bezeichnen. Sei x ein Objekt von 9, (),
dessen direktes Bild « %= 1, () in ﬁ'aw_") das NulleIement
induziert, Dann gibt es einen Morphismus or.o-—»ut' in 0. In dem
Diagramm

T e
]
o —“_) Q_o
n %, . Offenbar ist

sei o«' das gefaserte direkte Produkt o¢ X
&' ein Objekt in 0g( uCLx‘M,,O)=g3(,a'), weIches x induziert—

7

Wir betraohten weiter das kogefaserte Gruppoid q:0, — Ooh(T).
Es bezeiohne «w,[u] kurz das direkte Bild von %o, in 0 (&)
unter der NuITabbildung Oe—ie , Weil in Qa gefaserte Produkte
existieren, ist der Funktor

JJ-"‘*Homga(uo. o LAT ) - Ia(JL)

mit gefaserten Produkten vertriglioh. Insbesondere trégt daher
Ia(.ll-) eine kanonisohe (e, UT)-ModuIstruktur. Ferner gilt:

(4.2) Temma: Sei O—sll' wult —s Y"— 0 eine exakte Sequenz
von UT-Moduln. Dann ist die Sequenz

0= K ()= K (w)— & (im)
exakt,

Beweis: Wegen JM'a .uxa..o ist
AUy = A (w)x ol ")Ag(0).
Zusammen mit Ka(0)=0 ergibt sioh daraus die Behauptung.-

Wir wollen nun fiir Jede exakte Sequenz
0= M' sl — yr—90
einen Homomorphismus
§ :Ka(_.u")-—-. 53(#. *)
definieren. Fiir einen Morphismus P~ [u"] gei

S(cp Y:i= &' das gefaserte Produkt in dem Diagramm

' o [ ]

.

uoﬁ’ “o [V(L"] hd
Man sieht Ieicht » daB die Definition von d sich mit Morphismen
kurzer exakter Sequenzen vertrigt. Insbesondere ist daher &§

 ein Homomorphismus. Die IsomorphiekIasse von o' in ﬁ'a(.u')

ist ganau dann das NuIleIement, wenn es einen Morphismus
K= gibt, oder, was g8leichbedeutend ist, wenn es eine
Liftung von ¢ zu einem Morphismus c}': uo—-;at.o[«uJ gibt.
FoIglich ist die Sequenz

~ ~ §

Ra(le)— T (") =5 ()

exakt. Betrachten wir nun ein EIement o' in ﬁ'a(-u- '), welches
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Null in 5;(#) wird. Dann gibt es einen Morphismus & '— L L.
Da die Komposition M'— M —nlL" die Nuiiabbiidung ist, gibt es
einen Morphismus lo-ée—# & L4 "] derart, daB das Diagramm

o ——— & L]

1

‘O_L L Lurn]
kommutiert. Es foigt, daB die Sequenz
Ry Gy —— B a1 )— T ()

exakt ist.
Wir fassen das gewonnene Ergebnis zusammen:

(4.3) Satz: Fiir jede Sequenz von kohdrenten a&-ﬂoduin
0 > ALY S AL + UL » 0

ist die Sequenz .
~ - .~ ~ ~ e d "
0—a (W' )—IA (U )—A (d)— D (4')—D (e )—sD (u")
exakt.- :
Es sei angemerkt, daB es eine entsprechende exakte Sequenz

auch fiir die Funktoren Homza(T[J*J )(a[JLJ salu] ) und
Da(JL) gibt.

B, Hiifssdtze

Wir betrachten zundchst die foigende Situation. Sei A ein
noetherscher Ring und F ein haibexakter Funktor von der Kategorie
der A-Moduin in die Kategorie der A-Moduin, weicher endiiche
. Moduin in endiiche Moduln iiberfithrt und mit direkten Summen ver—

trégiich ist. Wir woiien dabei voraussetzen, daB fiir A-Moduln
" M,N die kanonische Abbiidung

Hom, (M,N) — Bom , (F(M),F(N))

A-iinear ist., Fiir einen Bk:=A[T1,---,TgJ—Modui M trédgt auch
F(M) auf natiiriiche Weise die Struktur eines Bk—Moduis, wobei
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die Multipiikation mit T, auf F(M) gegeben ist durch
F(-Td):F(M)-—-—-F(M). Es soii gezeigt werden:

(4.4) Satz: Ein endiioher graduierter Bk-Modul M wird duroch
F wieder in einen endiichen graduierten By, -Modul iiberfiihrt.

Beweis: Wir zeigen die Aussage durch Induktion iiber k, wobei
der Induktionsanfang k=0 aus der Voraussetzung foigt. Fiir k> O
betrachten wir zundchst den Spezialfali, daB die Muitipiikation
mit Tk auf M injektiv ist, Dann erhdit man aus der exakten
Sequenz

T
o— M —Eyy M/BM —s 0
die exakte Sequenz
T
F(M) —E F(M) —— F(M/TyM)

Nun ist nach Induktionsvoraussetzung F(M/T, M) endiich iiber

.4 und daher erst recht iiber By. Foigiich ist auch
F(M)/TkF(M) ein endiicher B,-Modul, und weii F(M) graduiert ist,
ergibt sich daraus schon die Endiichkeit von F(M), wie man
ieicht sieht.

Betrachten wir nun den aligemeinen Fali. Fiir n» O ist die
Muitipiikation mit Ty auf TPM injektiv, Sei
L:=Ker(M —X—, TEM)

Wegen T§L=O iét L ein endiicher graduierter Bk_1-Modui, auf den
deshaib die Induktionsvoraussetzung zutrifft. Aus der exakten
Sequenz

F(L) — F(M) —— F(TpM) ,

in der die &uBeren Terme endiich iibexr By sind, ergibt sich nun

die Behauptung,-

{4.5) Koroiiar: Sei N ein endiicher A-Modui. Dann ist fiir
jedes ideal a ¢ A die kanonische Abbiidung von inversen
Systemen

{FOY/ 2PN}, — [POV/a™0]

im wesentiichen injektiv. Insbesondere ist die Abbildung




b
I
|
4
!
i
{

FON) —— 1in PN/ ™)
n

injektiv.

Beweis: Wegen (4.4) ist der Modulll F(aN) ein endlioher

n3 o

U_n? o2 "-Modul. Daher gibt es ein k3 O mit

F(o "*)= aF( 2 ¥N)
Aus der exakten Sequenz
aPF( a¥N)=F( o*y) > P(N)
erhalten wir die exakte Sequenz
aF( @'Y/ PR () —— PO/ ™R () ——, BN/ 22HEN)
Weil das inverse System B
{a®r( a¥N)/ a™rpmn}
im wesentliohen Null ist, ergibt sioh daraus die Behauptung.-

fir alle neN.

— F(N/ aF*0N)

Wir wollen nun nooh eine weitere Hilfsaussage teohnisoher
Natur fir die folgenden Absohnitte bereitstellen. Dabei betraohten
wir die folgende Situation. Gegeben sei ein komplexer Raum X
und fir jede offene Teilmenge U in X ein Kohomologiefunktor
(F* (U9‘))ie z Von der Kategorie Coh(U) in die Kategorie Coh(U),
die miteinander vertrdglioh sind, d.h, fiir Vs U offen in X und
fir jeden kohdrenten (J;-Modul M ist F*(V, AIV)=F*(U,l)|V.
Dabei wollen wir natiirlioh annehmen, daB die Funktoren Fi(U,—)
fiir kohiirente @U—Moduln Jl, ¥ Homomorphismen

Koy (M y M) ——— Ty (52(0, ) L (U, 0 ))
induzieren, welohe @-linear sind. Fir /= 0, ergibt sioh dann
ein QU—Homomorphismus -/V'——-»%mgU(Fi(U, @U),Fi(U,uT)), was
gleichbedeutend ist mit einer Abbildung

JV&GUFi(U, 0 ) —— U,

Mit diesen Bezeiohnungen gilt nun:
(4.6) Satz: Sei X' ein reduzierter Unterraum von X und k EZ

fest. Dann gibt es eine diohte Z-offene Teilmenge U von X'
derart, daB fiir V< U und jeden Oy-Modul A der Homomorphismus
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./V@akao(V, ov)——-’ Fko(v,v‘r)
bijektiv ist.

Beweig: Wir diirfen o.E. X=X' annehmen. Gilt die Behauptung
fir jede der irreduziblen Komponenten von X,s80 gilt sie auoh
fiir X, Wir diirfen daher o0.E. X als irreduzibel von der Dimension n
annehmen. Sei U in X die Menge der Punkte, in denen X reguldr
und die Moduln FXo*¥ (x, Oy), 04 v &n, lokal frei sind. Wir
behaupten, daB U eine Menge der gesuohten Art ist. Zuniohst ist
natiirlioh U Z-offen und dioht in X. Die behauptete Isomorphie
ist von lokaler Natur. Daher diirfen wir uns auf Uv—Moduln
besohrénken, welohe eine Aufldsung

0 — ¥ + F 4 3 ... ?» Fo — N — 0.

duroh freie OV-Moduln besitzen. Es sei JVr:=Koker( 7r+1-—’37r).
Wir zeigen luroh abstejgonce lndukticn naoh r, daB der kannnische
Homomorphismus

./Vr@Fko-'.v (v’ (’v) ;Fk0+v (v, ”r)

bijektiv ist fir v =0,---,r. Da A= F_ frei ist, ist der
Induktionsbeginn gesiohert. Wir betraohten das folgende kommu-
tative Diagramm

e ‘_)Fkow (v’_/g‘+1 )_&_) Fko+V(v’3_’r)_“£y_)Fko+V(v’lrr)__)FkO-PV'F'l (v’qu.'l YJ—Peee

*v‘[ € [ Pv[
o—-»wr+1mko+"(v,av)-a}'rapkO“"(v,av)—wr@FkO“ Y(V,04) —5 0
Dabei ist die obere Zeile die zu der exakten Sequenz

()-——"’Vrm——"':rr——"‘/rr_—’0

gehérige lange exakte Kohomologiesequenz. Die untere Zeile ist
exakt, weil FRotv (V, 0y) frei ist fiir v =0,---,n. Naoh Induktions—
voraussetzung ist o, bijektiv fir v =0,.--,r+1. Insbesondere
folgt daraus, daB j, injektiv ist fir v =0,.-«,r+1 oder, was
gleichbedeutend ist, daB y-1 Surjektiv ist. Daraus ergibt sioh
leicht, da8 auoh ’[5,, ein Isomorphismus ist fir v=0,+..,r, W.z.b.w.

C. Ein erstes Kriterium fiir die Offenheit der Versalitit
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Raum iiber S und a in F(T). Wir wollen mit f)‘;(,u) die zu der
Pr&garbe

T2 0 ~~ma ﬁ’aw(.,a,w)

assoziierte Garbe bezeiohnen. Fiir einen Punkt t in T sei -(t)
derjenige DT-Modul, weloher Null ist auf P\ {t} und in t den
Halm € hat. Wir wollen zundohst das folgende einfaohe Kriterium
fir formale Versalitit herleiten.,

(4.7) Satz: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) a ist in t, formal versell.

() T (n(t, )0 .

Beweis: (2) = (1): Offenbar haben wir die folgende Aussage
nachzuweisen: lst (X,xo)hl—-»(x’,xo) eine Erweiterung von
artinsohen Raumkeimen duroh den @X-Modul x(xn) und b— b'
ein Morphismus in F iiber i, so 1dBt sioh Jeder Morphismus
b-—ra liften zu einem Morphismus b'—a. Aufgrund der Bedingung
(81)' existiert das Faserprodukt a' :=b'_Ll.ba. Der zugehdrige
Raumke_:iin p(a') ist eine Erweiterung von (T,to) duroh x(to).
Wegenﬂa( 'k.(to))zo gibt es daher einen Morphismus a'—s a, weloher
das Diagramm

a'——-—-—,a

N\,

a

kommutativ maoht, Offenbar leistet die Komposition b'—s a'——a
das Gewiinsohte.,

(1) = (2): Sei i:T«—1' eine Erweiterung von T durch ‘x(to)
und a— a' ein Morphismus iiber i.Mit T(n) bezeichnen wir
die n-te infinitesimale Umgebung von tg in T, d.h.

o n+1
T(n) = ( {to} ’ @T/mt, ),

analog T'n). Fir n» 0 ist offenbar T&n) eine Erweiterung von

T(n) durch x(to), 8o daB das Diagramm
L]
Tn) %)
| ! |
T é60—/m8m——

. . { pmdte . - .
kokartesmc.:h ist. S?l a; a_"’l‘T(n) und ay a' X'T'Ttn)‘ Dann ist
auch das Diagramm mit den durcingezogenen Pféilen

%

]h :
o

a = a'
kokartesisoh. Weil a formal versell ist, gibt es einen Morphis-
mus a;—a, wie gestriohelt angedeutet, so daB das obere linke
Dreieok kommutativ ist. Es folgt, da8 a—-»a'aal_lana.l'1 einen
Sohnitt besitzt, was zu zeigen war.

Wir kénnen nuh das folgende Kriterium fiir die Offenheit der
Versalitdt zeigen:

(4.8) Satz: Sei P:E—An/S ein homogenes gefasertes Gruppoid,
Fir jeden Raum T iiber S und jedes Objekt a in F(T) mdgen die
folgenden Bedingungen erfiillt sein:

(1) Piir jeden kohdrenten Op-Modul 4 ist die Garbe J RC2)
kohédrent.
(@) 1st @T' ein reduzierter Quotient von OT' 8o gibt es eine

diohte Zariski-offene Teilmenge U' von T' derart, da8 die kano-
nisohe Abbildung

D20 0p) @ oy x(t) —— J_(%(t))
bijektiv ist fiir t ¢ U'. ) L ) )
Dann ist die Menge V der Punkte von T, in denen a formal
versell ist, eine Zariski-offene Teilmenge von T,

Beweis: Wir haben zu zeigen, da8 V= {t:;ia('}c(t)bo} ‘' Z—offen
in T ist, Offenbar reicht es dazu, die folgende Aussage naohzu-
weisen, vgl. EGA O, 2.4.6: Ist T° in T ein lokal abgesohlossener
irreduzibler Unterraum, welcher V trifft, so enthilt VA T' eine
nichtleere Z-offene Teilmenge U' von T'. Sei zum Beweis @T' die

‘ reduzierte Strukturgarbe von T' und U' eine Teilmenge wvon T' ’

welche die Bedingung (2) erfiillt. Offenbar ist dann

(¥) VA U' = U'\Tr(ﬁa(@T.))

Z-offen in T'. Wir wollen zeigen, daB Vna U'+f. Sei t, in VA T'
und Ttr'n die n-te infinitesimale Umgebung von to in 7', Aus der
exakten Sequenz

o n /mn+1 V] — o —
T MMy, O, G




ergeben sich exakte Sequenzen

. ~
Ty (ual ) — T (0 ) 0,0 ) .
Vegen t € V iet 4, ( 0%)-0. Durch Indukticn felgt daher
: 0;( (9%)=c fiir alle n€N, weraus gich wegen (.5) 53( Op )tc=c

ergibt. Wir haben ecmit gezelgt, dag Tr(é;(a.l..)) eine echte
analytleche Teilmenge ven T' ist und daher nirgendwc dicht in T'
1legt. Fclglich muB wegen (X ) die Menge VA U' nichtleer eein.-

§

D. Gruppcide mit Cbetrukticnethesrie

Sel p:F-—An/S weiter ein hcmogenee gefaeertee Gruppeid, T ein
Raum {iber S und a in F(T). Fir jeden kchérenten Op-Mcdul & hat
man eine netiirllche Abbildung

7%(1/8, L) —2—yD_ (A1) ,
welche fclgendermafen deéfinlert :st. Fir eine Bs-Derivatlen
§ : Op—sll eei ¢,(8 ) das durck dae inveree Bild ven
alw] :=a xpPLu]  unter dem fxtomcrphiemue

148 P LM] ——— PLa] id

. rgprﬁeentigrté Element ven Da(.a},d,h, cc(s )=(1+S')’( Safu] ).

Ferner hat man eine natiirliche fzbildung Da(JL)—"—y Da(#),
welche einer Erweiterung a —t &' iber T [JUL] die lecmcrphieklaeee
ven (PLU] ,a') zucrdnet. Schlieflich gibt ee ncch eine Ab-
bildung Tia(.,u.)"‘—-,m" (T/8,4L), welche der durch (T',a') re-
pridsentierten lecmcrphieklaeee 2o Erweiterung T' zucrdnet.
Man eieht leicht, daB die sc desnjerten Abbildungen Ces i, r
funkteriell in AL und mit direkzsn Predukten vertrdglich eind.
Inebeecndere eind diese Abbildwzen I'(T, Up)-linear. Aue den
Definiticnen ergidbt sich scfert #ie fclgende .Aussage:

(4.9) Batz: Die Sequenz
°(1/8,44) 203D, (W )1 5 (1) —s 11(1/8, )
ist exakts

Unter einer Cbstrukticnsthecrs fiir p:F—An/S wellen wir
das folgende verstehen.

Fiir jeden Raum T iiber S und :jzfeg g in F(T) sei ‘ein Funkter

0 (=) 1Ceh(T) ——+ Gen(m)
und ein Mcrphiemue ven Funkteren
T(w/s,-) 4 g (=)
gegeben,ec daB gilt:
(Cb 1) Dle Sequenz
o) F a5, ) -1, 0 )
iet exakt fir jeden kchérenten 0 -Modul AL,

(cb 2) U, () und ¢, eind ven lckaler Natur, d.h. ee iet

00 ) U= o’aw(alu) fiir jeden kchiérenten O p-Medul L und
UES T cffen. . - )

Die Bedingung -(Cb 1) léBt eich auch ec auedriicken: Sei —tce T
und (T ,tc) eine Erweiterung dee Raumkeimee (T,tc) durch AL,
Dann verechwindet die zu (¢ ,tc) gehcrige Kchemelogleklaeee in
g 1(T/S,JL)t unter ¢, genau dann, wenn ee einen Mcrphiemus
a—sa' in F 8ber der Einbettung (TyE)e—e (T ,5,) gibt.

Ee eeli bemerkt, daB ein ~gefaeertee Gruppcid eine Cbetrukticne-~
thecrie beeitzt, ecbald 0 al~) kchirente Mcduln in kchérente
Meduln liberfiihrt, Man wihle dann etwa U'a(.lt)acher(ﬂ')l

Wir eind nun in der Lage, ein einfachee Kriterium fir die
Cffenheit der Verealitidt anzugeben.

(4.1C) Thecrem: Sei P:F— An/S ein hcumegenee gefaeertee Gruppeid
mit Cbstrukticnethecrie. Riir jeden kcmplexen Raum T iiber S und

Jedee Cbjekt a in F(T) mégen die fclgenden Bedingungen erfiillt
sei_-no

(C1) Die zu der Priigarbe U ~ Dy, y{41U) gehérige Garbe D, )
ist kchirent.

(C2) Zu jedem reduzierten Unterraum T' ven T gibt es eine
Z-cffene dichte Teilmenge U' in T* y s¢ daB fiir t in U' die kane-
nische Abbildung

Dg( Opi) ® 3(t) —— T, (x(t))
bijektiv und )
Tl Up) ® #(8) —— O (%(t))
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injektiv ist,

Dann ist fiir jeden kompiexen Raum T iiber S und Jedes a in F(T)
die Menge der Punkte, in denen a formal verseii iet, eine Z-offene
Teiimenge von T,

. Beweis: Wir zeigen, daB die Voraussetzungen (1) und (2) von
(4.8) erfiiiit sind. Die Bedingung (1) foigt aus der exakten
Sequenz

(%) 0°(2/8,4)% 9_(u)—1, D ()0 (/8,03 21, 0, )

in der alie Moduln bis auf den mittieren naoh Voraussetzung
kohéirent sind. Zeigen wir nun (2)e Sei T' in T ein reduzierter
Unt:er_;-ggm,_. _Ee: 5:.i.bt e:l_.ne Z-offene dichte Teiimenge U von T' mit
den foigenden Eigensohaften: R te®,,

(1) In der exakten Sequenz (% ) sindvalle Moduln iokal frei

auf" U, Fernes sind Koker(co), Koker(i), Koker( ") unc Koker{
iokal frei auf U.

(ii) Die Abbiidungen
TH2/8, 0) ® 3(t) —— T1(1/8, % (1))
0,(0p) ®n(t) —— D_(%(t))
8ind bijektiv und _
| 0 00) ® X (t) ——3 O, (% ()
ist injektiv fiir teU, vgi. (4.6) und (02).

b}
v

1

s 1=0,1

Wir betraohten dann fiir t in U das Diagramm

FI8H)— 0y (@K t) — T, (F0x() s 17 (1/8, 0008 ) — 0, (90 B0 )

l | l |

TOCR/8A)) — B, (x(8)) —— B (%)) —— 7 (2/8,m(8))—— 0 (oc))

Die untere Zeiie in diesem Diagramm ist exakt. Die obere Zeiie

_1ist exakt aufgrund wvon (i), wie man ieioht sieht. Unter Benutzung
des Fiinferiemmas ergibt sioh daher aus (ii), daB p* bijektiv ist.

Das war zu zeigen—

Bemerkung: Im aigebraisohen Pali wurde ein ihniiohes Kriterium
fir die Offenheit der Versaiitit von Artin in [ 3] Tbewiesen,
wihrend in der anaiytisohen Geometrie ein soloher Satz kiirziioh
von J.Bingener gezeigt wurde. UnSer Beweis ist wesentlioh ver-

2
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sohieden von den Argumenten von Artin und Bingener und 8oheint
einfaoher zu sein. Es sei bemerkt, daB man mit diesem Beweis
entspreohende Kriterien auoh in der algebraiechen Geometrie
abieiten kann,

Wir woiien diesen Satz nun anwenden auf die in Teii A be-~
traohteten Beispieie.

(4.11) Koroiiar: Sei p:F— An/S eines der Gruppoide aus
den Beispieien 1 - 4. Dann ist fiir Jeden Raum T iiber S und

Jedes a in F(T) die Menge der Punkte, in denen a formal verseii
ist, eine Zariski-offene Teiimenge von T,

Beweis: zu Beispiei 2 (Deformationen von Abbiidungen) :Sei a
ein Objekt in F(T), gegeben durch das Diagramm

(—f i g

A
T ]

Fir einen kohiirenten ¥,-Modui ¢ sei J1(a,d) die zu der Pri-
garbe ' -

U~ T"(IU/ZO xU, 8% (L))
assoziierte Garbe., Dabei bezeiohne f,, kurz die ibbiidung
21”1 : ™ (U) — 8 ~1(V). zeigen wir zundohst, daB diese
Garbe kohidrent ist. Wegen der exakten Kohomoiogiesequenz (3.4)
reioht es zu zeigen, daB die zu den Prédgarben

U~ () a0y, wtel )

U~ (3 N0z x U, BAU))
assozilerten Garben kohdirent sind. Hierbei handeit es sioh aber
um die Kohomoiogie der Kompiexe

Z. - *
R 3 Ox(Lx/Y’ & (L))
Z . A
R Bx :.R. @Y(I‘Y/zox P B ))
weiohe kohidrent ist, weii « und B eigentiioh sind! Nun ist
aufgrund von (3.20) D, (4) isomorph zu T1(f/Z°x T, B*(u)),
so daB Bedingung (01) erfiiilt ist. Eine Obstruktionstheorie

iiefert wegen (3.21) offenbar der Modui ya(a,dt). DaB die Be-
dingung (02) erfiillt ist, ergibt sioh aus (4.6).
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Die Deformationen kompakter kompiexer Réume sind ein Spezial-
fali der Deformationen von Abbiidungen.

Bei Beispiei 3, also den Deformationen isoiierter Singularitdten,
veriduft der Beweis #@hniioh.

Betraohten wir nun den Faii von Deformationen von Moduln, wie
in Beispiei 4 besohrieben. Es ist wohlbekannt, daB in diesem
Fali durch die Ext-Funktoren die infinitesimalen Erweiterungen
und Obstruktionen besohrieben werden konnen, vgi, den foigenden
Absohnitt E ( Einen Beweis hierfiir, der ohne den Kotangenten~
kompiex auskommt, findet man in [46] ,(2.8)). Die Offenheit
der formalen Versaiit'_a":t' fiir Deformationen on Moduln folgt
denn-wieder mit dem Kriterium (4.10) ~

E. Anhang: Defo_ruati'on‘e;a von'Moduln .

'Sei X ein komiexer Raum und J{ ein kohirenter @x-Modui. Fiir
einen weiteren kohiirenten O,-Modui ¢ betraohten wir Paare
(X*,'), wobei X' eine Erweiterung von X duroh 7 und AL' eine
Erweiterung von Jl duroh 7@l als @x.-Modui ist:

o—Jouw —i, v —y0

Dabei geite i(x® m)=xm. in naheiiegender Weise definiert man
Homomorphismen von soiohen Paaren. Die Menge der isomorphie-
kiassen woiien wir im foigenden kurz mit Ex(L,’? ) bezeiohnen.
Man Uberiegt sich ieioht, daB Ex(4«, ) funktorieii in 7 und
mit direkten Produkten vertrigiioh ist. Insbesondere trigt
Ex(4,} ) eine I'(x,0 x)-Moduistruktur. Man hat einen Homomor—
phismus Ex(l, ] )— T1(1,7 ), weiohe dem Paar (X',.') die
Erweiterung X' zuordnet. Wir woiien zeigen:

(4.12) Satz: Es gibt einen in 7 funktorieiien Homomorphismus
1
i dv' T (xg} )— EXta(gx(“ao JL@})
derart, daB die Sequenz
o~ d
Ex(ut, 3 )—s (2,3 )~ Bxty (U, k07 )
exakt ist.

Beweig:Sei g eine Resoivente won X, gegeben durch die Daten
X, JW, , R, wobei 2 R, ©in Projektiver Modui ist. Sei
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w: Fh—D ULy eine Aufidsung von Aly durch einen projektiven
(DG)~R¢ -Modui. (Man @iberiegt sioh ieioht, daB es soiohe Auf-
idsungen stets gibt). Wir betraohten fiir jeden kohdrenten

O _-Modui 7} den Kompiex D°(} ) alier Paare

X
(8 ,b)eDerl( Ry, Ju )x Hom( Fx , lts ® Fx )

wobei h ein vertriégiiohes System von C~iinearen Differential—
operatoren ist, das die Produktregei

h(xf) = xh(f) + w(£) ®S (x)
erfiilit.Man hat eine Sequenz von Kompiexen
(%) 0 Homp ( Ty x® Jx )—D"(F ) —Dexr( R, J*)—0
weiohe exakt ist ., weii ¥, ein projektiver Ry -Modui ist.
Aus dem Kompiex Der( R, Jx ) bereohnen sioh wegen (3.7) die
Moduln T*(X,7 ). Der Kompiex J:= Fy s, Ux' ist wegen (1.7)

wieder eins Aufidsung von .ﬂ;_. Dahcr bereohnen sioh aus dem
Kompiex ’

Homp (%%, Ua®x ) % Hom gy ( %y M@ Jx)
die Gruppen Extivx(sa-,ﬂﬁ} )y vgi. (2.4) und (2.6). Aus der

iangen Kohomoiogiesequenz zu der Sequenz (#) erhaiten wir daher
einen Homomorphismus

4, (X, G )— Extzax(.a,.a@7 ).

Wir behaupten, daB d, die gesuohte Abbiidung ist. Offenbar reioht
es dazu,eine in J funktorieiie Isomorphie

Ex( 4} )= HE'(D*(7 )) anzugeben. Sei dazu (T',dt') in Bx(AL, 7).
Zundohst gibt es wie in (3.13) einen Homomorphismus m: R.,‘.—-)@T._ ,
weioher mit den Projektionen auf UT; vertrigiioh ist. Somit

wird O, 2u einer Ry-Aigebra und dl', zu einem R, -Modul.

Weii Fx ein projektiver R¢ -Modui ist, gibt es einen Ry -Homo-
morphismus B : Fy— ) derart, daB das Diagramm

.}’,——L.—o ALy

w
A

kommutiert. Sei § =1Ns und h:=[B s, wobei s das Differentiai in
R¢ vzw. I bezeiohne. Man reohnet ieioht naoh, da8 (d ,h) ein
Zykei in D°(Z ) ist, dessen Kohomoiogieklasse nur von der Iso-
morphieklasse von (T',/.') abhingt. Wir erhaiten daher mit dieser



Konstruktion sins Abbiidung
B,z —— a0y )y

weiohs man isioht alg bijsktiv naohwsist.-

Bstraohtsn wir nun dis Situation in Bsispisi 4. Es ssi also
f:X—S sins fiachs hoiomorphs Abbiidung, T sin Raum iibsr S und
L sin kohdrentsr O Xp-Modul, weiohsr T-fiaoh ist und dssssn
Trigsr sigantiioh iibsp T iisgt. Es bszsiohns kurz a das dufch
UL und T gsgsbsns Objskt in P. Zuniohst ist wohibskannt, daB

 fir jsdsn kohirsntsn UT-Modui N dsr Modui
Ext oxp( L, LB t.X (1))

die Erws%tsnmgen von AL durchﬂ@fl‘f (W) bssohrsivt. Dahsr
8ind Ext ng(Jl., .Al.@ré “)) und D (A#") kenonisoh isomorph.

Eins Obstruktionthsoris srhiit men wis foigt. Wsii X—S fiaon

ist, hat men sins kenonisohs Abbiidung
TUE/8, ) —— (2, 2.F ()

wslchs sinsr Erwsitsrung T' von T/S duroh o~ dis Erwsitsrung XxgT!

zuordnst. Ssi

o (18, 0) ——y Extzoxm(dt, L®1f (/)

die ’I:;;Komposition disssr Abbiidung mit dsm in (4.12) xonstruisrtsn

Homomorphismus. Wis man isioht sisht, iisfaprt o,
thsoris. - ' '

8ins Obstruktions-
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Kapitsi i1, Dsformationsn von Abbiidungsn: iokalsr Fali
§5. Dsr Hauptsatz und sinigs Bsispieie

Ssi rozxo—-nro 8in Morphismus kompisxsr Riums iibsr Zo, x, € Io
und yozsro(xo). Wir woiisn in disssm Kapitsi Dsformationsn dss
zZu ro gshérigsn Abbiidungsksimss bstraohtsn, d.h. wir bstraohtsn
Diagramms

(xo’xo)__&l_.. (Y 47)— Z,x {sq]

) 2 1
£ v -

(XyXy) ——— (¥,3,) —— z_x8

= B
]

(8y5,)
wobsi «,P fiach und dis Tsiidiagramms 1 und 2 kartssisch
sind. in nahsiisgsndsr Wsiss biidsn dis Dsformationsn dss
Abbiidungsksimss ro/z o sin homogsnss gsfassrtss Gruppoid P iibsr
dsr Katsgoris dsr kompisxsn Raumksims. Wir wsrdsn im foigsndsn
dis Dsformationsn von I'O/Zo kurz mit kisinsn Buchstabsn a,b,-e«e

. bszsichnsn. Das Symboi a, rassrvisrsn wir dabsi fiir dis trivials

Dsformation {ibsr dsm sinpunktigsn rsduzisrtsn Raum 2.

Fiir sinsn OY—Modui N ssi Ti(ro/zo,.ﬁ' ) dis zu dsr Prigarbe

Um%;;gr(u)'l'“(fou’v/zo,/r)
assoziisrts Garbs auf xo; dabsi werds der dirskts Limss iibsr
aiis Umgsbungsn V von £(U) in Yo gsnomnsn und ss bszsichns

fo.. . die Abbiidung ro:u——,v. Haimwsiss handsit ss sich bsi

den’ Tl(ro/zo,./f ) gsrads um dis sntsprschsndsn Tangentenfunktorsn
fiir die Abbiidungen dsr anaiytischsn Aigsbren, wis sis in §1

singefiihrt wurden. Wir wsrden hidufig die exakte Sequenz
“o e K/ Yy 50N ) T2 /200 —15 (A (1, 12 1))
si

UEAATC VA <7 ) S



bendtigen, welohe sioh leioht aus der exakten Sequenz in (3.4)

ergibt.

Wegen (3.20) ist die Menge _Dao(c) der lsomorphieklassen von
Deformationen des Abbildungskeimes £ O/Z ° iber dem Doppelpunkt D
isomorph zu 17 (ro/zo, UYO)XO. 1st dieser Vektorraum endlioh-
dimensional, wird man erwarten, da8 es eine verselle Deformation
gibt. Wir wollen in diesenm Kapitel zeigen:

(5.1) Theorem: Es seien die folgenden Voraussetzungen erfiillt.
T "(ro/z 0! 0Y )x ist ein endliohdimensionaler €-Vektorraum.
o %o
2 ; b s . _ ,
@T (XO{YO,P xo)xo !.J.st ein endlioher OYO’yo Modul.

Dann gibt es eine semiuniverselle Deformation des Abbildungs-
keimes f o/zo‘

Zum Beweis dieser Aussage siehe §6 und §7.

(5.2) Bemerkungen: (1) Fiir den Spezialfall, daB Z o~ ¥ ist,
wurde dieser Satz - allerdings ohne die Voraussetzung (2) zu
bendtigen - in [39] von Retakh angekiindigt. Es sei iibrigens
bemerkt, da8 Corollary 2 in dieser Note falsoh ist, Dort wird
behauptet, daB aus X, reduziert, Y niohtsinguldr und
dimg T(2 , Oy ), <o sohon folgt, dad £, flaoh in x, ist. Als
Gegenbeispiel betraohte man etwa die Einbettung des Nullpunktes
in ¢

£,: 0O,

die natiirlioh nioht flaoh ist, fiir die aber T1(ro ) 00)0
versohwindet, wie man leioht nachreohnet.

(2) Es sei £, flaoh und Z,=% . 1st dann f_ eine verselle
Deformation der Faser f;1 (yo), so ist »7'1(f°,./l’)x =0 fiir jeden
kohirenten OYOfModuIJV . lnsbesondere ist daher J1(f o 010)x°=0,
. deho £ ist starr. Die Umkehrung dieser Aussage ist i.A. micht
richtig: Sei beispielsweise (Yo,yo) ein starrer Raumkeim, der
nioht glatt ist, und (Xo,xo):=(Y°,yo), £, :=id. Dann ist zwar
71 (ro, (DYO)x°= T1(Y°,0Y°)y =0, so daB £, :tarr ist, at'>er 98 .
ist keine verselle Deformation der Faser r; (yo)=x o? weil Yo nioht
glatt ist, vgl. (8.2).
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1st allerdings Yo ein vollstindiger Durohsohnitt und Xo ein
vollsténdiger Durchsohnitt iiber Yo' 80 gilt auoh die Unkehrung,
d.h. es ist fo genau dann starr, wenn fo eine verselle Deformation
der Faser r;1(%) ist. Beweis: Aus den Voraussetzungen folgt
‘insbesondere Ta(xo/ro,r:(uv))- J'a(YO,.ff)=0 fiir jeden kohdrenten
0 Yo—Modul & . Vegen der exakten Sequenz

TR/ Yor U T 202,00 —, 72(x_ 4y

ist dann auoh \Ta(ro,/vr)=o. Weil f, flaoh ist, hat man eine exakte
Sequenz

che—y r(fo,aro)xo—-,f”(fo,x(yo)) ———»'Sia(fo,myo)-—-——-) ce

in weloher die beiden duBeren Terme versohwinden. Daher ist auoh
7'1(f°, ’J(.(yo))xolo, 8o daBl wegen (3.16) und (4.7) f, eine formal
verselle Deformation der Faser r;‘ (yo) ist., Da aber f;” (yo)
beksnntlioh eine semiuniverselle Defsrmation besitct, ist jede
formal verselle Deformation sohon versell ((8.1)).~

Sei (S,so) ein komplexer Raumkeim und (s ,so) eine Erweiterung
von (S,so) duroh x(so). 1st dann a eine Deformation von ro/zo,
8o _gibt es wegen (3.21) und (3.22) eine Obstruktionm in
T 2(f°/z°,(9Y°)x°, welohe genau dann versohwindet, wenn sioh a
liften 148t zu einer Deformation a' iiber (s ,so). Hieraus folgt:

(5.3) Satz: Es seien die Voraussetzungen von (5.1) erfiillt. 1st
dann ‘Tz(fo/zo’@Yo);O’ 80 ist die Basis der semiuniversellen
Deformation des Abbildungskeimes ro/z o Blatt.-

Einfaohe Kriterien fiir das Versohwinden von J 2(: O/Z o? oYo)xo
kann man aus der exakten Sequenz
2 2 2
JEx /1, 0x°)x°—, J (£,/2, @Yo)xo — Ty /2, 0"0)70

ableiten. Es folgt beispielsweise, daB die Basis der semiuni-

versellen Deformation glatt ist, falls Xo iber Yo und Yo iber Zo
' vollstindige Durchschnitte sind,

Sei nun a eine Deformation von fo/zo iber dem Raumkeim (S,so)
und

6°:Der( @S,so’ *x(s))) — D (x(s)) = J"’(fo/Zo,

@Yo)xo
der vor (4.9) konstruierte Homomorphismus. Damn gilt:
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(5.4) Satz: Es ssisn dis Voraussstzungsn von (5,1) srfiillt.
Ist (S,so) glatt und 0, surjsktiv (bzw. bijsktiv), so ist a
vsrssll (bzw. ssmlunivsrssll),

Bswsls: Wis wlr in (8.1) zsigsn wsrdsn, fallsn dis Bsgriffs
vsrssll und formal vsrssil Zusammsn, wsnn ss libsrhaupt sins
vsrsslls Dsformatlon gibt. Es ist dahsr nur naohzuwsissn, daB a
formal vsrssll (bzw, formal ssmiunivsrssll) ist, was sioh absr
sofort aus dsr sxaktsn 8squsnz in (4.9) und aus (4.7) srgibt.

Es 88l nooh angsmsrkt, daB 0, mit dsm in §3.D dsfinisrtsn

Homomorphismus d’o iibsrelnstimmt, -

. AY
Wir wollsn nun fiir zwsi sinfaohs wohlbskannts Bsispisls

dis ssmiunivsrsslis Dsformation bsrsohnsn,

Belspisl 1: Ssi (xo,xo):=(Y°,y°):=(cn,0), foi=1d, Z_:=C und
8o:(€?,0)— € sins in sinsr Ungsbung von O dsfinisrts holomorphs
Funktlon. Dabsi wollsn wir annshmen, daB O sin isolisrtsr
kritlsohsr Punkt von 8, lst. Wsgsn f,=1d 1st '
TICIO/Z,,,-)E .Tl(Yo/Zo,-). Aus dsr sxaktsn Ssqusnz

T 2Ty, Oy )g — Ty, (8:Wz,)s O3 )0 —T (X /2, 0y ),
—_— .7'1(Y°, @Yo)o =0

folgt, dasd J"‘(Yo/zo, Oy,) isomorph ist zu dsm sndliohdimensionalsn
Vektorraum

. dg,
H: OYO'O/(. SE:'@YB';U )

Wir wihlsn holomorphs Funktionen 31,---,3,‘ in (7Y°’@ s dsrsn
Rsstklasssn eins Basis von M bildsn. Dann srhilt man 8ins ssmi-
universslls Dsformation duroh das Diagramm

(€®,0) x (e~ O0)—E ¢
7T
(e+,0)
‘wobsi. .ﬂ-'z dls Projsktlon und g dis Funktion
8(x,£):= g_(x) + DY qt38; ()
bszeiohnst,
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Bsispisl 2: Ssi Z := % und
£,:(€?,0) —(¢T,0)
sins flaohs holomorphs Abbildung mit dsn Komponsntsnfunktionsn
fo19 2y fone 1n (1.19) wurds gszsigt, daB T1(r°, ﬂer’o) isomorph

zum Koksrn dsr Abbildung

n - mT r
@ aen’o X 031‘,0—_’ 0¢n’o

ist, wobsl P :
- o _ypR —og

(-P (ﬁ ’E) = ( Bg‘fo zv =1 “V axvt )e 4
Ist Koksrn(¢p) sndliohdimsnsional, srhdlt man sins ssmiunivsr-
8s8lls Dsformation wis folg. Wir wihlsn Elsmsnts €41°°°+8, aus
0 :L'n o dsrsn Rsstklasssn in .74(f°, aer’o)o sins Vsktorraumbasls
bifdén. Dis Abbildung '

£:(€?,0) x (¢* ,0) —(cT,0)
ssi dsfinisrt duroh

£(x,t) := £,(x) + 2{:1tisi(2_t) .

Dann wird sins ssmiunivsrsslls Dsformation gsgsbsn durch das Dia-

gramm
(€%,0) x (¢* ,0) —LLaid) , (g7 5y (¢* ,0)

(¢# ,0) .

§6. Vorbsrsitungsn

1n disssm und dsm folgsndsn Paragraphsn sstzsn wir dis Ksnntnis
dsr Arbsit [36] wvon Pouroin voraus. Eins ausgszsiohnsts Zu-
sammsnfassung hisrvon gibt Douady in [6] +1I, an dssssn Bs-

. Z8iohnungsn wir uns angohlisBsn wollsn: Untsr sinsm Polyzylindsr

im €% wsrdsn wir also ststs sin Produkt K=K x «.« XK, von kom-
paktsn konvsxsn Tsilmsngsn K; in € mit x@p’ vsrstshsn. Es ssi
B(K) der Banaohraum allsr ststigsn Abbildungsn von K in €, wslohs
holomorph auf ¥ sind und By dis in (36] konstruierts Garbe

auf K, welohs dis Eigensohaft r‘(K,JaK)=B(x) hat. 1st 8 sin
banachanalytisohsr Raum und X< 8xK sin iiber 8 anaplatter Untsr-
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raum im Sinne von [ 61,p.579, so bezeiohnen wir mit 3Bx die
Strukturgarbe von X und mit B(K,Sx) das hierzu assozllerte
lokal triviale Banachraumbiindel iiber 8, vgl. (36] .

A. Der Raum ngxz

Sei S ein banaohanalytisoher Raum, X ein Polyzylinder im €2
und (X, By) ein iiber S anaplatter Unterraum von Sx K. Wir be-
traohten den folgenden Funktor auf der Kategorie der banaohana-
lytlsohen Réume {iber S: 1st £:T—eS ein Raum iiber S, so sei
Gg(X)(T). die Menge aller iiber T anaplatten Unterrdume von Tx K,
welohe sohon Unterriume von T xsx:=f"(x) eind. Wir wollen zelgen:

(6.1) Satz: Der Funktor Gs(x) 1st darstellbar duroh einen
banachanalytisohen Raum G'S(x) iiber S.

Anders ausgedriiokt: Es gibt einen iiber G'-s(x) anaplatten
Unterraum Tx von G-s(x) XK mit den folgenden Eigensohaften:

(1) Es ist Tx sohon ein Unterraum von Gs(x) x gX.

(2) 1st £:P—8S ein banachanalytisoher Raum iiber S und Y ein
liber T anaplatter Unterraum von ‘l‘ksx, so gibt es genau einen
S-Morphismus h:‘l‘—o(;-s(x) mit h"(Tx)-Y.

Fiir den Fall, daB S der einpunktige reduzierte Raum 1st,
sohreiben wir kurz &(X) anstelle von Gs(x).

Bevor wir den Bewels beginnen, seien einige Bemerkungen voraus-
gesohiokt.

Der Funktor Gs(x) ist mit Basisweohsel S'— S vertriglioh,
. d.h. bezeiochnet X' den Unterraum S'x sx von 8'Xx K, so gilt
 Gge (X' )(T)= s(x)(m) fir jeden banachanalytischen Raum T iiber S'
Es folgt, daB sich Gs.(X') darstellen 148t, falls dies fiir Gs(x)
gilt, und in diesem Fall ist Ggi (X )=8" Xg 65(X). In [ 367,
th. (4.13) wird gezeigt, daB G(K) darstellbar ist. Wir erhalten
somit die Darstellbarkeit von Gs(s xK) fiir jeden banachanalyti-
schen Raum S.

rn

Bewels von (6.1): Da die Aussage lokal in S ist, diirfen wir
o.E. annehmen, daB es eine endliohe Auflésung von sz
eo o0 r !
'R ﬁsSxK—‘ln—"ssxK_-—’ax —-’0
glbt derart, daB die zugehérige Sequenz von holomorphen Banaoh-
raumbiindeln iiber 8
B(K,f .)~— B(X, 3x) —30
direkt exakt ist. Die Abbildung
B(K, 85, ) —30— B(K, 85, )

sei dabel gegeben durch die Matrix (F,],'--',Fr), wobei die
Fi:s—oB(K) holomorphe Funktionen auf S sind. Flir jeden Morphis-
mus £:T-—8S und jeden liber T anaplatten Unterraum Y von T XK
definieren wir nun den Schnitt

®p y:T —— B(K, 39
als Komposltlon des Morphismus
T (1r1| yFpof oo 9Fr°f) N B(K' 3 ;X K)"=’Tx B(K)r

mit der kanonisohen Projektion B(K, -8;)‘ ) —P . B(K, 3;‘).
Offenbar ist die Definition von “T,Y funktoriell in T und Y,
d.h. ist T' ein Raum iiber T und Y'=T' XTY, so ist das Diagramm

T — T
u‘jl" » 4 l J' “T,Y
B(K,3 §,) ——— B(K,8 )

kommutatlv. Ferner gilt:

: Xqp oy faktorisiert sioh genau dann iiber dem Nullschnitt,
wenn Y sohon ein Unterraum von T xsx ist.

Um diese Aussage einzusehen, darf man o.E. T=S annehmen. Offen-
bar ist ‘BY genau dann ein Quotient von 'BX' wenn die Komposition
der Abbildungen

r dq p
‘BSX K 38)( K "BY
O ist, oder, was aufgrund der Ergebnisse in [ 36] &quivalent

ist, wenn sich der Morphismus von lokal trivialen Banachraum—
biindeIn

B(K, 3%, ) —2Eapeda) , 3k, 5)

iber den Nullschnitt faktorisiert. Das ist aber offenbar genau
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dann der Fall, wenn die Bilder der Schnitte F; in B(K, By) Null
eindl

Ee bezelchne

x: 65(S xK) — B(K, BTSx K)

kurz den Mcrphiemus o fiir TP= G(SxK) und Y= Y . Wir be-
oY s SxK
" haupten, daB

G's(x)z' K--"(e)’ ’rx:’l Gs(x) X Gs(SXK) -y‘SXK

den Funkter Gg(X) daretellt; dabei eei O kurz der Nullechnitt in
dem Banachraumbiindel B(K, :BTS K). Zunéchet iet wegen (U) 'Y'x
x

ein Unterraum von G-S(X) XgX. Sel nun T-— S ein Mcrphiemue und
YSTxK ein iiber T anaplatter Unterraum mit Y< T x .X. Dann gibt
ee genau einen S-Mcrphiemue T '-h—-r GS(Sx K) mit n*( 'T'S x—K)’Y‘
Wlr betrachten dae kcmmutatlve Dlagramm

P B G (sxx)
s | |-
B(K, 8y) ——— B(K, 34+ )
, SxK
Weil Y ein Unterraum ven T xSX ist, faktecrisiert sich 0(,1, Y

iber den Nullschnltt, alsc auch die Kempesiticn «eh. Das bedeutet
aber gerade, daB sich h iiber G-S(X) faktcrisiert, w.z.b.w.

B, Hllfssitze

In diesem Abschnitt wcllen wir einige einfache Hiﬂssﬁtze bereit-
stellen, fiir die wir keine Referenzen finden kennten und die
bei den fclgenden Uberlegungen des &fteren benétigt werden.

Den Begriff des Unterraums wcllen wir stets im Sinne ven
Dcuady [6] ,I1.1. verwenden: EipaMerphismus i:S'—sS banach-
analytischer Rdume nennt man eine abgeschlcssene Einbettung
und S' heiBt abgeschlcssener Unterraum ven S, wenn S' 1lckal ven
der Fcrm r“'(o) ist, webei £:S—F ein Mcrphismus in einen
Banachraum F ist. Wir erinnern ncch an den Begriff des Tangential-
raums eines banachanalytischen Raumes S. Ist U eine cffene Teil-
menge des Banachraumes E und £:U—F eine analytische Abbildung
in den Banachraum F mit S=f~" (0), sc ist ’l‘scs definiert als dgr
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banachanalytieche Unterraum (decr)'1(0) ven E. 1m allgemeinen
let ’l‘e'cs verechieden ven dem Banachraum Ker(dy f). Dieee belden
Réume etimmen genau dann iiberein, wenn 'l‘scs glatt let cder, was
wegen [ 6] ,prcp.1 dazu dquivalent iet, wenn dg f eine direkte
lineare Abbildung let. let diee der Fall, ec 148t eich S lckal
in Tp S einbetten ( [6] ,1.7. Remarque). Dabel ecll die Ein-
bettung natiirlich ec beechaffen eein, daB eie in ec die ldentitdt
auf den Tangentialr#uman lnduzlert. Etwas allgemeiner wcllen wir
die fclgende Auesage zeigen:

(6.2) Satz: Sei r:s,, —*S, ein Mcrphiemue, banachanalytiecher
Rédume, S5 ein Unterraum ven S; und e, ein Punkt in S, mlt
eazaf(e1) € S5. Die Réume T 1S1, ’l‘easa und ’l‘easé eelen glatt und
der Hcmcmerphismus

pOde1f:Te131 —_— Tep_SZ/"'"easé
eel direkt, wenn wir mit p die kancnische Projekticn auf
'].‘easz/'].'e 2Sé bezeichnen. Dann iet auch der Tangentlalraum ven

s:,:-r“'(s;_,) 1m Punkte e, glatt. lnebeecndere 1d8t eich 53 in einer
Umgebung ven S, in seinen Tangentialraum einbetten.

Beweis: Es ist T, S% nichts anderes als der banachanalytische
Raum (d51r)'1(T52Sé), wie man leicht sieht. Es reicht zu zelgen,
daB dieser Raum mit (p-d51f)'1(0) iibereinstimmt. Das ist cffen-
bar dann der Fall, wenn die Abbildung

TSESé — T5232
injektiv direkt ist., Nun gibt es - wenigstens nach Verkleinerung
ven 82 als Umgebung ven Sy - eine Abbildung h:Sa-—vF in einen
Banachraum P mit h'1(0)=Sé. Dann ist 'l‘sas'=(d.s h)=1(0), und weil
dieser Raum glatt und Tg S, ein Banachraum ist, muB dg h direkt

sein. Insbescndere ist daher ’1‘52Sé ein direkter Unterraum ven
T52S2, w.z,b.w,

Wir werden im fclgenden einige Privilegiertheitsaussagen be-
nétigen. Zundchst wcllen wir zeigen:

(6. ) Satz: Seien U eine cffene Teilmenge des €%, XS U ein
Pelyzylinder und L,/ kchirente OU—Mcduln. Es sei K privilegiert
fir L,V und &tqwu(ua,”), q20. Dann ist



B(K, &t G (Uy)) ¥ Extdpy (B(K,),B(E 1))
fir alle q.

Beweis: Sei { .—vUl —0 eine endliohe freie Auflésung von AL
in einer Umgebung von K. Dann ist der Komplex B(K,Z .) eine
direkte Auflésung von B(K,4). Daher bereohnen sioh die Gruppen
Ext:%(K)(B(K,JL),B(K,.M)) aus dem Komplex

Homp ¢y (B(K, % .),B(K,#)). ¥ B(K, 3’"%(5-../1’)).
Die Behauptung ergibt sioh somit aus dem naohfolgenden Hilfssatz:

(6.8) Lemma: Seien U eine offene Teilmenge des C®, R. ein
naoh unten besohrénkter Komplex von OU-Moduln und K ein Poly-
zylinder in U derart, daB K privilegiert fiir R und H (R.) ist
fir alle 1, Dann gilt:

(1) H)(B(K, R.)) = B(K,Hi(x.)) fiir alle i.
(ii) Der Komplex B(K,R .) ist direkt.

Beweig: Sei ] ‘
Ay :=Ker(R; —R; ,),
" Man hat exakte Sequenzen
0— ‘Bi ——b?(i —OHi(k.)—-DO
0%y =Ry 83 4,0
Wegen -Bi=0 fir i« O folgt duroh adsteigende lnduktion naoh i,
daB8 auoh 3 j und X 4 Privilegiert sind und daB die Sequenzen
0—B(K,3 ;)— B(K, ¥;)— B(K,H; R.))— 0
0 —B(K,X i)—) B(K, X ;)— B(K,8 1_1) —0

direkt exakt sind ( [5] ,§7,prop.3 und 4). Daraus ergibt sioh
“ die Behauptung.-

(6.2) Satz: Seien U bzw. V offene Teilmengen des C® bzw. €%, F
ein kohirenter OU x yModul und Kx L¢Ux V ein ¥ -privilegierter
Polyzylinder. Der Trdger von F 1liege endlioh iiber V, und es sei
™r(F )aA(UxL)s K xL. Dann gilt:
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(i) L 1st £, (F )-privilegiert.,

(ii) Die kanonisohe Abbildung B(L,f (F ))— B(KEx L,F ) 1st
bijektiv.

Beweis: Sei xa(x,l,---,xm) ein Punkt in LeLyx *°° xI.m. Naoh Um—
ordnen der Koordinaten kann man erreiohen, da8 Xu € Lw fir
M =1,%° . und x, € 91}“ fiir u =r+1,°<+ ,m. Wir setzen
L':=Lgx oo XLpy L":aly, 41X coe XLy, x=(x',x") und bezeiohnen
mit & die Projektion von €®*® auf ¢® sowie mit 71 ' die Projektion
von €"Z6Tx €™ T auf den €™ T. Weil Kx L F -privilegiert ist,
folgt, daB ¥ s 'osx -flaoh ln den Punkten iiber x" ist ([ 367 ,
th. 3.2). Daher ist auoh f4(F ) yr'-flaoh in x, und wiederum
mit dem eben zitierten Satz folgt, daB L privilegiert fiir £,F)
ist, womit wir (i) gezeigt haben.

7um Beweie von (ii) roiobt es, die folgende Aussage naohzu-

weisen .( [367] ,(2.3)): Zu Jedem Punkt x € L existiert eine Um-
gebung fvonxini derart, daB die kanonisohe Abbildung

DI, ) 0@ oy B)— rExL, ¥ ® O x - Bxx )
bijektiv ist. Zundohst gilt:

PELEFI® 5 Br) = £,(F))

r(kx £, ?@@Kx L3Kx 1) = F(Kx £,
und die Moduln auf der reohten Seite stimmen iiberein. Somit
ist dle Behauptung fiir Punkte in t kKlar, Betraohten wir als
ndohstes den Fall x=(x1,...,xm) mit x. € 9 L. fir alle # . Dann
ist £,(F ) ein freier @v-Modul-. in einer Umgebung von x
(loo. oit.), und F ist Oy-flaoh in den Punkten iiber x. Daher
erhdlt man wie in 5] ,§7,3. ein lokal triviales Banaohraum-
biindel B(K,¥F ) iiber einer Umgebung W von x mit den Fasern

B(K,¥ )y=B(K, ¥F¥®,_ x(3)), welohes niohts anderes als das zu
£,(F )| W gehdrige Vektorraumbiindel ist, wie man leioht sieht.

. Fiir einen Polyzylinder T in W gilt daher einerseits

B(f‘!B(K’r ) = B(i,f,(f))
und andererseits
B(I,B(X,F )) = B(KxL,F)

(L5] ,§7,prop.6), womit die Behauptung auoh in diesem Fall
gezeigt ist.
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Betraohten wir nun den allgemeinen Pall. Sei x=(x' +X') €LaL'x L",
wobei die Polyzylinder L's €%, Lvg ¢® T yie oben gewihlt seien.
Vir zeigen die Behauptung duroh lnduktion naoh m, Den Pall m=14
haben wir mit den obigen Betraohtungen sohon bewiesen. Sei nun
m2> 1, Wir miissen nur nooh den Pall r+Osm-r untersuohen., F ist
in den Punkten {iber x" 'esr ~flaoh und Kx L' ist privilegiert
fir die Paser F(x"), wie man wieder leioht mit dem Kriterium
C 36 1,th.(3.2)(ii) naohpriift, Daher ist auoh I' privilegiert
fir £,(F )(2"), und die kanonisohe Abbildung von Banaohraum-
biindeln '

B(L' £, (F )) —— B(Kx L', F)

iber einer Umgebung W von x" ist naoh Induktionsvoraussetzung
faserweise bijektiv und damit ein lsomorphismus. Es folgt, da8
fiir jeden Polyzylinder T in W auoh die Abbildung

B(E* B(L" , £, (F ))) —B(E" , B(K x 1 D))
bijektiv ist., Da dies aber geréde die Rdume

B(L'x Ev,£,(7 )) B(K xL'x v, ¥)
sind, ergibt sioh hieraus die Behauptung,-

bzw.

C. Der Tangentialraum von (¢ 9)

Sei Vs¢” offen, L&V ein Polyzylinder und Y &V ein abge-
sohlossener Unterraum, weloher sioh in eine Umgebung von V
fortsetzen 1&8% und durch das ldeal J¢ Oy besohrieben wird,
Die folgende. Voraussetzung mdge in diesem Absohnitt stets
erfiillt sein.

L ist privilegiert fiir die Garben ﬁé(% v,( 4 1, 0Y°) fir q 20,

Wir wollen zeigen (vgl. auoh [35], Lemma 2):

(6.6) Satz: Der Tangentialraum von G(L) im Punkte Y, ist
glatt und isomorph zu B(L, %m@v( 3, a[o)). Insbesondere ist
& (L) in einer Umgebung von ’Io in seinen Tangentialraum im
Punkt YO einbettbar,

Der Beweis ergibt sioh sofort aus Teil (2) der folgenden

—_ B

Aussage., Fiir die Definition der Rdume GA(E) und O;(...) sei -
dabei auf [5] §2&4 verwiesen.

(6.7) Lemma: Sei A eine Banaohalgebra{
AL, 05 B g2 5,
eine direkte exakte Sequenz von AvBanaohmoduln und G:=Kern(p).
Dann gilt:
(1) Bezeiohnet £ den Homomorphismus
P :Hom, (AT ,A8) X Hom, (A®,E) ———y Hom, (AT, E)

(u,v) —

—— gﬁa-vf
so ist der Tangentialraum T(f.s) O'A(Ar,AB,E) isomorph zu B~7(0).
lnsbesondere ist der Tangentialraum glatt, wenn B direkt ist,
(2) Der Homomorphismus
Y :=Hom(f ,F) :HomA(As,F) ———-uHomA(Ar,F)

sei direkt, Dann ist der Tangentialraum von ¢ A(E) im Punkte P
isomorph zu HomA(G,F) und daher insbesondere glatt,

Beweis: zu (1): Es ist
0", (AT, 4% E)=0tAT,25%,E) x - (Hom, (AT, A%)xHom, (4% ,E))
AVN® o ] v v (L(Ar,As)XL(As, ))A ] A v
wie unmittelbar aus den Definitionen folgt. Wir erhalten hieraus
und aus der Besohreibung von O(AT,AS,E) in [5] ,82,prop.2(b),
da8 O A(Ar A% E) eine offene Teilmenge des Urbildes der Null
unter der Abbildung

Hom, (AT,A%)x Hom, (A®,E) ———1L,(aAT,E)
(0, V) ———, veu

ist. Weil Hom,(A",E) ein direkter Unterraum von L(AT,E) ist,
kbnnen wir auf der reohten Seite L(AT,E) auoh durch HomA(Ar,E)
ersetzen, Die ’.l‘angentialabbild\mg dieses Morphismus im Punkte
(f,g) ist aber gerade B ., so daB sioh hieraus (1) ergibt.

21 (2): Es bezeiobme JT: 0, (AT,A%,E)—s G,(E) die Projektion.
Wwegen [5] ,$4,2, ,cor. ist 3¢ glatt, Die Pager N:=Jt"1(F) ist
eine offene Teilmenge des Urbilds der O von der Abbildung

Hom, (A%, 4%) X Hom, (A%,6) —— Hom 4 (AT,6)
(u,v) ——— 5 yeu
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'

wie man leicht sieht. Die zugehérige Tangentialabbildung im
Punkt (f,g) ist gerade der Hememerphismus o mit & (u,v)=gu+ve,
Wir betrachten das Diagramm

c -"HcmA(Ar»Afs)XHcmA(As,G) ﬁHcmA(Ar,As )chmA(A_s,E) — HcmA(AS,F)'—o c

<] J r
C ~——Hem, (AT,6) —— 0, Hem, (AT ,E) ————— Hem, (AT,F) —0
mit direkt exakten Zeilen. Weil g:AS—,G surjektiv direkt ist,
gilt dies auch fiir « . Ferner ist ¥ nach Veraussetzung direkt.
Aus dem nachfolgenden Lemma ergibt sich, daB dann auch B direkt
ist. Daher ist B“"(c):m(f g) TaCAT,A%,E) glatt und scmit auch
TF’G-A(E), weil JU ein glatt’:er Mcrphismus ist. Ferner identifiziert
sich TFG A(E) mit dem Kckern der Abbildung :

T(f’ S)N - T(f, g)( O'A(Ar’As’E)) '

was aber nichts anderes als x'1(c)=HomA(G,F) ist, w.z.b.w. .

Der fclgende Hilfssatz ist ncch nachzutragen.

56.82 Lemma: Gegeben sei ein kemmutatives Diagramm ven Banach-
rédumen

C —— E -—1_.. E'@E" Dﬁ E" — C

{ T

o_._. Fla___..a F'gp" __q,. F'e—o—( C

webei i,J bzw. p,q die kancnischen Injekticnen bzw.Prcjekticnen
sind., Es seien o'y a" scwie der kancnische Hememerphismus
Ker( u,")sh; Keker(ou') direkt. Dann gilt:

('l) & ist direkt,
(2) Dpie Kern-Kckern-Sequenz

C —Ker® )—Ker& ) —Ker ) L Kcker@') — Keker ) — Keker@')— C
ist direkt exakt,

Beweis: Seien K:=Ker(wx ), C:=Kcker(w ), analeg K',K",C',C",
Zeigen wir zunéichst, daB C separiert ist. Wegen x (E'®K")SF'® O
induziert « eine Abbildung '

& :E"/K" —_— (F'/Bild(E'@K"))@F".

29

Es ist F'/Bild(E‘@K")=C'/§ (K") separiert, und die Abbildung
E"/K"—+ F" ist injektiv direkt. Daher ist auch C=Kcker(sC) sepa—
riert.

zu (2): Wie man leicht sieht, sind die Abbildungen K'— K und
C—C" direkt. Weil nach Vcraussetzung auch § direkt ist, ergibt ‘
sich daraus (2). )

zu (1): Wir erinnern an das fclgende Kriterium fiir die Direktheit
einer Abbildung ven Banachrdumen E, =2, Ey: ¢p ist genau dt;a.nn
direkt, wenn fiir jeden tcpclegischen Vekterraum T die kancnische
Abbildung

Kcker(L(T,@ )) —— L(T,Kcker(yp ))
bijektiv ist. Aufgrund ven (2) ist die untere Zeile in dfm Diagramm

Ker(L(T x'))-— Kcker(L(T,«') )— Kcker(L(T, &) )—2 Kcker(L (T, " ))—DO_
.1 « 1 1 = l
L(T,K") ——— IL(T,C') —— L(T,C) ————L(T;C")— C

exakt. Die Behauptung ergibt sich daher aus dem cbigen Kriterium
und dem Fiinferlemma.-—

Wir betrachten weiter die zu Beginn des Abschnitts eingefiihrte
Situatien. Mit B(L,V) bezeichnen wir kurz die cffene Teilmenge
aller ¢ in B(L)" mit @(L)S V. Es sei H:B(L,V)x L —V die .
Abbildung H(® ,x)=@ (x) und Y:= “'(Yc). Cffenbar ist Y dber e:.:er
Umgebung W ven id ¢ B(L,V) ein anaplatter Unterraum ven WX L, den
man auch fclgendermaBen beschreiben kann: Sei

d c

£ozeee— 02 1 o —— o,
eine endliche Auflésung ven Oy , webei d, durch die Matrix
(Q,,,'--,Qn ) gegeben ist. Aus £. erhﬁlg' man einen Kemplex

1 n d n

7 2 1 ¢

t.:---—-)iBw‘L-J—n.BwAL —=—3 . _
wcbei der Randhemcemerphismus Ec durch dig Matrix (Q’.‘,"',Qn,l) El'lt
ai(cp):= ;*® definiert ist, analcg fiir d,,---.Der Kckern ven dg
liefert dann den Unterraum Y ven Wx L. Aufgrund der universellen
Eigenschaft ven b-(L) gibt es einen Mcrphismus

YW — G’(L)
mit WX 'TL)=Y. Wir wcllen zeigens
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(6.9) satz ( [35] ,prop.‘l): Die Tangentialabblldung
d; gV i W —— 'chG-(L)
wird induziert durch den Garbenhcmecmerphismue
g — By (3/92, 0, )

(0(.19’"90( ) —( CP'—"Z“ _;_5_;—2 J.

Pabei seien Y,' L ,Y die chrdlnatenfunktlcnen des ¢7),

Beweis: Wir betrachten zundchst den zu der Auflésung L. ge-
h€rigen Hememerphismus
Yo —— 050, 3)"2,3(1)°2,31))
und berechnen zu 1’ die Tangentialabbildung
Y ¥ :B(L)"— Ker(B )

wcbei B den Hemcmerphismus in (6. 7)(1) bezeichnet. Offenbar
ist d,; d“l’ die Abbildung

(L gyrmey & )—s (2,( Z 0

Da dy,V¥ die’ Kcmpcsltlcn ven d; d"l’ mit der Projekticn
dw :Ker(B ) —— 2, 4 G@)=B(L, Ko , (9 /%2, 0, )

1st, erhalten wir hieraus leicht die Behauptung.

D. Der Tangentialraum ven WG-(L)S—YL'-Q

Sei L ein Pclyzylinder im ¢® » S ein banachanalytischer Raum
und X ein iiber S anaplatter Unterraum vcn SxL. Wir wcllen X
als funktcrierten Raum wie in £367] auffassen. Ferner sei ¥/
ein banachanalytischer Raum ven endlicher Darstellung {iber S,
vEl.[36] ,(5.1) (uns wird im fclgenden nur der Fall Z=Sx z,
1nteress:.eren, wcbei Z ein endlichdimensicnaler kcmplexer Raum
ist). Wir betrachten den Funktcr Mcrs(x Z) ven der Kategerie
der banachanalytischen Riume iiber S in die Kategcrie der Mengen
welcher einem Raum T iiber S die Menge aller Mcrphismen .

T xsx——o Tx SZ ven funkterierten Riumen zucrdnet. Dann gilt:

Thecrem ([36] ,th.5.12): Der Funktcr Mer, (x,z) ist darstellbar
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durch eine banachanalytischen Raum W, (X,2) .

Bemerkung: Die Faser vcn Wi, (x Z) iiber einem Punkt e €S
iet die Menge aller Mcrphiemen g der Faeer x in die Faeer Z o
Den zu e und g gehérigen Punkt ven Thr (x,Z) werden wir im
fclgenden kurz mit (s,g) bezeichnen. Iet S= ¥, sc echrelben
wir auch kurz Wr(X,2z) anstelle ven WS(X,Z).

Es sei kurz an die Kcnstruktion ven Wlr (x Z) erinnert fiir
den Fall Z=Sx2 ¢y webei Z, ein lckal abgeschlcssener Unterraum
des €T ist, der durch d.1e in einer cffenen Umgebung W vcn Z
definierten Funkticnen f,',---,f beschrieben wird. Zunachst
wird Mcr (X,Sx €T) dargestellt durch das Biindel B(L, 8 I‘) Der-
Raum ’"lofs(x Sx W) ist die cffene Teilmenge aller (s,g) -in

S(x Sx ¢%) mlt g(x )e W. Durch den Mcrphismus
fs(f,',---,f )W wlrd eine Abbildung
£y 2 Whr, (x Sx W)—— Wn'S(X Sx ¢®)sB(L, 8 x) induziert, und es
ist WS(X Z) gerade f"‘ (0), wenn O den Nullachnitt in B(L,3 X)
bezeichnet. .

Wir betrachten in diesem Abschnitt ven nun an die fclgende

Situaticn: Es sei Zc wie cben, Yc ein weiterer kcmplexer Raum,

gc:Yc——v Zc eine hclcmerphe Abbildung und Y €Yo Wlr wcllen
annehmen, daB Y. ein abgeschlcssener Unterraum der cffenen
steinschen Teilmenge V des €U ist, wcbei V als Umgebung vecn b
sc klein gewdhlt ist, daB es eine hclcmcrphe Abbildung F:V— W
mit &l Y =g, gibt. Es bezeichne ¥ das Ideal vcn Y, in 0

das ldeal ven (1x 8.)(Y,) in (’Vx’z.’ 3"., das Ideal vcn

(1x gc)(Y ) in va gr und 3 P, das ven chﬁ in 0Vx gns

Man hat eine exakte Sequenz vcn @v—Mcduln
n__3% 2 2
Ory=— 3. /3, — /37 —o0
wcbei die Abbildung § durch

B(O(--p"'v “’n):=:“"’?“
v .
gegeben ist (dabei bezeichne ~ kurz die Restklassenabbilduns)
Wir wihlen nun einen Pelyzylinder LaL,x «-+xI_<¢" mit yce &,
welcher die fclgenden Eigenschaften hat.



(6.10) (1) L ist priviiegiert fir &z q@ (010, Uyo)
fir q30. v

(2) L ist privgiegiert fir den Kokern der Abbiidung
2 =g
r. %(3 "1/3‘11, OYQ) b ] zu(@ go, 010)' Yo'
Wegen 3,.1/3-3 ¢ 3,32 90%0 und (1) ist dann L auoh. fir
Aon (3 /32,0, ) priviiegiert. Aus (2) foigt daher, daB L
Fa’" 171,

£ir Ker(B* )= Yo (I /?,.2, Oy ) priviiegiert ist und B(L,B* )
direkt ist, wobei sioh der KePn dieser Abbiidung mit
B(L, %om (3, /3,-2, oYo) identifiziert. Es soii gezeigt werden:

(6.11) Satz: Sei T, S 6(L)x L der universeiie Unterraum
und Z:= &(L)x Z,+ Dann ist der Tangentiairaum von -

7"0@(1‘)( TL,Z) im Punkte (Yo,go) isomorph zu S
' Kex(B(L, B*.))<B(L; #m(¥n /7,2, Oy )
und daher insbesondere giatt.

Es ist WG_ ()¢ T1»2) das Urbiid des Nuiisohnittes unter der
durch £ induzierten Abbiidung

Tt Mgy (Tr 6Ix W—s Mo (T3, C@) xe™)BE,85).

Wir woiien zundohst zeigen:

(6.12) Lemma: T(Yo,go)mG-(L)(TL’ E@)x W) ist isomorph zu
B(Ly m(F /7 ,2.1, Oy Nund Ty oy Wlorg 13Ty, E<L)x €°) zu

B(L, %om ( ,-.2/} gg, aYo )), wobei die Tangentiaiabbiidung
q(ro’ 8o )f* duroh den Garbenhomomorphismus

2 2
€et 3"2/3’12 — 3’-1/3‘11
mit e f(H)=Eo2’i)< T) induziert wird. .

Beweis: Weii
WG (L)( TL, &) x cr):B(L’ ‘B;.L)

ein iokal triviaies Banachraumbiindei iiber &(L) ist, hat man
eine exakte Sequenz

0 —-tB(L,@YO )r""T(Yo,go)m"'G(L)(TL’ &L)xeT ))—DTYOG(L)—-;O.
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Durch die Abbiidung #:V—W wird ein Schnitt
r
Y ———(71,8lY)

iber & (L) definiert mit @'x(%)'(ro’so)' Mit Hiife dieses
Sohnittes erhilt man ein Aufspaiten der obigen Sequenz, also
eine Darsteiiung

* B(L, 0% ).
R(1,,8,) T G(r) (Vg0 B(RIX € # Ty F () OB, 07 )
Anaiog erhdit man mit Hiife des Nullsohnitts
: ‘oBy ¥ n
G@) <L — WL%(L)(TL, G(L)x ") B(L,grL)
ein Aufspalten -
' 1) ¥ 7 &(L) @ B(T, 02 )
T(Yo’o) WG(L)(YL’ G(L)’ 6 Y, : 1 _Yo__,
Insgesamt ergibt sioh somit: \ . _
T, 16, 1) (T3 BENET) & B(L,3m G /32,0y ) @ BT )
0597 - 1 '
B(Lym (332 0(9§°,UY°))

[}

und analog N
B(2,,0) (1) TLa @R ) & B(L AT @ G o0y
Mit der Identifikation
2 . 2 r
weiche durch die Darsteiiung

Frm Fher Fo (& = %) Ovue™

. s r
_Begeben ist (dabei seien Z, die Koordinatenfunktionen des €7),

anaiog fiir
2 - 2 n
/P, f3 /72007
erhaiten wir .
Ty 5 #(Ly3a(3 ))
P, ,6,) Ty oo BIIET) = #CLa o3 /3T, Sy
und

2
B (2,,0) M (r) s I RCT) 2 2000l /37 10y D) -
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Berechnen wir nun g . i
- .un (chSc)l;" Da Ly mit den Projekticnen
nach &(L) vertriglich ist, kcmmutiert das Diagramm

B(L,wwa,&,c)) ® ncL,a§c)_dfx_. B(L,&n(}/JZ,UYc))e B(L,e8 )
. [

B(L,2m.(3/32,0, ))
c

nédchstes betrachten wir die Einschr'a'.nkung der Tangentialabbildung
auf O'x B(L, @§c). Es ist Ox B(L,0 { ) der Tangentialraup des

Unterrauns %(ch L,€%) ven %:L)(G.’ b()x ), ung £,
induziert durch Beschrinkung einen Merphismus
Wer(Y,a L, W) (Y, L,6%)
n
B(L, v§c) B(L,0% 3
wélcher die Gestalt )
R=(K gk ) s, (£p youeyt o)
hat. Daher ist die Einachréinkung der TangentialabbiIdung
OXB(L,03 )—n, %uavc}/}a,ayc»e B(L,0% )

auf den ersten Fakter die NuIIabbiIduhg und auf den zweiten

Fakter der durch die Funkticnalmatrix ( g—f"' °8c)v gegebene
Hemomérphismus, Zg ¢

Berechnen wir nun neeh die Einschrinkung ven d(Y g )f;‘. auf
c?S¢
B(1, %m(?/}as Dyc))x O. Wir haben dazu cffenbsr die Tangential-

abbildung der Kempesiticn dep Merphismen
G B Ut 1 (0 6Ly Mory 19 (Vg BTN ER)

auszurechnen, welche sich auch als HintereinanderachaItung
des Schnittes

1) LalooByoonotop) | G(L) x B(L)®
und der Prejektien

P: G(L) x B(L)B—, B(L,B;{L)s W1,y (V0 6-(L)x €B)

beschreiben Iigt, Die zugehérige Ta.ngentialabbildung
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BCL,“-C?/J"’.UYO))——f B(L,MO/}Q.aYc)) © B(L,0% )

(4]
hat daher die Gestalt -
P — ((P ’-?(f1'sc)""’- ?(fn.sc)) [

vgl. das nachfclgfle Lemma (6.13). Insgesamt sehen wir scmit, _
daB die Tangentialabbildung ven £x durch den Garbenhcmemerphismus

%m(3/22 ©OT 1Oy F U 3/3° 80y 10y )
c
induziert wird , der dual ist zur Abbildung
33203 — ,3/32¢ oF, ..
c .
: 2L,
mit (“-’x»'""’xn)'—" (“—'; xV §,°ch(%: xy %b.gc)g ) hd
Mit den Identifikaticnen '
2. 2 T 2 72002
3r‘i/3’r.1"3/3 eayc 9 3‘-:2/]' p2’;/ ® Yc
ist dies aber gerade die AbbiIdung € wie die TayIcrentwicklung
ety B %Z%'eacx) (&, (x)-2, )4 -

fir x eV zeigt.-

Beweis ven (6.11): Wegen %G(L)(TL,Z)=.{;1(O) ist
T(Yc,g)mG(L)(Yi’z) das Urbild ven

By 2 (3/3°,0y )& By oy Hlom gy (17, BCLINCR)

unter d(Y ).f,‘~ cder, was gIeichbedeutend ist, das Urbild der

c*8e
NulI unter der AbbiIdung
2 n
L :B(L, &m( 3, /35 ,0, ))——s B(L,0 )
qa.d(Yc,gc) #* x, l"1/ P oY, ’ r,)
wenn g, die Prejekticen ven
T, 1 ) 3/32,0, Yerd )
T(Yc’o)'h‘er(L)( 19 S(L)x€®)*B(L, Zn(7/7 ’ Yc) Y,
auf den zweiten Fakter bezeichnet. Aus der cbigen Beschreibung
der Tangentialabbildung felgt aber, daB q2°d(Y g )fx durch den
¢?Se

Garbenhememerphismus

2
-pX% %‘.’(3“11/3‘-.1 ,0;0)——o20mbv@§°,ﬂyc)

. induziert wird. Daher ergibt sich die Behauptung aus der Veraus-

setzung (6.10)(2) -~
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Wir haben nun ncch einen Hiifssatz nachzutragen. Dabei be-

trachten wir die fcigende Situaticn. Sei A eine Banachaigebra,
AM—LI 2 & .5 9 ,p_,0

eine direkt exakte Sequenz ven A-Banachmeduln und G:=Ker(q).
Wir wciien vcraussetzen, daB der Hememerphismus HcmA(f,F)
direkt ist, sc daB der Tangentialraum ven G-A(E) im Punkt F
iscmerph zu HcmA(G,F) ist. Mit B(GA(E) wciien wir kurz den
"universeiien" Quctienten ven & A(E) xE und nit
P: G—A(E)xE—-»B(G-A(E) die kancnische Prcjekticn bezeichnen. Der
Tangentialraum ven B( G-A(E)) im Punkte (F,0) ist iscmerph zu
TF( G—A(E)F, webei wir die durch den Nulischnitt induzierte
Zerspaltung des Tangentiairaums wihien. Wir haben zu zeigen:

(6.13) Lemma: Sei v € G, Dann bhat die Tangentiaiabbiidung ven p
im Punkt (F,v)

d(F,'r.' )P :HcmA(G,F)XE —_ HcmA(G_,F)xF
die Gestalt: i
dep, v YP(P,0) = (P ,ale)-gp(T)) .

Beweis: Es sei vt :GA(E)-—e B( GA(E)) die Abbiidung
g (Y):=p(Y, ). Es reicht zu zeigen, daB die Tangentialabbiidung
ven vy in F die Gestait dpTx (P )=(,-P(T)) hat.

Sei zur Abkirzung 0 :« 07 (A%,A%,E) und BO",:= 1*(5( & (E))),
wenn Jr die Prcjekticn ven 0~ s auf G-A(E) ist. Wir haben anaicg
wie cben einen Schnitt € : 6,—B0 a» 8¢ daB das Diagramm

Sy
0y —+—B0,

Gy (B) —E2— B(6 (%)) ,

kemmutiert. Der Tangentiairaum ven O a iiegt in

‘ HcmA(Ar,An)x HcmA(An,E) (vgi. (6.7)), und wir wciien zeigen,
daB die Tangentiaiabbiidung

e e, ) TA T T((£,),0)B T T Nz, g)Ta 4T
die Gestait (u,v)r— ((u,v),-qv(t)),hat, wenn t ein Eiement in
A" ist mit g(t)=7. Hieraus und aus der Beschreibung der Tangen-
tiaiabbiidung d(f,g)x in (6.7) fcigt dann offenbar die Aussage
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des Lemmas.

Zum Nachweis der cbigen Behauptung betrachten wir die "univer-
seiie" Sequenz vcn Banachraumbiindeln
Ox A" -2, axa" e, O\ xE P -+ BU™, 40
weiche direkt exakt ist. Dabei ist P((u,v),x)=((u,v),u(x)) und
Q((u,v),y)=((u,v),v(7)). Es bezeichne ty s 0"4—00le den Hememer-
phismus t, ((u,v)):=((u,v),v(t)). Offenbar ist

deg,g)be(wev) = ((u,79),v(¢))
und dee g)(Peta) (@, v) = ((,v),0),
weii Pety der Nuiischnitt ist. Feigiich giit:
%(z,8) Fx (07D = d(g )B((2,7),0) -
= dep yP((yW),v(8)) - (g 15((0,0),7(8))
((u,v),0] - ((0,0),qv(t))
((uyv),=qv(t)), WeZebew.

Zum AbschluB dieses Teiies wciien wir nun ncch eine spezieile
Tangentialabbiidung #hniich wie in (6.9) berechnen. Wir be-
trachten weiter den gezen Ende ven C. eingefiihrten Unterraum Y
ven Wx L, wecbeli WEB(L,V) eine Umgebung ven id war. Man hat
auf Y einen Mcrphismus G, :T— Z, gegeben durch G (P ,x)=gc<p(x).
Aufgrund der universeiien Eigenschaft ven &(L) und Wr(-=*)
definieren diese Daten einen Mcrphismus

{ W— WG(L)(TI",“Z. ).

Es scii gezeigt werden:

(6.14) Satz: Die Tangentiaiabbiidung
d; 48 :B(L)"— B(L, Am( }n/}f, UYc))
wird induziert durch den Garbenhcmcmcrphismus
0} —— Tom(3a /22, 2%
mit (o 440, o&,)l——» (X+— ;«.ﬁ%)

wenn ~ die Restkiassenabbiidung bezeichnet und Tyy-ee,Y, die
Keerdinatenfunktionen des €? sind.
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Beweig: Eg ist m.r‘(m(rn,z) ein lokal abgesohlossener Unter-
raum von W;(L)(TL, (L) x ¢T), und die Tangentialabbildung
der Einbettung im Punkte (Yo,go) wird induziert duroh den
kanonisohen Garbenhomomorphismus

X 3/32, O3,) > %o (3 /3,2, 2%

vgl. (6.11) und den Beweis von (6.11). Es reioht daher, die
Aussage fiir den Fall Z°=€r zZu zeigen. Sei §'iV—q €T eine Fort-
getzung von 8o Orrenbar_'faktorisiert sioh $ iiber den Morphismus
¢ W — (L) x B(L)T nit é (PI=(Y(P)y&*p) (dabei sei

ViW— &(L) die zu dem Unterraum Y von Wx I gehdrige Abbildung,
vgl. (6.9)), d.h. das Diagramm

W ——L. G(L)x B(L)T
§\ /p
r
B(L, 8.,.1‘)

ist kommutativ. Wdhlen wir daher die duroh den Sohnitt
ge: & (L) —B(L, 3F ), EX(X)‘;(x,glx)), definierte Zerspaltung von
L

T(Yy08,) (BT 37 ) = Ty & (L) @ B(z, %)
80 hat die Tangentialabbildung von § die folgende Form:
d59¢ Gqyeeeiay) = U 7 P %ad (tgaeee )
RN , o
= d;..p(dy (“1,"',%),5_7&.’;%‘ )
)
- (dv<x1,---,o<m>,;%§_ ).
Mit der ldentifikation

TYO(B(L,JST."'L)) ¥ B(L, %(3,“3,.21, 0Y°))

wie im Beweis zy (6.11) erhalten wir hieraus und ans (6.9)
leioht, das d;;$ die behauptete Gestalt hat,-
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§7 Beweis des Hauptsatzes

A. Ein Hilfgsatz iiber das Ausdehnen infinitesimaler Deformationen
== 220 T1llosatz fiber das Aus

Es seien in diesem Absohnitt stets die Voraussetzungen won
(5.1) erfiilit. Aus (5.1) (1) und der exakten Sequenz zu Beginn
von §5 folgt, daB 3’1(x°/Y°, on)xo ein endlioher @Yo’yo-MOdul
ist. Dle Randhomomorphismen in Jener Sequenz induzieren Homo-
morphismen

§%: 73y 12,0 ¥) = £, (T x sy ox )

o’ "o?

Naoh Verkleinern von xo bzw. Yo als Umgebméen von x, bzw, T,
kann man offenbar die folgende Situation erreiohen,

(2.1): 1) X, und Y, sind st?insoh.
(2) Die Trdger der Garben Tl(xo/Yo, Oy ) liegen fiir ia1,2
endlioh iber Y ,und es gil: °
i ' -1
Tr( I (xo/Yo,tho))n £o (3,) = Ix,1 .
(3) Der Kokern der Abbildung &° sowie gep Kern der Abbildung &’
sind auf 7, konzentriert.

(4) Y, ist eine privilegierte Ungebung von J, beziiglloh der
Garben Koker(§ 1) una T 2(Y°/Z°, Oy,)+ d.h. die kenonisohen
Abbildungen

r (Yo,Koker(5 1)) —— Koker(& 1)y
o

2 2
P(YOQJ' (YO/ZO’ OYO)) —_— J (YO/ZO’ @Yo)yo
sind injektiv.
DaB man (4) erreiohen kann, zeigt etwa [4] , Anhang. wir

wollen in diesem Absohnitt stets annehmen, da8 die in (7.1)
beschriebene Situation gegeben ist, Dann gilt:

(7.2) satz: Es sei a eine Deformation des zu fo/Zo gehdrigen
Abbildungskeims iiber dem Raumkeim (S,so), wobei 03 g artinsch
150

ist. Dann gibt es eine Deformation o der holomorphen Abbildung
£,/2, iber (S,so), welche a induziert.
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Wir bendtigen beim Beweig den folgenden Hilfssatz:

(?.3) Lemma: Die kanonisohen Abbildungen
€ i:Ti(szo’ OY )— 'Ti(szo’aY )xo
o o

sind bijektiv fiir i=1 und injektiv fir 1=2,

Beweis: Wir betrachten das kommutative Diagramm

ﬂvzhoy;) —d:-iTtm,Ox.) Im— T1(§/%90%) m— I’(VZb’ gYo) "'i"l'%];/%p axo)

Lo !

- 1
T%vq,v,.)iix-,ﬂx/x,ax_)&—,rt;/z.,ayo),o—ﬁ'(wb, o5 STy, 00,

welches exakte Zeilen hat. Aus (7.1) (1),(2) folgt:

i i :

T (xoﬂ°’0x°)= P(xoor (XO/YO’ Uxo)

=P (ot (Tix /x , 0, )))
. o]

fir i=1,2 und

mi(ro/zo, 0y )= (Y 0 ,trf_’(ro/'zo, aro))
fiir alle i. Daher ist Koker(d®)= P (Y, ,Koker(§ °)) und

Ker(d1)=p (¥ 0'Ker(81)). Wir erhalten somit ein kommutatives
Diagramm

O—oll"(Yo,Koker(6°)) — T1(fo/zo’UY°) —_ P(Yo,Ker(51))~,o

|

1 1
00— Koker(6°)y°—-> r (fo/zo,ﬂro)yo*o Ker($ )yo——b 0

mit exakten Zeilen, in welohem die beiden HuBeren Pfeile wegen
(7.1) (3) bijektiv sind. Es fokt, da8 auch ¢4 bijektiv ist, Die
Injektivitédt von g2 zeigt man analog.-

Beweis zu (7.2): Die Deformationen von f o/z o Wollen wir kurz
mit grieohischen Buohstaben « , B,°°- und die Deformationen
des Abbildungskeimes mit a,b,++. bezeiohnen. Es sei p(x ) die
duroh o, induzierte Deformation des Abbildungskeimes. Mit einem
einfachen lnduktionsargument sieht man, daB es reioht, die
folgende Aussage nachzuweisen: Sei (s,s o) ein komplexer Raumkeim
mit artinschem Halmring 05’80, (S',so) eine Erweiterung von
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(S,so) durch w,(so) und X eine Deformation von fo/Zo. LdBt sioh
dann a:=p(« ) fortsetzen zZu einer Deformation a' iiber (s’ ,so),
So gibt es eine Portsetzung ' von & mit plc *)=a’,

Zun Nachweis dieser Aussage betrachten wir die in §4A einge-
fiihrten Moduln Pa(3(5,0),8, (3 (5,)),D,, (x(s_)), B, (< (s))).
Duroh p werden Abbildungen

BB, (3¢(5,)) =D (% (s.)) una BiDy (% (3,)2—D (3(s_))

induziert. Zu zeigen ist offenbar, daB h surjektiv ist. wir
betraohten dag kommutative Diagramm:

D &(35))— B, (x(s,)) - 71 (8,%(2,)), — éecro/zo.ayo)

-~

h h = €2
na(x(so))—»ﬁa@(so))-—rf'(sm(so))so—-ﬁe SPENL R

dessen Zeilen exakt sind (vgl. §4D), da durch die Moduln '.I.'2(°°')
bzw, T 2( *++) gerade die Obstruktionen fiir das Fortsetzen von
Deformationen besohrieben werden ((3.21) und (3.22)). Perner ist
wegen (7.3) die Abbildung h bijektiv, da Dy (J(,(so)) isomorph
zu T1(fq/zo’@Yo) und Da(z_(so)) isomorph zu 7’1(!.0/20, @Yo)xo
ist. Weil auBerdem € o 'injektiv ist, ergibt sioh die Behauptung
aus dem PFiinferlemma,-

B. Fixierung der Situation

Es seien in diesenm und den n#ohsten beiden Absohnitten stets
die Voraussetzungen von (5.1) erfiilit. Wir wollen zusétzlioh
annehmen, daB8 X ° bzw, Yo ein abgesohlossener analytischer Unter-
Taum der offenen steinschen Menge UccC? bzw, Veeg™ ist, der sioh
in eine Umgebung von T bzw V fortsetzen 1iB8t. Dabei seien X 'Y,

o
als Umgebungen der Punkte Xo1Y, S0 gewdhlt, da8 die Voraus._-

- setzungen (7.1) Vorliegen, Es bezeichne 8,:Y,—2Z, den Struktur

homomorphismug und
'}: das Ideal von (1x fo)(Xo)- in 0Ux
3: das Ideal von Y in O v
3, das Ideal von (1x go)(Yo) in UVx

X hetrarhtom wie = . o ~

v

Z,
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widhlen nun Polyzylinder Ks U und LeV mit x, € £ und yéé L derart,
daB die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(7.8) (1) pie Voraussetzungen (6.10) treffen zu,
(2) Tx( J‘i(xo/ro, Oy )) AlUx L) Ex1 fiir ia1,2

(3) Xx L ist privilegiert fiip
() &e¢ 9 (@ ) fiir alle q.
Ouxv X’ axo

() 3xyv,, 0, )
o
(¥) 25(3/7%) uwnd &¢ ?911 v(f;‘(J /3 2),@x ) fir alle q
X (]
2 2
(§) £ :=Kokex( Am (] /7 10x,) — %om (257 /3D, @XOD
(8) L ist privilegiert fiir 7Y /2, Oy ) und Ty sz, Oy

Um die n#ohste Bedingung zu forniulieren, betraohten wir das
Diagramm

(7.4.1):
O IO A B ol 320) 2503, 152 ) 50
-4 | 1 ot o, |

0~ Zm (£33 /59 Wx) = asn(g‘b/f,axg — 0
wobei Ué und 1%, duroh die kanonisohen Abbildungen
£5(3 /35—, 33 ® wd 3/223 /2.2 indusiert sind. Der
Modul %om (J /3=, 0, ) ist isomorph zu Ix suxv, Op ) und

X 2 ° 1 . °
%"L(to(}/} ), @xo) zu gtt @xo(0x°® OUX YOLUXYO/UXV [ 0x°)’
wie man leioht sieht. Der Kokern von Vg 4» also der Modul £ .
aus (3)($ ), ist daher ein Untermodul von Ta(xo/Ux Y, 0% ),

und dieser Modul identifiziert sich mit 7 2(xo/Yo, Ox ), weil
o
- Ux Yo——ﬁo glatt ist, Somit liegt auoh Tr(f ) endlich iiber T,
und es ist
Tr(£)n UxL < Kx1L,

weil dies fir I 2(xo/ro, Ox ) &ilt. insbesondere ist L privile-
giert fiir t°££ )y vgl. (6.59. Aus 'Jé erhalten wir einen Homo-
morphismus
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J,: %4(3,./3,.2,(910) — £ (L),
Wir benétigen nooh die folgende Bedingung:

(2-8) (5) L ist Privilegiert fiir den Kokern von 1}2.

&us dem Satz iiber die Existenz privilegierter Ungebungen,
vel. [5] ,§7 thm.1 und Remarque, erhdlt man sofort die
folgende Aussage: .

(2.5) Lemma: Die Polyzylinder K,L, welohe die Bedingungen
(7.4),(1)-(5) erfiillen, bilden eine Umgebiingsbasis von Xg1Ygs

C. Der Raum Em.iIm* K)

- Wir betrachten in diesem Absohnitt stets die in B, besohriebene
Situation.

Es sei GK L der folgende Funktor von der Kategorie der banaoh-
’
analytischen Rdéume in die Kategorie der Mengen. Fiir einen

banaohanalytisohen Raum S besteht ein Element von GK,L(S) aus
1° einen iiber S anaplatten Unterraum Y von Sx L
2° einem S-Morphismug Y—E 5k Zo
3° einem iiber S anaplatten Unterraum X von Yx K,

Bezeiohnen wir dann den Raum WG(L)( TL, &(L) xzo) kurz mit =
und MXG(L) Y1 kurz mit Torgs S0 gilt offenbar:

(7.6) Satz: Der Funktor GK 1, wird dargestellt durch den banaoh-
,
analytisohen Raum G:m( Y x K) .= '

Anders ausgedriickt bedeutet das: Es gibt ein Element “'K,L
in GK,L( G TmmXxK)) derart, dag fir Jeden banachanalytischen
Raum S und jedes Element b in GK,L(S) genau ein Morphismus
Y:8— Gy YimxK) existiert ot W’é(«@x’L)ﬂ). Die Punkte
von  Gogn( YoymxK) sind Tupel (X,Y,g), wobei Y ein privilegierter
Unterraum von L, X ein privilegierter Unterraum von Yx K und
g:Y—;Zo ein Morphismus ist. Fiir den Punkt
(xon (KxL),Yon L',golron L) schreiben wir auch einfach b,
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Der Raum Gy ( Ty x K) wird im nicheten Abechnitt das ent-
echeidende Hiifemittei eein, um die geeuchte vereeiie Defcrmaticn
zu kcnetruieren. Wir wciien in dieeem Abechnitt zunichet den
Tangentiairaum ven Gpy( Tm X K) im Punkt b, untereuchen.

Sei zur Abkiirzung

E,:=B(K x L, 2,0

11BE T, B (FIFE 000

E,:=B(L, ﬂﬂrm._.,v( .‘r',-/?,?. 0,0))

F:=B(Kx L, X% /79%),0, ).

( x L %muxv(fc( /? ) xc))

Aus dem Diagramm (7.4.1)
O~s%meq /73 ox’)—»xug/] Ux‘)xfomr-ﬁr- O)—, %‘(‘:'pﬁ,. 10y —0
(01) -vfl lv‘--vﬁw‘a l
0~ zw-;u',t;/ﬁ),ax‘)-.m..({o/;’;,ox’) » 0 — 0

erhaiten wir ein Diagramm

00— E1-——# E1x E E
(DZ) "91 l J =—9 + J
O— F - F = 0 -0

Wir wciien zeigen:

(7.7) Satz: (1) Der Tangentiairaum ven Gr.m( Yarnex K) im Punkt b,

iet iscmcrph zu @-1(0).
(2) O iet direkt. inebeecndere iet daher @"1(0) giatt.

Beweie: Sei
L oieee — B(L)® ——40—»B(L)
eine endiiche AufiSeung ven B(L, 0 ), wcbei die Abbiidung d,

durch die Matrix h=(h1,...,h Je B(L) gegeben ist, weiche sich
in eine Umgebung vcn L hcicmerph fcrteetzen iiBt. Weii die
Abbiidung

O’B(L)(... B(L)®,B(L))—— &(L)

giatt ist, gibt ee in einer Ungebung & ven Y, in &(L) eine
Auflésung
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f—o G x B(L)® —50—; G xB(L)
ven B(L, 3-,- NE& ,weiche im Punkte Y, gerade die AufiZeung Z.

induziert, Die Abbiidung d mége dabei durch die Matrix ven
Funkticnen ha(h oo h ) G—-—-B(L) gegeben eein. Ee bezeichne
v :%— B(L) d:l.e Pro,]ekt:.cn und M die cffene Teiimenge

1( &) ven M. Aue B erhaiten wir einen Mcrphiemue

Be: B(KxL)x mc — B(KxL, 8.2 T L)
derart, daB8 dae Diagramm
h ) e
G(KxL) xmc £ - ﬁ‘ B(KxL, $YK){L)
G(KxL) x4 — B G(KxL)xB(L)® ——— & (KxL)xB(KxL)®

kcmmutiert, und aue der Kcnetrukticn ven & 5(X) in §AA. fclgt,
daB G-z%( 'T X K)nichte anderse ale h{'(d) iet. Aufgrund der

Ergebnieee vcn §60.,D iet der Tangentialraum ven & (Kx L)x 77L
im Punkt b= (xc,(Yc,gc)) iscmerph zu E;X E, und der ven
B(Kx L, $°K 1_-,) im Punkt (X_,¥) iscmerph zu E,x B(Kx L, 0 ),

X

wcbei wir natiiriich die durch den Nuiiechnitt induzierte
Zerepaltung wihien. Wir wciien nun zunidichet die Tangential~
abbiidung

d.bc by :E;x Ey~—— E, x B(K XL, 09)

berechnen. Weii h‘ ein &(Kx L)—Mcrphlemue iet, hat db h* die
Ferm db h* (x,7)=(x,-h' (x)+h"(y)). Wir behaupten:

(7.8) Lemma: Der Hememcrphiemue h':E ——-B(Kx L (ﬂx ) wird
induziert durch die Garbenabbiidung %-m, 77 '}2 l9 }-—*0;
UxV c c

ait qn——-t(q’(h ),-'-,Cy(h )) und h" durch
Zrm, (3,./37.2 (9 )_’UY mlt(Pl——-)((P(h ),---,cp(h M.

Beweis: Zunidchet berechnen wir die Tangentiaiabbiidung der
Einechrinkung ven h;, auf G(Kx L) x (Yc,gc), weiche nach Ken-
strukticn nichts anderes aie die Kcmpceiticn

G(Kx L) —— G(Kx L)x B(Kx L)®—2P2_, B(KxL,BY;L)

Y r—— (Y,hy,--e,h)
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ist. DaB h' dis bshauptsts Gsstalt hat, srgibt sich scmit aus
(6.13).

Bsrechnsn wir nun dis Tangsntialabbildung dsr Einschrinkung
ven By auf x 3 x Wt,. Dlsss Abbildung faktcrisisrt sich iibsr
dsn Untsrraum B(K«x L, @§c) ven B(K x L'Brg,‘ L)' und man hat sin
kcemmutatlvss Diasragm

xjxmy, —Baleee [--- B(KxL,0% )
[
fl
s——ﬁ—»n(x,)s —4—3B(1,0% )
c

Daher reicht ss zu zsigsn, da8 dis Tangsntialabblldung ven gh
durch dis Garbsnabbildung

Am, (3 /32, 05

mlt @ s (P (hy)s- e+, (L))
lnduzisrt wird. Aus dsm kemmutativsn Diagramm
G (odh) ¢, ppys
ah |~ ‘ P

B(L, 0§ ) —audd) 5058 )
[+

srgibt sich sin sntsprechsndss Diagramm fiir dis Tangsntialrédums s

.,

BCL, % (3/72, 0y ) — (0287 ) ;5‘<L.%%<3/32.0Yc>m(ra>“
ch(qE)l - ldac.mp
(]

Wsil pe(1,h): &~ B(L, 3$L) dsr Nullschnitt ist, gilt fiir
p € B(L, %om (3 /3 2, 0, )):
c
¥ m)P(P 1dy B(P)) = 4y (pe(1,E)) () = (g ,0).
Scmit srhaltsn wir: '

C»d (Yc 'h)P) (0 ochh) ((P )

a...p(0,dR(¢ ))

dp(<p ,dh(<p)) - dp(¢p ,0)

(¢ 40) = (P, (-p(hy)y=-"y- P(n,)))
(0, P(hy)yeeep (b)),

]

((6.13))
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Daraus srgibt sich dis Bshauptung.-

Wir fahrsn nun im Bswsis ven (7.7) fert. Wsil G%(T‘-,ncx K)
das Urbild dss Nullschnittss untsr dsr Abbildung hyg 1st, be-
rschnst slch dsr Tangsntlalraum im Punkt b, als Urbild dsr O
untsr dsr Abblldung -‘E'+§":E1x By~ B(Kx L, & §°). Dls Matrix
(h1""'hs) dsfinlsrt slnsn surjsktivsn Garbsnhcmemerphismus
Of v £%(3/22) und dual dazu sins Abbildung
p: %Ux v(a’.’é(? /32, (ﬂxc)——ovxp. Dis zugshérigs Abbildung
B(Kx L,y ) lst wsgsn (7.4)(3)(;) in,jskt;lv direkt (vgl. (6.3)
und (6.4)), und das Dlagramm - )

~h'4hn \ ‘/B(Kx L,y)

- B(Kx'L, 0;0)

ist cffsnbar kemmutativ. Dahsr ist (—“ﬁ'+‘E")’1(O)= 6-1(0) dsr
Tangsntialraum ven G'-m( TanXK) im Punkt b,y wemit (1) gszslgt
ist. ‘

Zum Nachwsis ven (2) bstrachtsn wir dis Dlagramms (D1) und (D2)
ver (7.7). Dsr Keksrn dsr Abblldung - 1}1 ist gsrads dsr Mcdul 2 *
wslchsr sndlich iibsr Ycllisgt und fiir dsn Kx L prlvilsglsrt 1lst,
vel. (7.4)(3)($ ). Dabsr ist B(KxL,:v",')a- 61 dirskt. Wir
z8igsn nun ncch, da8 dis Abbildung 0,:E. —F/E, dirskt ist.

Es ist F/E,3B(Kx L,¢ )=B(L, £, (L)), und dis Abbildung @2 wird
induzisrt durch dsn Garbsnhcmemerphismus

Da L fiir dsn Kcksrn disssr Abbildung privilsgisrt ist ((7.4)(5)

srhaltsn wir, daB8 auch 62 dirskt ist. Mit (6.8) srgibt sich
daraus, da8 auch ® dirskt 1st, w.z.b.w.

?

Wir wellsn nun #hnlich wis zu Ends ven §6 ¢.,D. ncch eins
spszislle Tanssntialabbilduns berschnsn. Dabsi iibsrnshmen wir
dis Bszsichnungen ven (6.#+) und bstrachtsn dsn aus Y, kenstru-
iertsn Untsrraum Y ven Wx L scwie dsn dert definiertsn Morphismus
s:Y—-)Zo. Es sei H:B(KX L,U)x B(L,V) xKx L —>» Ux V dsr Mcrphis-
mus H(<P1vCP20xoy)="( q71(x,y),q>2(y)). Dann gibt es sins Um~
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gebung W* von id in B(Kx L,U)x B(L,V) derart, da8 X“:=H“(X°)IW\"
ein iiber w* anapiatter Unterraum von W*x Kx I ist. Dabei woiien
wir W* in B(Kx L,U)x W wihlen. Mit Y” bezeiohnen wir den Raum
H'xwY und mit g":!“a—azo die aus g abgeieitete Abbiidung. Man
sieht ieioht, daB XX sohon ein Unterraum von Y#x K ist, so daB
die Daten X*,Y* g* ein Eiement b% von GK’L(H*) definieren. Wir
wolien die Tangentialabbiidung der zugehorigen Abbiidung

'\Vb;é:w*————; G TmxK)

im Punkt id berechnen.

Es sei
(842520 0% x 27" OF )~ Tm(7 12,0, 2" (@om (1 /32, %
der Garbenhomomorphismug mit

=) .5 2% < 3¢
21(&1’"""(11’51""”11!)(9) :=§,.'x-v9—i; +/; 55;;

und ?
_ it 4
R SRR S REDN &

wenn < .bzw. ¥ Sohnitte in } bzw. #- sind. Dabei haben wir
die Koordinatenfunktiocnen des €® bzw. €® mit X, bzw. T. be-
zeiohnet sowie mit ~ die Restkiassenabbiidung. Aus ( €49 '6;2)
erhaiten wir einen Morphismus

(=42 =p) tB(Kx L, U0 ;o) x B(L,wgo) —— E,xE, ,
der sioh offenbar iiber den Unterraum Ker(® )¥y_ b ( Yonx K)
von E1x Eg faktorisiert. Die so erhaitene Abbiidung r_'.won
B(Kx L,0 XO)x B(L,U?o) in Ker (®) woiien wir mit = bezeiohnen.
Dann giit:

(7.9) Satz: (1) Die Tangentiaiabbiidung
d;4 Vs :B(Kx L) x B(L)™ "_’Tbo(';m( Yo x K)) Z Ker(@ )
ist die Komposition von S mit der kanonisohen Projektion wvon
B(Kx L)®x B(L)™ auf B(Kx L, 0% )x B(L, ca§ ).
o ) o

(2) 4;4 Ve ist direkt. Der Kokern dieser Abbiidung ist
isomorph zu dem endiiohdimensionaien Vektorraum J (fo/Z 0! UYO)xo.

Beweis: (1) foigt ieicht aus den entspreohenden Aussagen (6.9)
und (6.14).
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zu (2) : Aus dem Diagramm (D1) vor (7.7) erhaiten wir eine
exakte Sequenz

03 Ker( 1’1)-' Ker(" ) -—of;1(z‘u( Fn/ ?,-?, 010))———of .
wobei £ der in (7.4) definierte Modul ist, der ein Untermodui

von TZ(XO/YO, Oz ) war und daher endlioh iiber Y, iag. Ent-

spreohend ergibt gioh aus dem Diagramm (D2) eine exakte Sequenz
0— Kex( @1 )— Ker(@ )—oE2 -—)E‘/E1 R

und F/E1 identifiziert sioh mit dem Modul B(L,fOR(ﬂ )). Aus dem
Diagramm von Garben

n ] -1 m -1 m . -
0— 0%, -—~0§°xf° (@YO)-—’ £, (@ 1) 0

n| sl k|
0— Ker(‘!’,‘) —s Ker(d ) — r;‘(.’bu(f},. /?# 5, ‘910)) —2

und dem eutsprochenden Diagramm von Banaohriumon

0—s B(KxL,O;‘(O) —.B(Kxn,a§° )xB(L,G;'; ) — B(L,ugo) ~—0
(%) 3 l El =5

0 — Ker(® 1)——-. Ker(® ) —93(15;‘3!(37.-/3,%,@10) )%B(L,fox(ﬁ))
erhaiten wir das kommutative Diagramm:

Ker(gf)xo-—’ Koker](§1 )xo—-oKokT'(f )xo--y Kokef(?z)xo—-nlixo

‘Eer(Z,)—> Koker(Zy) —v Koker(S) — Koker(Z,) —B(L,£, (£)).
Man iiberiegt sioh nun ieioht, daB giit:

=1 wo=1, 1
Ker(E 2)38 (:;'O(yo/zo, Oy )), Koker(% )T (T (Yo/zo'@ro))'

o
Perner ist Ker(\f‘,‘) niohts anderes ais (3'/j' 2, @xo). wenn
o~
Is UUXYO das Ideai von (1x £5)(X,) in Ux Yo bezeiohnet. Daher

giit: Koker(f ,)= (X /1, oy,) und Koker(g )= (¢ /2, oy ).
Entspreochend ist

KerGZ)sB(L, J’O(YO/ZO, U} Yo))’
Koker(Z: 5)2B(L, 1 (X,/2,, Oy ))

~ 1 = 1
Koker(:.,,);B(KX L’ T (XO/YO’ 0x°))=B(L,f° "(T (xO/YO’ @xo)).

Das obige Diagramm kinnen wir daher auch foigendermaBen schreiben:
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o . >1
v‘tg/z;.o,‘)x ;S_-‘fa,r'(x/x. )y —— ﬂg/z,,w,.)x._.,'f'q/z,,a,‘)x _5_&,,gx°

I ] e] I 1

B(I,,:’q/g,uy.))i',aa,,r“a"(yy,,ox‘)))_.. Keker() —B(L,7ty/3, &) Lon(r, 5¢2))

Wegen der Vcraussetzung (7.1)(3) ist Kcker(§ ©) auf y_ kcnzen-
trlert und daher Kcker(d®)=B(L,Kcker($ ©))=Kcker( §¢)_ . Ent-
sprechend fclgt aus (7.4_2(5) Ker(&’1)=B(L,Ker( k3 1), wascwieder
nichts anderes als Ker( 31)yc ist (Man beachte, da8 der Kckern
ven ﬂ(Yc/Zc,D c) —_—— fC*(f )_ nichts anderes als
der Kckern ven 2 ist!) . Insgesamt sina scmit die duBeren
Pfeile in dem Dlagramm

1
0~ Kcker( $°)yc -_’Jq(fc/zt_:’ (9Yc)xc-—> Ker( $ )yc—) 0

f e
0 —+ Kcker(d®) —— Kcker(T) —— Ker(aﬂ)—, 0

bijektiv. Mit dem Piinferlemma ergibt sich nun, da8 auch e bijektiv
ist. Damit ist der zweite Teil ven (2) gezeigt.

Wir haben nun ncch nachzuweisen, dag did'yb direkt ist. Weil
die Prejekticn ven B(Kx L)®x B(L)® auf B(Kx L, 0B )x B(L, 07 )
surjektiv direkt ist, reicht es cffenbar zu zeigen,das8 = ¢
direkt ist. Hierzu betrachten wir das Diagramm (¢ ). Die Abbildung

bzw. ".;",2 ist direkt,weil Kx L bzw. L privilegiert ist fiir
Kcker( ¥ )57 (Xc/Yc, o xc) bzw,
Koker(0§ — Zm(%n /3,2, 0y NFTN1/2,,0y ). Perner ist

Ker('se):n(r,,a"(yc/zc',@yc) )42, Kcker () )*B(L, £, x(r" (Xc/Yc,Ui )
: c

direkt, vgl. cben. Die untere Zeile in dem Diagramm (% ) ist
wegen (6.8) direkt, weil es sich dabei um die Kern-Kckern-Sequenz
des Diagramms (D2) handelt. Mit (6.8) - angewandt auf das
Diagramm (% ) - ergibt sich nun, daB auch = direkt ist, W.z.b.w.

D. Beweis ven (5.1)

J.Bezeichnungen: Es seien K,L stets zwei festgewihlte Pely-
zylinder mit den in B. beschriebenen Eigenschaften, GK,L der zu
Beginn ven C. eingefithrte Funktcr und G-K 1, eine Umgebung ven b,
in Cm(’T‘m_x K), welche sich in den Tang;ntialraum

o . O |
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TK,L“Tbc Gy (Tonx K) einbetten 1d8t. Fiir einen banachanalyti-
schen Raumkeim (S,sc) sei &‘K L(S’sc) die Menge aller Tupel
b=(X,Y,g) mit den fclgenden E{genschaften:

1) Y ist ein {iber S anaplatter abgeschlcssener Unterraum ven
Sx V', wcbei.V' eine Umgebung ven L in V ist.

2) g:Y—sZc ist ein Mcrphismus.

3) X ist ein iiber S anaplatter abgeschlcssener Unterraum ven
Yx U', wcbei U' eine Umgebung ven K in U ist,

4) X,Y,g induzieren X, n (u'x vy, IT,.av, 8c in der Faser -
iber Sge ‘

Dabei scllen zwei sclche Tupel identifiziert werden, wenn sie
nach geeigneter Verkleinerung ven S,U' +V' gleich sind. Offen-
bar ist EK,L(S’sc) funktcriell in (S,sc). Es sei F wie schen
cben das gefaserte Gruppcid der Defcrmaticnen dos Abbildungs--
keimes fc/Zc iiber der Kategcrie der kcmplexen Raumkeime, Die
Elemente in G'K,L(S’sc) und GK,L(S’sc) wcllen wir im fclgenden
kurz mit byb,,b’ e -s bezeichnen, die Objekte in F mit 8384,8"y° .
Jedem Element b in GK,L(S’sc) kann man cffenbar eine Defcrmaticn
qa(b) zucrdnen. 1lst (8y8,)-F— (s »8¢) ein Mcrphismus kemplexer
Raumkeime und b GGK L(S',sé), sc hat man eine kancnische Abbil-
dung q( q»*(b'))-—) q(l;') ven Defcrmaticnen {iber<p . Es sei ncch
angemerkt, da8 jede Defcrmaticn iiber (S,sc) die Gestalt q(b) hat,
falls - @S, 8o artinsch ist. Das ergibt sich leicht aus (7.2).

2. Kcnstrukticn der versellen Defcrmaticn: Wir betrachten die
So DS v-con cer versellen Defcrmaticn

gegen Ende ven C. definierte Abbildung "l’b%:W"——; G 1+ Die zuge-
: ]
hérige Tangentialabbildung

did'Vb,é:B(Kx L)%k B(L)®— T,
ist direkt, und der Kckern ist ein endlichdimensicnaler Vektcrraum
der Dimensicn k:=dimc(T’ 1(fc/Zc, (9Y )x }((7.9)). Wir wihlen
eine k-dimensicnale lckal abgeschlcgsene Untermannigfaltigkeit 71

ven TK 1, welche bc enthilt, sc da3d die Tangentialabbildung eine
k 2
bijektive Abbildung

Tbc T, cher(didvb;é)
GK’LI\ J1 und a’K,L':=q(g’K,LlSK,L),

wenn Z—K 1 das 'universellé Element in Gy L(G-K 1) bezeichnet.
? * ? N
Es scll im fclgenden gezeigt werden, daB S, ., ¢ , . die gesuchte

induziert. Wir setzen dann SK L=
: ]
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semiuniverselle Defcrmaticn ist. Wir merken an, daB Sy L ein

9
endlichdimensicnaler kemplexer Raum der Elnbettungsdimensicn £k
1st!

3. Kenstrukticn ven S8* und b*: Sei b=(X,Y,g) ein Element in

('fx L(S,sc), webel X,Y,g die Eigenschaften 1) bis 4) zu Beginn

L]

dleses Abschnitts haben. Wir betrachten das fclgende kemmutative
Dlagramm: ‘

BxB(Kx L,U') x B(L,V')x KxL —B1 3 5 yiye v
pro;j.l lpro;j.
8xB(K xL,U')x B(L,V') xL —H2 | g,y 2

webei Hy(s, @,V ,x,7)=(s, P(x,7), ¥ (7))
und  By(=,p ,y,y)=(s, ¥(3)) ist.

Es glbt dann eine Umgebung S* ven (sc,id) in 8x B(K x L,U') x B(L,V*)
derart, da8 B,f(x)ls* bzw. HS(Y)IS* anaplatt liber 5% sind. Die
Abblldung g induzlert einen Mcrphismus g* :Hg(Y)I 8f'— 2o, und

man sieht lelcht, daB die Daten H,f(x)ls", HX(Y)|8*, g* ein Flement
ven GK’L(S*) definleren, welches wir im fclgenden kurz mit b*
bezeichnen. Dabel wihlen wir S* stets sc klein, daB sich

'\Vb;. 18%—1 Bae (TmX K) iiber 6K',L fakterisiert, Wir werden den
fclgenden Hilfssatz ben&tigen:

(2.10) Lemma: Der Raum §*:=“f’;1(sx 1) ist glatt iiber 5 in einer
Ungebung ven (sc,id). Insbescndere gibt es — wenigstens nach
Verkleinerung ven § als Umgebung von 8, - ein kemmutatives
Diagramm

1l

webei ¢ ein S-Merphismus ist mit o’(sc) = (sc,id).

Beweis: Wir betrachten das kartesische Diagramm
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8 —E—’Tx,x.
u u
- L S &t B
Die Restrikticn der Tangentlalabbildung d(s;’ld)‘{’b. auf den

Unterraum O x B(Kx» L)®x B(L)™ 1st nichts anderes als die Tangen-
tialabblldung dld‘l’bé, die direkt lst. Daher lst die Abblldung

0 x B(Kx L)"x B(L)® —) TK,L/Tbc(r1)

surjektiv direkt, wie aus der Kcnstrukticn ven g felgt. Aus

dem nachfclgenden Hilfssatz ergibt sich scmit die Behauptung.—
(7.11) Lemma: Gegeben sei ein kartesische; Diagramm ven banach-

analytischen Raumen i -

EXW —I

[+ . [

8! _;‘L'__. I
webel T,T' und W glatt scwie i,j abgeschlcssene Einbettungen
sind. Es sei séé‘(sc,ﬁc) ein Punkt ven 8' und t¥=y'(s}). Ist
dann der durch die Tangentialabbildung ven 4 induzierte Heme-
merphismus

o xTwcw _—thé(T)/Tté(T. )

surjektiv direkt, sc¢ ist B' glatt iiber 8.in sé.

Beweis: Nach geeigneter Verkleinerung der betrachteten Riume
darf man annehmen, daB T ein Predukt T'x V ist, wcbei sich j(T')
mit P'x {vc} identifiziert, wenn j(t})=(t;,v,). Offenbar ist
dann das induzierte Diagramm

Bx W ——’jf

§'— {v.}
ebenfalls kartesisch, sc daB man die Aussage nur fiir den Spezial-
fall T'= {té} zeigen muB.

Bei nun E ein glatter Raum, welcher S als abgeschlessenen
Unterraum enthilt. Nach geeigneter Verkleinerung ven S,E und W
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gidbt es eine ‘analytische Abbildung E x UY—) T mit “?'IS XW= 1y,
Das Dlagramm

S &———E

|

Ste— E'a7'1(té)
lst dann cffenbar kartesisch, sc daB es reicht, die Behauptung
fir den Fall zu zeigen, daB S glatt ist.

Betrachten wir nun alsc die Situaticn, daB T'={ t.} und S
gBlatt ist. Aus der Veraussetzung fclgt dann insbescndere, daB
d(sc,w )('\y) surjektiv direkt ist. Daher ist mit S auch

S’a'\y'g(té) im Punkt s, Blatt (Satz iiber implizite Punkticnen).
Damlt S'— S glatt ist, reicht es deshald zu zeigen, daB die
Tangentialabbildung Tsés'—’ Ts S surjektiv direkt ist. Das ergibt

sich aber leicht aus des Vorausgetzmg.-

Wir detrachten ncch einmal das Dlagramm
sk —_——
GK,L

s

S 4‘.%’1‘
aus (7.10). Man sieht leicht, daB die durch b und
e ()= ¢t (KK,LISK 1) induzierten Defcrmaticnen auf S in
natiirlicher Weise iscmerph sind. 1st nun O S,sc &rtinsch, sc
wird jede Defirmaticn des Abbildungskeimes ..‘.‘c/Z‘:= durch ein
Element b in GK,L(S’sc) induziert. Daher erhilt man insbescndere :

(7.12) Felgerung: (Sg 19 % 1) ist eine fcrmal semiuniverselle
9

Defcrmaticn des Abbil duﬁgskeime st c/ Zge

4. Vergleich ven (SK,IA—Q'-K,Iz und g_s_K. ,L'-‘-a;K' ,L'l: Seien K',L®
Pelyzylinder in K,L, welche ebenfalls die Vcraussetzungen in B.
erfiillen. Das universelle Element ‘EK L in GK L(G'K 1.‘) induziert -
wenigstens nach Verkleinerung ven G'K’L als Un’ngebuné ven b, -
durch Beschrinken auf die Pelyzylinder K' »L' ein Element
IrK’Ll(K' »L') in Ggr 14 ( G'K,L)-' Hierzu gehért ein Mcrphismus
G’K,L—’ Gxs L' und "nach geeigneter Verkleinerung vcn GK,L
und TK,L 8idbt es einen Merphismus ¢ :TK’L-—’ TK',L' derart, daB

T —— ( ,
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das Diagramm
¥ — %,

L]

va A R— qu KA
kemmutiert. Aus der Untermannigfaltigkeit J°' ven Ty, erhalten
wir nun die Untermannigfaltigkeit I '1:=1:'(T1) ven B '
welche cffenbar wieder die Eigenschaft hat, daB die Kcmﬁcsiticn

Tbb T 1 ey TK' ,L' —-)cher(did vé‘s)‘ .
surjektiv ist. Die Abdblldung © induziert denn einen Mcrphismus
. e 1 s
e 'SK,L.—’SK' LT nlb 'L und einen Mcrphismus .
aK’L-——wv ', I+ ven Defcrmaticnen. Weil (SK,L""K,L) un
(Sgr 109 @gi 11) fermal semiuniversell sind, mu8 ¢ nctwendig
k]
ein Iscmerphismus sein.

5. Nachweis der Versalitit: Sei 1:(S,sc)H (S',sc) eine abge-

schlcssene Einbettung und a—s a' ein Merphismus ven Defermaticnen .
iiber i. Ferner sei ein Mcrphismus a— “K,L vergegeben, Wir
haben zu zeigen, daB es eine Liftung a'—— “K,L gidbt.

Es sei cf:S-—:SK’L der zu a;—'a'K,L gehérige Hfmcmcrphis?ms
der kcmplexen Rdume und b:= ¢ (I’K LISK 1)- Man iiberlegt sich
leicht, daB es fiir hinreichend kleine Pél-yzylinder K',L' ein
Element b' in Gy, 1.(S',s,) gidbt mit i*(b')=b, sc daB dle zu-
gehérige Defcrmatien q(d') isemcrph zu a' ist. Dabei scll der.
Iscmcrphismus q(d')=a! natiirlich sc beschaffen sein, daB der
gegebene Mcrphismus a— a' durch die kancnische Abbildung
a(d)=q(i*(®'))—0 a(d') induziert wird. Wir betrachten dann das
Diagramm

St
P '\V (L3
s ”—b—)GK.’L.

(wcbei S* der wie cben gebildete cffene Unterraum ven
Sx B(K'x L',U) x B(L',V) ist, analcg fiir S'%), weraus sich ein
Diagramm
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s

P 8 1 *Sg,1,
®Tgibt. Naoh Konstruktion enthilt §* den Unterraum S x {id} , ung
die Komposition

SSS x hd]‘;_,gx I SK' ,L' ¥ SKQL
ist der vorgegebene Morphismug P . Weil §'x glatt iiber §' ist,
gibt es (wenigstens naoh geeigneter Verkleinerung der betraohteten
R&ume) einen S'-Morphismus o ' :g5'—y Sre derart, daB das Diagramm

§ —E__ §*

|, ]

';l

S —T ., Fix
kommutlert, Bezeiohnet %' die Komposition der Morphismen
' Ll )
s '8 g IR T 'SP

So erhalten wir einen Morphismus von Deformationen

' % » z
e (S Ao I8g: 10— a(%, el p)Tay o
weloher den gegebenen Morphismus a-— ay 1, fortsetzt. Damit ist
(5.1) bewiesen. !

Bemerkung: Der Beweisg zeigte insbesondere, daB (SK,'L, a’K,L)
Sogar versell ist fiip Deformationen iiber banaohanalytisohen

Raumkeimen,
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Kapitel 111, Einige globale Modulprobleme
§8 Deformationen won Abbildungen und Moduln

A. Versalitidt ungd formale Versalitit

Da die in diesem Absohnitt angesohnittenen Probleme loksaler
Natur sind, werden wir bei den betrachteten Gruppoiden als
Basiskategorie die Kategorie der analytisohen Algebra wihlen.
Sei /\ eine analytisohe €-Algebra,c, die Kategorie der analy-
tlsohen A -Algebren und P:E—C  ein kogefasertes Gruppoid,
welohes semihomogen im Sinne von [40] ,(1.2), 1st. Mit einem
Querstrioh bezeiohnen wir wie in §% die Bildung von Isomorphie~
klassen einer Kategorie.Wir wollen stets voraussetzen, da8 F(C)
einelementig igt und F€Lel ) ein endlichdimenslonaler Vektor-
Taum ist. (€ L¢) sei dabei die Algebra € 1X3/ (Xa) der dualen
Zahlen iiber ¢),

Wlr wollen zunéohst einige Bezeiohnungen fiir diesen Absohnitt
fixieren. Die Objekte in F werden wir mit kleinen Buohstaben
84by04++« und die zugehdrigen analytisohen Algebren mit A,B,C,.:.
bezeiohnen. Fiir einen Homomorphismus f:A——oB und ein Objekt a

iber A sei a ®,B:= $,(a). Unter "Ql oder auoh "Q'a verstehen wir

den”Modul "y /( amy Asmd).
Aus dem obigen kogefaserten Gruppoid erhidlt map in natiirlioher
Weise ein kogefasertes Gruppoid
ﬁ:i_—'éA
iiber der Kategorie der lokalen kompletten A-Algebren mit Reste-

kdrper €, siehe 401 ,p.9. Ferner hat man einen Funktor g-’%ﬁ
und ein kommutatives Diagramm

£
d
4

Es sei noch einmal an den Begriff der Versalitit erinnert. Ein
Objekt & in F heiBt versell, wenn es die zu der Eigenschaft (V)

~
————
a
P
A

?
“‘é\
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in §4 duale Liftungseigenschart erflillt, wenn alsc gilt:

(V) Sei a'—a ein Merphismus in ®, sc da8 A'—5 A surjektiv
ist. Dann 1#8t sich jeder Mcrphismus § -8, a liften zu einem
Merphismus § 55— g',

1st die zu der Liftung gehérige Abbildung aQ.s-—uQ. a! Scgar
eindeutig bestimmt, sc nennt man ¥ semiuniversell. I heiBt
universell, wenn die zu der Liftung e' in (V) gehérige Abbildung
P(@ ') zwischen den analytischen Algebren scgar eindeutig
bestimmt ist. Demgegeniiber wellen wir ein Objekt E in _1?
fcrmal versell (bzw. fermal semiuniversell bzw. fcrmal. un-.i-vefsell)
nennen, wenn die entsprechende Eigenschaft in _i_?: erfiillt ist.

Aus dem Satz ven Schlessinger fclgt, daB es stets fermal semiuni- :

verselle Objekte in # gibt, siehe [40] ,(1.11).

Die fclgende einfache Beobachtung werden wir hiufig benutuen:
Sei 4 ein Objekt in E. Dann ist a genau dann versell, wenn

a®a{x] n Versell ist. Gleiches gilt fiir die Eigenschaft
fcrmal versell.

Wir wellen in diesem Abschnitt zeigen:

(8.1) satz: Es nége ein verselles Objekt a in F existieren.
Dann gilt:

(a) Es gibt ein semiuniversellesAObjekt in F.

(b) Jedes fermal verselle Objekt in E ist schen versell.

Zum Beweis benétigen wir den fclgenden Hilfssatz aus [40]
(2.10):

. - A -—
(8.2) Lemma: Sei b in F fermal semiuniversell, a fermal versell
und b— 37 ein Merphismus. Dann ist X ein freier Pctenzreihenring
iiber B,

_ Beweis: Weil 3 fermal versell ist, gibt es einen Merphismus
a—b. Die Kempcsiticn §— a— b ist ein Endcmerphismus ven b,
fiir den die zugehérige Abbildung ‘Q‘B_"QB wegen der fermalen
Semiuniversalitat nctwendig die ldentitit ist, Insbesondere ist
die Abbildung .QB-»SZ. 3 injektiv. Sei '

129

ends - di _ 2

n .=d1mc60. a)-dime (..ﬂ_s») dlmccm. A/ (AK«EI+ M-A))
und T:=B[X 1. E'::'B'OFU. Offenbar gibt es dann einen surjektiven
B-Hememerphismus V¥:U—X, welcher einen lscmcrphismus

¥ Ty =T/ (G, T) — T x =K/ (nZs 4, )
induziert. Aus dem vcrgegebenen Mcrphismus 5— & erhilt man
einen Mcrphismus 4 :c— 3 tiber Y , sc daB Y:c 8T — 2 @gk,
ein lscmerphismus ist. Wir betrachten die Kcmpesiticn

—_ - - A1

P a——3 QII"’ i Al @y .
Weil a fcrmal .versell ist,14Bt{sich @ 1liften zu einem Mcrphismus
a €. Die Kempesitien O0—Y— % C ist nach Kenstrukticn
ein surjektiver Endcmerphismus ven O .und daher ein lscmerphismus.
Fclglich sind auch X und & iscmcrph, was zu zeigen war. _

Beweis des Satzes: zu (a): Sei b ein fcrmal semiuniverselles
‘Objekt und B— 2 ein Mcrphismus. ﬂ ist ein freier Pctenzreihen-
ring iiber B. Seien yooes Xy Elemente in A, deren Bilder in X
Unbestimmte fiir B— A sind. Wir behaupten,daB

B:-A/(x,',...?xn) s bi=a QAB

Semiuniversell ist. Zundchst bemerken wir, da8 nach Kenstrukticn
Bb gilt. Sei C:=B {X} nt ©i=b ®C und C, :=C/(Mpg+MAC). Wie im
Beweis des vcrangegangenen Hilfssatzes gibt es einen Mcrphismus
a—c®Cy , fiir den die zugehérige Abbildung Q,— , ein
1scmerphismus ist. Weil a versell ist, 1#Bt sich dieser Mcrphis-
mus liften zu einem Mcrphismus a~—ec. Nach Kcenstrukticn ist die
zugehérige Abbildung A— C surjektiv, Die Kemplettierungen dieser
analytischen Algebren sind beide iscmerph zu BIx I,. Daher ist
=t ein lscmerphismus und felglich auch A—C. lnsbescndere
ist c=b ®;B {x1 n Versell und daher auch b. Das war zu zeigen!

zu (b): Sei ¢ in F ein fcrmal verselles Objekt, b semiuniversell
und b—c ein Mcrphismus. Nach dem Hilfssatz ist C ein freier
Pctenzreihenring fiber ﬁ. Offenbar ist dann auch C ein freier
Pctenzreihenring iiber B. Daher ist mit b auch ¢ versell, was zu
zeigen war.-—
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B. Deformationen holomomher Abbildungen

Sel £, :xo—,ro ein Morphismus von kompakten komplexen Réumen
iiber den_l komplexen Raum Zo' Wir wollen in diesem Absohnjtt
zeigen, daB es elne semiuniverselle Deformation von fo/Zo gibvt,

Zundohst sei ap die folgenden fundamentalen Sitze der Deforma-
tionstheorie erinnert,

(8.3) Theorem (Douady. Forster—Knorr. Grauert, Palamodov):
Jeder kompakte komplexe Raum besitzt eine Semiuniverselle
Deformation,

Deformation auoh versell in unserem Sinne ist, wird in C 6] gezeigt,

Sei f£:X—5 eine flach~ eigentliche holomorpte Abbildung ung
Y ein weiterer Raum iiber S. Fiir einen Raum 7 iiper S sei

Morg(X,Y)(r)
die Menge aller T~Morphi smen
Xx s‘l‘ —_—Yx s‘l‘ .
Dann gilt, vg, [51, [37] oder auoh [41] .

(8.4) Theorem (Douady, Pouroin): Der Funktor

] l*—oMors(x.Y)(’l')
ist darstellbar duron einen separierten komplexen Raum _wlagx,r).

Mit Hilfe dieser Resultate ist es nun einfach, die Sdtze von
Horikawa aus [22] , [23 ] zu verallgemeinern.

58.22 Theorem: Sei Zo ein komplexer Raum und fo :xo—-, Yo ein
Morphismus kompakter Riume liver Zo’ Dann gibt es eine semiuni-

verselle Deformation iy ro/zo.

Beweis: Wegen (8.1) reicht @3, eine verselie Deformation anzy-
geben. Sei X5 bzw. YD gine eigentliche holomorphe Abbildung,

welche eine verselle Deformation von xsos'xo bzw. Yto‘é’Yo ist.Es seien

M := WSX,I.(IXT,YX s)xs)(,l.mfs)( T(Yxs,zox Sx ™),
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X" = X xgM YM t= YxTH
sowie
r:XH—’ YM » g:YMﬂ Zo
dle ‘hniversellen“Abbildungen. Man iiberlegt sioh leioht, das

xH £ ﬁ’yﬂ g
%

eine verselle Deformation fiir fo/zo ist!

—.Zo

C. Deformationen von Moduln

- Sei f£:X-——S eine flaohe eigentliohe holomorphe Abbildung,

8,€ 8y X =X, die Faser iiber s, und "ao ein koh#renter

00 Xo-Modul. Eine Deformation von /i o Uber einem Raumkeim (T.to)
in An/(S,s,) besteht aus einem Paar L =), wobei & eix.x ko~
hirenter & xy-Modul und x:ﬂto—, A, ein lsomorphismus ist.
Dabei bezeichne X das Paserprodukt X x oT und .ato die Fasef von
L iiver toe 18t (U',x ') eine weitere Deformation von -40 iber
dem Raumkeim (7' ,t",), 80 besteht ein Morphismus .
L'y ' )— (U ) aus einem (S.so)-Morphismus

(r',t!) —CL)(‘I',to) und einem lsomorph:?.smus (1st(P)'(vQ) —~uu,
weloher mit den lsomorphismen yx ' vertrdgliob ist. Offenbar
bilden die Deformationen von 4 0 ein gefasertes Gruppoid

pPiF— An/(s,so). Wir wollen zeigen:
§8.62 Theorem: .{,Lo besitzt eine semiuniverselle Deformation.

Bevor wir den Beweis beginnen, sei an das folgende Resultat
von Pourcin [ 371 » Prop.1, erinnert:

(8.7) Satz: Sei Y—p ein Morphismus analytischer Réume und
€ ein kohédrenter @Y-Modul. welcher T-~flach ist und dessen ‘
Tréger eigentlich Uber T liegt. Es gei J ein kohirernter Quotient
von £ . Dann gibt es einen abgeschlossenen Unterraum Z von T mit
den folgenden Eigenschaften.

(2) Jeder Morphismus analytischer Rdume R— T mit R J'R
faktorisiert sich anf eindentima Waioan Sy .o o
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Beweis von (8.6): Wir gehen bei diesem Beweis in zwei Sohritten
vor. Es sei Yo der komplexe Raum Xol'_.ll.] sowie iO:X -—Y 4
. ) o o
bzw.Tro.Yo-—)xo die kanonlsohe Einbettung bzw. Projektion. Wir
betrachten das folgende gefaserte Gruppoid G iiber An/(S,s ).
Ein Objekt von G {iber einem Raumkeim (T4t ) in An/(S,s )obe-»
stehe aus einem kommutativen Diagramm °

Xo—j'L_;Yo_“:o__,xo

i

— Y — X

N

S

wobel p eine Deformation von Yo iiber T und rei=id
Morphismen in G definiert man in naheliegender Weise.

ists Die ]
Jcder Deformation (&, x ) von .,ao liber einem Raumkeim ('J.‘.to)

in An/(S.so) kdnnen wir ein Objekt von G . folgendermaBen zu-

ordnen. Es sei Y:=XpLel  und i:Xp—Y bzw ¥ :Y— X, die

kanonisohe Einbettung bzw. Projektion. Offenbar definieren

Y,1,7 ein Objekt von G. Man sieht leioht, daB auf diese Weise

F zu einer vollen Unterkategorie von G wird,

Sei umgekehrt duroh

p —=— Y —foyx,
:ix:;tOb,jek: in G gegeben.iDann ist i eine abgesohlossene Ein-
ettun a dies fii i i i
von x,_:.orfenbar is: ?gj’:gnzoz::,w::;nszxm?i?r d::th:::-m
kohérenten T-flaohen UXT-Mod.uluU. ist wie oben besohrieben!

.Nehmen wir an, daB es ein verselles Objekt
X - L,y _x | g

in G igibt... Es sei. 3¢ 0y das Ideal von Xp. Naoh dem Satz von
Pou:pcln gibt es einen Unterraum Zs Ty so daB die Bedingungen (1)
und (2) in (8.7) fir € - Oy uwnd 7 = Oy/% 2 gelten. Offenbar ist
dann YxnZ=X, [A4]  mit einem kohdrenten wxz-nodul AL . Dieser
Modul stellt eine verselle Deformation fiir AL dar. wie man leioht

- ° .
sieht, ‘

Wir haben nun noch zu zeigen, daB es in G verselle Objekte gibt.
Sei Y'——R' eine verselle Deformation des kompakten komplexen
Raumes Yo. Wir setzen R=R'x S, Y=Y'X S und

2

C

M i Wlor (Xp,¥) X p Whary (Y,Xp).

Es bezeiohne i:xH-—vaRH bzw. W :Yx RH—"xH den unlversellen
Morphismus. Wir betraohten die Abbildung
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M ey WR(xRoxR)O
welohe einem Tupel von Morphismen deren Komposition zuordnet.
Zu der Identitdt auf XR geh3rt ein Schnitt

s:R ——WI’R(XR.XR) .
Sei T das Faserprodukt in dem Diagramm

?—R
R
M~ WWlorp (X, Xg)
Wie man leioht sieht, ist damn
Yo Yx gt Ty x,
T R T
die gesuohte verselle Deformation in G.-

§9 Uber die Darstellbarkeit des relativen Pioardfunktors

Die auftretenden komplexen Rdume brauohen in diesem Paragraphen
nioht separiert zu sein.

A. Ein Kriterium fiir Darstellbarkeit

Sei S ein separierter komplexer Raum und

P:(An/S)°-————) (Mengen)
ein Funktor. Wir wollen in diesem Absohnitt ein einfaches
Kriterium ableiten, wann dieser Funktor darstellbar ist, wann
es also einen ’komplexen Raum Y iiber S und eine Funktorisomorphie
Homs(—.Y) =P
gibt. Im algebraischen Fall wurden solche Kriterien von Artin ([2])
gezeigt. .

Jedem Funktor P kann man in natiirlicher Weise ein gefasertes
Gruppoid p:P-—An/S zuordnen. Dabei sei ein Objekt von P ein
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Paar (T,q ), wobei T ein komplexer Raum iiber S ist und % in -
P(T) liegt. Ist (T' +»9 ') ein weiteres Objekt in P, so besteht

ein Morphismus (T,9 ) — (T’ +»7 ') aus einem S-Morphismus

® :T—T' wit 7 p:= P¥(%')=9. lnsbesondere maoht es Sinn,

von Versalitdt usw. zu spreohen.

Wir wollen zeigen:

(9.1) satz: Der Funktor P:(An/S)%—— (Mengen) ist genau dann
duroh einen (separierten) komplexen Raum darstellbar, wenn fiir

Jjeden komplexen Raum T iiber S die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

(D1) (Garbenaxiom): P ist von lokaler Natur, d.h. die Prigarbe -
U~+P(U) auf T ist eine Garbe. a

(D2) (Existenz verseller Deformationen): Sei 8,€S und 7_€P(s_).
Dann besitzt 9 o ¢ine verselle Deformation. ° ¢

(D3) (Relative Darstellbarkeit): Seien tyme P(T). Dann ist
der. Funktor

) e [ﬁ , falls ¥4 7,
{ ﬂ} falls 'gR- 7R

von der Kategorie der komplexen Réume iiber T in die Kategorie
der Mengen darstellbar duroh einen lokal abgesohlossenen
(abgesohlossenen) Unterraum von T.

(D4) (Offenheit der Versalitét): Sei }é&P(T). Dann ist die

Menge der Funkte, in denen E versell ist, eine offene Teilmenge
von T,

Bevor wir den Beweis beginnen, sei ein einfacher Hilfssatz vor-
ausgeschickt.

2 3 .¢ 1 ’
g.g. ) Lemma: (1) Es mbgen die Voraussetzungen (D7) -(D¥) erfiillt
sein. Ferner sei 8,€ S und noé P(so). Dann gibt es eine Deforma-

tion (T,7%) von 7 o 7t » welche in jedem Punkt von T eine uni-
verselle Deformation ist.

(2) sei X, ein komplexer Raum iiber S, § _ €P(X ) und X,sX, XX
der lokal abgeschlossene Unterraum von X ; X , 3e1cher Zen o
Funktor F in Bedingung (D3) darstellt fii:' S‘I‘:ZXO x5Xos
‘g:=p;(g°), % :=p5(E ) - Dann ist X, der Graph
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einer XAquivalenzrelation auf x1 (d.h. fiir jeden komplexen
Raum Z iiber S ist x1(z)s xo(z)x xo(z) der Graph einer Aqui-
valenzrelation auf der Menge xo(z):=nons(z,x°)).

(3) SeinX, ein separierter komplexer Raum, X,€X %X der
Graph einer Aquivalenzrelation auf X, und d4,d5:X,=3X  die
Einsohrdnkungen der Projektionen. lst x1 ein lokal abgesohlossener
(abgesohlossener) Unterraum von X, x g, und ist d, ein lokaler
lsomorphismus, so existiert der Quotient fiir diese Aquivalenz-
relation, d.h. es gibt einen separierten komplexen Raum Y iiber S
und einen S-Morphismus Q:X —Y derart, daf fiir jeden Raum Z
iiber S die Sequensz

Z(Y)— 2(X ) =3 2(X,)

exakt ist. Ferner ist mit d,, guoh q ein lokaler Isomorphismus.

Beweis: zu (1): Sei (T,n ) eine semiuniverselle Deformation
von M4 1 ,. Wir haben zu zeigen, daB man naoh Verkleinern von
T als Umgebung von to stets erreiohen kann, daB 7 in jedem Funkt ¢
von T ein.e universelle Deformation der Paser g ist. Zu~-
nédohst diirfen wir wegen (D4) annehmen, da8 9 in jedem Funkt von T
versell ist, Wegen (D3) gibt es einen lokal abgesohlossenen Unter-
raum W von Tx gT mit p, '(q )w=p2* (n )w, weloher universell mit
dieser Eigensohaft ist. Dabei seien p; T XST—o T die Projektionen,
i=1,2. Man sieht leioht, daB8 mit 4 auoh

%= pf )y = p5 (m ), € P(W)

im Funkt (to,to)ew semiuniversell ist. Daher sind die Projektionen
pilW:W—;T im Funkt (to,to) lsomorphismen. Nach Verkleinern von T
als Umgebung von to kénnen wir folglich erreichen, daB W die
Diagonale T in Tx S‘]! ist. Wir zeigen, daB dann 7 in jedem Punkt
von T eine universelle Deformation ist: Seien (R,0c) (T,2)
zwei Morphismen und R— T x ST die Abbildung ((p,,,(Pz). Wegen der
universellen Eigenschaft von W faktorisiert sich (cp,,, cpa) iber
den Unterraum W=T. Folglich ist P 4= Pye Damit ist (1) gezeigt.

(2) folgt sofort aus der universellen Eigenschaft von X4-

(3) ist ein trivialer Spezialfall des viel allgemeineren Satzes
von Kiehl [ 26] =

Beweis von (9.1): Sei I:=UseSP(S)- Pir jedes i=(s,nJ)elI
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wéhlen wip eine Deformation (Ti, qi) von "qoé(\ '7i)tj_' welohe unj..
versell in Jedem Punkt von T ist, Sei

13?7

g Plog/g(1):=B(1,8",,  ( Og )

‘=, 1= . Kategorie An/S in die Kategorie dep Mengen. Dabei be~
xo"u'ielTi ' By J-'~iel’li“’(xo) von der Kateg ; ir wollen in diesen
) Zeiohne der lndex T den Bas:.sweohsel T?——s, vwir wollen in dj
und x,,s xo xsxo der lokal abgesohlossene (abgesohlossene) Untep- Absohnitt zeigen: '
raum wvon xox sxo mit p,',‘ (¢ o)x1=p2* (¢ o)x1, weloher universel} ' :
mit diesep Eigensohart ist, x,, ist dep Graph einer Aquivalenz- . Theorem: Sei £:X—8 eine flache eigentliohe holomorphe
relation ays Xy Weil & o in Jedem Pupkt universell ist, il : %

dies. offenbar ayop fir § :=p# ( §°)x1=p2*( Eo)x1. Daher sing

die Projektionen di:=pil x,, X)—X lokale lsomorphlsmen. Die 8¢ S die kanonisone Abbildung

Voraussetzungen von (9,2) (3) sind somit erfillt, und eg existiert
der Quotient 2:X, —Y naoh der Kquivalenzrelation Xy. Weil g _ Ty (ox) @Os *(8) —y Ty (@xs)
ein lokaler 1somorphiemyg und P von lokalep Natur igt, 8ibt eg bijektiv), Dann ist der Punktop Piox /g darstellbar,
ein ¥ ip P(Y) mit q* (§)= §°, wie man leioht sjient, Wir be- . ~
haupten, dag (Y, §) den Punktor p darstellt, Zeigen wir Zunédohst, Beweis: Wir wollep zeigen, da8 die Bedingungen (01) - (pa)
da8 fir jeden Raum 7 iiber g die durgh E induzierte Abbildung in (9.1) erfiizlt 8ind. Dag Garbenaxion (D1) ist trivialerweisge ;
N i
E(Z)=HOMS(Z.Y) ——p(2) erfillt. Zeigen wip Zunécast die Bediungungen (D2) und (D4). Es
i 1 05°) die zZu der Prigarbe
. £%(%) ist R £y, ( xT) 8
' 1 ¥ \_Pio(x"
injektiv igt, Sejen dazy 11425:2—Y zwei S-Morphismen mjt U~~~ | (Xys 0XT)=P1°(XU)

r,,*(; )=f5"(§ )e Wip miisgen 1= 2 zeigen. Da wip dies lokal in 2
naohpriifen kdnnen, diirfen wip 0.E, annehmen, dag 8ioh die fi

~

liften lassen zy Abbildungen fi:Zﬁxo. Aufgrund der universellen

Eigensohaft vop X, und wegen f',,*( [ °)=fé* (g o) faktorisiert- sioh

die Abbildung (E,,fié,):z ﬂxoxsxo iiber X,. Wegen q d1=q

assoziierte Garbe. Daher lassen sioh die Elemente von P:-‘Lox/s(l')
lokal durch invertierbare (¥ ~Moduln reprédsentieren. S8ind 7, 4G
Zwel invertierbare @ ~Moduln, so sind deren Bilder in Pio S(T)
offenbar genau dann gleioh, wenn 8ie lokal isomorph 8ind, wenn

ibt si jedem T t in T eine y ebung U gibt mit¢
ergibt ‘sion daraus abep f1=f2. Zeigen wir nun, daB die Abbildung °8 also zu j Punl ng

v L . . F 1xU:-'gle. Daher folgen dje Eigensohaften (D2) und (D4) aus
(z) Surjektiv igt, Sei dazy N€P(2). Weil p von lokaler Natyr . i . . :
i;st und g (z) 8ohon alg injektiv haohgewiegen ist, reioht es (8.6) vaw, (#.11), wie nen leioht sient. um die Flgensohart ®3)

i dtigen wir die folgende Aussage,
offenbar,zu jedem Punkt z¢ 7 gipe Umgebung U yng einen S-Morphjg- nachzuweisen, benstig 8

BUS ¢ :U—Y zy finden mit CP"‘(E )=mIU. Dieg ergibt sioh abep 4) sat
leioht daraus, dag xo und damit ayeh Y naoh Konstruktion sohon ; M

eine verselle Deformation der Faser N, von 7 in Punkte z ent-
hdlt, Damit ist (9.1) vollstindig bewiesen.

: Sei f:x——,np eigentlioh und F ein kohdrenter
Ox-Modul, welcher flaoh iiber T liegt. Dann gibt eg einen kohi-
Tenten On-Modul £ uyng fir jeden kohidrenten @T-Modul AL eine
in JAL funktorielile Isomorphie

= _D\er Pioardfunktor Der Modul 2. und diese lsomorphie 8ind dabei mit Basisemelterungen
.
vertriglioh, Ferner ist F¥ genau dann kohomologisoh flaoh iiber T
Sei £:X~—8S ein Morphismyug zwischen Separierten komplexen in der Dimension 0, wenn £ lokal frej ist.

Zum Beweis siehe EGA 111, 7.7.6 und Remarque 7.7.9. Damit der
dort gegebene Beweis sich auf den analytischen Fall iibertria'gt,
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bat man nooh [ 277+ %.4.1zu verwenden.

Zeigen wir nun die Eigensohaft (D3) aus (9.1). Offenbar reioht
es, die folgende Aussage naohzuweisen: 1st 7 ein komplexer Raum
tiber S und singd ¥ + % invertierbare UXT-Moduln, S0 ist der
Funktor

2] falls F_ una lokal isomorph
F(R) = { . ’ R 9R
sonst

von der Kategorie An/T in die Kategorie der Mengen darstelilbar
duroh einen 1lokal abgesohlossenen Unterraum W von 7. Weil TR
und 9}2 genau dann lokal isomorph sind, wenn dies fiir o

(F®4") una Oxg 8ilt, diirfen wir uns bein Beweis 0.E. auf
den Fall 5,: 0Xm besohrénken. Sei ¥ bzw. der zu ¥ bzw,
¥ 1= G (7, UXT) gehdrige UT-Modul aus (9.4), wir zeigen

zunédohst, das qer Funktor

{ﬁ] » falls fR und fR lokal frei vom
G(R) = 8leiohen Rang wie TR @xR)

lokal abgesohlossenen Unterraum von T dargestellt werden kann,
Da dies Problen lokal in 7 ist, diirfen wir 0.E. annehmen, da8
Inx( O3 ) frei vom Rang n ist. Es bezeiohne ,Pr(t ) das r-te
Fittingideal von £ (zum Begriff des Fittingideals vgl. etwa [ 25
P.145). Das Bilden des Fittingideals Vertrdgt sich mit Basisger-
weiterungen. Ferner ist ’£R genau dann lokal frei vom Rang n,
wenn {n( £3)=0 und ¥n+1(t'R)= O gilt.Daher wird offenbar G
dargestellt duroh den lokal abgesohlossenen Unterraum

VT @ E N\, (2 I+foaCEN)
versehen mit der Strukturgarbe ( (9,1./({111( £ )+;n(£ IN|w,

Zeigen wir nun die Darstellbarkeit von F. Sing ¥ und (9XR
lokal isomorph, so isgt H'-'R insbesondere kohomologisoh flaoh in
der Dimension O und somit £ ein lokal freier Op-Modul von
Bleichen Rang wie Lax(Ox ). F ist also ein Unterfunktor von G.
Da G schon dargestellt werden kann durch einen lokal abgeschlog-
senen Unterraum von T, reicht es, die Darstellbarkeit von F fiir
den Fall zu zeigen, daB8 £ und lokal frei sind. In dieser
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b 4 . s
Situation sind aber F und ¥ kohcnologisoh flaoh in der Di
mension O. Wir betraohten die kanonisohe Paarung

'3 Pr
£5.(Ox )
Tpal Fp) ® opTral Fp) ——F— Ip, l“R 7

Diese Paarung ist offenbar genau dann surjektiv, wenn “r
lokal isomorph zu Ux ist. Ferner sind diese Paarungen mit

Basiserweiterungen vertriéglioh, da die Moduln ¥ R ux'1d @x ko~
homologisoh flaoh in der Dimension O sind. Polglioh wird F

duroh den offenen Unterraum
T \ Tr(Koker P)

von T dargestellt. Damit ist (9.3) vollstidndig bewiesen!
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