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1 Einleitung

Ziel des Projektes ist es, eine Methode zur Konstruktion invarianter Wahrscheinlich-
keitsverteilungen auf Mengen von Operatoren vorzustellen. Derartige Anordnungen
tauchen zahlreich bei der Losung quantenmechanischer Probleme auf. Die gesuchten
mathematischen Objekte nennt man Ensembles. In der mathematischen Modellierung
sind die Operatoren Elemente der Lie-Algebra sp,,(R) der reell symplektischen Grup-
pe Sp2n (R)

Man unterscheidet physikalisch zwischen Teilchen mit ganzzahligem Spin, genannt
Bosonen, und Teilchen mit halbzahligem Spin, genannt Fermionen. In fermionischen
Systemen ist die relevante Symmetriegruppe die kompakte unitdre Gruppe U(n) bzw.
kompakte Untergruppen dieser. Wahrscheinlichkeitsverteilungen vom Typ der Gauf3-
Verteilung lassen sich schnell finden. Hingegen sind in Bosonischen Systemen derar-
tige Verteilungen schwerer zu ermitteln. Die Symmetriegruppe ist in diesem Fall die
symplektische Gruppe Spa,(R). Sie ist nicht kompakt. Unter einer nicht kompakten
Gruppenwirkung kann ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ du allerdings nicht invariant sein
und gleichzeitig totales Ma88 [ du = 1 haben. Die optimale zu erwartende Symmetrie
eines solchen Mafles ist die Invarianz beztiglich der maximalen kompakten Untergrup-

pe U(n).

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit dem Bosonischen Fall. Die Idee ist es, das
gewiinschte Wahrscheinlichkeitsmafs als Bildmaf} einer Momentum Abbildung p zu
konstruieren. Unter bestimmten Voraussetzungen kann die Existenz einer Momentum-
Abbildung bewiesen werden. Dazu wird eine symplektische Mannigfaltigkeit (X, w)
benotigt. Desweiteren ist auf X eine Gruppenwirkung der reell symplektischen Gruppe
Span(R) gegeben, welche die symplektische Stuktur erhilt. Die Momentum-Abbildung
ordnet dann jedem Punkt der Mannigfaltigkeit X ein Element aus dem Dualraum der
zugehorigen Lie-Algebra sp?,(R) zu, welcher mit sp,,(R) identifiziert werden kann.

Oben beschriebenes Verfahren wird in dieser Arbeit exemplarisch fiir den Fall n = 1
durchgefiihrt. Alle hierzu notwendigen Grundlagen sind in Kapitel 2 {iberschaubar zu-
sammengefasst. Es gilt, eine , geeignete” Teilmenge £ der Lie-Algebra sp,(R) zu finden,
die Menge der elliptischen Elemente. Dies wird Schwerpunkt in Kapitel 3 sein. In Ka-
pitel 4 wird die Konstruktion einer invarianten Struktur im Mittelpunkt stehen. Auf
der oberen Halbebene H bzw. der dazu homdomorphen Einheitskreisscheibe A ldsst
sich eine invariante Metrik leicht berechnen. Diese ist eindeutig durch die Poincaré-
Metrik gegeben. Hieraus wird die Poincaré’sche Abstandsfunktion dp ermittelt. Die
symplektische Mannigfaltigkeit wird das Produkt zweier Einheitskreisscheiben ohne
die Diagonale (A x A) \ A sein.



Im Kernteil der Arbeit, dem 5. Kapitel, wird u.a. gezeigt werden, dass durch die Poin-
caré’sche Abstandsfunktion eine symplektische Form w = 9ddp auf (A x A) \ A in-
duziert wird. Die so erhaltene symplektische Mannigfaltigkeit wird sich als geeignete
Urbildmenge der Momentum-Abbildung erweisen. Die Momentum-Abbildung wird
dann konkret berechnet und auf ganz A x A stetig fortgesetzt werden. Als Anwen-
dungsbeispiel soll abschlieffend das Bildmaf3 der Gleichverteilung auf A x A bestimmt
werden.



2 Theoretische Vorbemerkungen

Wie in der Finleitung erwahnt, spielen die Symmetriegruppen bei der Betrachtung phy-
sikalischer Systeme eine bedeutende Rolle. Unter der Symmetriegruppe versteht man
eine Menge von Diffeomorphismen einer Mannigfaltigkeit M/, welche die geometrische
Struktur der Mannigfaltigkeit, wie zum Beispiel eine Norm oder Metrik, erhalten. Bei
der mathematischen Betrachtung stellt sich heraus, dass es sich bei den physikalisch
relevanten Symmetrien in der Regel um Lie-Gruppen handelt. Dieses Kapitel ist daher
u.a. dem ndheren mathematischen Verstiandnis von Lie-Gruppen gewidmet. Daneben
werden alle notwendigen Voraussetzungen zum weiteren Verstandnis dieser Arbeit ge-
schaffen. Diese Grundlagen sind unter Zuhilfenahme der Biichern [LEE], [FG] und [RE]
entstanden.

2.1 Lie-Gruppen und ihre Wirkungen

Zunichst werden die Begriffe der Lie-Gruppe und der Gruppenwirkung eingefiihrt
und anhand einiger Beispiele erldutert. Von besonderer Bedeutung fiir diese Arbeit ist
die Betrachtung der symplektischen Gruppe, die aus diesem Grund ausfiihrlicher dis-
kutiert werden soll. Desweiteren werden in diesem Kapitel der Bahnenraum und die
Isotropiegruppen eingefiihrt und im Verlauf gezeigt, dass es sich bei den Isotropiegrup-
pen um differenzierbare Mannigfaltigkeiten handelt.

Definition: Mannigfaltigkeit
Eine relle oder komplexe glatte Mannigfaltigkeit M der Dimension n ist ein Haus-
dorff Raum mit einer abzdhlbaren Basis, welcher eine reelle oder komplexe glatte
Struktur besitzt. D.h. es gibt einen maximalen Atlas A = (U,, Zqo)acr, sodass alle
Kartenwechsel

zg0x," 20Uy NUg) — 25Uy NUp)

diffeomorph bzw. biholomorph sind. Die Mengen U,, sind offene Teilmengen von
M und ihre Vereinigung ist M = J,, U,. Die Abbildungen

ZTo : Uy — 24(Uy) C R" bzw. C"

sind Homdomorphismen. Sie werden Karten oder lokale Koordinaten von M ge-
nannt.



Eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit N einer reellen Mannigfaltigkeit M ist eine
Teilmenge N C M, welche eine mit den Karten von M vertragliche Struktur besitzt,
d.h. es existiert eine Teilmenge J C I, sodass

1. Fiiralle a € J gilt 7, (Uy N N) = 24(Uy) NRF x {0}

2. JUanNN)=N
acJ
Es seien M und N zwei glatte Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung F': M — N heifst
glatt, wenn ihre Koordinatendarstellung F' unendlich-oft stetig differenzierbar ist. Da-
bei ist F' := y o F o 7! fiir zwei Karten (U, x) von M und (V,y) von N mit F(U) C V.

Eine Mannigfaltigkeit kann in jedem Punkt p € M linear approximiert werden durch
den Tangentialraum T, M in diesem Punkt. Die Tangetialvektoren sind numerische De-
rivationen. Eine Derivation im Punkt p € M ist eine lineare Abbildung X : C*°(M) — R
mit der Eigenschaft

X(fg)=fp)Xg+glp)Xf

fir alle f,g € C°°(M). Dabei wird mit C*>°(M) die Menge aller glatten reellwertigen
Funktionen auf M bezeichnet.
Ist (U, x) eine Koordinatenkarte von M mit p € U, dann bildet das System

0 0
(aixl ) geeey 871;” p)
eine Basis des T),M, wobei sich
38 f= 88 fox™?
Tilp Tila(p)

fur alle i = 1, ..., n als partielle Ableitungen interpretieren lassen.

Fiir eine komplexe Mannigfaltigkeit // mit holomorphen Koordinaten z = (21, .., 2,)
und zj, = x, + iy ist der Tangentialraum ein 2n-dimensionaler reller Vektorraum mit
Basisvektoren

0

87:[;]6 furk‘:1,,n

p

und g
P Yk

Die R-lineare Abbildung J : T,M — T, M mit

0 0

0
T | )=
(&Ek » Oy

» Ok

0
)T o

p

definiert die Multiplikation mit ¢ auf dem Tangentialraum. Sie wird auch die komplexe
Struktur auf T, M genannt. Fiir alle X, € T),M gilt

(a+1ib) X, == aX, + J(X,)



Man definiert die ,komplexen” Differentialoperatoren durch

S I A

82].3])' 2 aib‘kp Oykp
und

o _1fo| . o

82kp' 2 (%ckp 8ykp

Sie sind nicht reellwertig und somit auch keinen Tangentialvektoren. Jedoch ldsst sich
jede Derivation als Linearkombination der %k und (%k darstellen.
Anwenden der komplexen Struktur liefert

9
6Zk

0

=1
p sz

9
» ’ 0z,

0

J =7 —
( p) 07,

(2.1)

p

Jeder n-dimensionale reelle Vektorraum kann zu einem n-dimensionalen komplexen
Vektorraum erweitert werden.

Definition: Komplexifizierung
Sei V' ein n-dimensionaler reeller Vektorraum. Die Komplexifizierung von V ist der
reelle 2n-dimensionale Vektorraum V® := V @ V, zusammen mit der komplexen
Struktur J : VC — VC, welche definiert wird durch

J(v,w) = (—w,v) (2.2)
Auferdem definiert man die Konjugation C auf V€ durch
C(v,w) = (v, —w) (2.3)

Ein Beispiel wird am Ende des Abschnitts 2.3 gegeben werden.

Alternativ zu obiger Definition der Tangentialvektoren als Derivationen, kann man den
Tangentialraum auch mittels Kurven einfithren. Dazu seiy : (—¢, €) — M eine differen-
zierbare Kurve mit (0) = p. Dann induziert y eine lineare Abbildung +(0) durch

d

SO 1= 5| 1070

wobei f : M — R eine in p differenzierbare Abbildung ist. Dies liefert die folgende
dquivalente Darstellung des 7, M

T,M = {3(0); 7 : (—€,€) — M mit 7(0) = p}



Definition: transversale Untermannigfaltigkeiten
Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Zwei Untermannigfaltigkeiten 51, So C M hei-
8en transversal, falls fiir alle Punkte p € Sy NSy gilt T,,S1 + 1,52 = T, M.

Der Schnitt S7N.S3 ist eine Untermannigfaltigkeit der Dimension dim(S1NS2) = dim(S)+
dim(S2) — dim(M) von M. Falls dim(S7) + dim(S2) = dim(M), so verlangt man, dass
S1 N Sy einelementig ist.

Die disjunkte Vereinigung der Tangentialraume wird Tangentialbiindel genannt und mit
T M bezeichnet:

™™ = [[ T,M
peEM

Das Tangetialbiindel kann mit einer glatten Struktur versehen werden, sodass 7'M zu
einer 2n-dimensionalen glatten Mannigfaltigkeit wird. Man betrachtet hierzu die na-
tuirliche Projektion 7 : TM — M mit (p, X;,) — p. Es sei A = (Ua, To)acr €in maximaler
Atlas von M. Dann ist das System {7 ~1(U,)} eine offene Uberdeckung von 7'M beziig-
lich der von 7 coinduzierten Topologie auf T'M. Unter einer Topologie versteht man
ein System offener Mengen auf einem mathematischen Raum.

Ist (U, ) eine Karte von M, so wird durch (71 (U), ) mit

)= (z1(p), -, xn(p),v1,...,0p)

eine Karte von 7'M definiert. Ihr Bildbereich ist (U) x R™ und somit eine Teilmenge
des R?". Die Umkehrabbildung ist gegeben durch

n
1 0
O (X1, Ty VL, V) = E Vi

Durch den Atlas (77 1(Us,), ¢a)acr wird eine glatte Struktur auf M definiert.

Ein Vektorfeld auf M ist ein glatter Schnitt im Tangentialbiindel 7'A/. Mit anderen Wor-
ten ist ein Vektorfeld eine glatte Abbildung X : M — T'M, p — X, mit der Eigenschaft,
dass fiir jedes p € M der Funktionswert X, aus dem Tangentialraum 7}, A/ im Punkte p
ist. Die Menge aller Vektorfelder auf M wird mit V' (M) bezeichnet.

Essei U C M eine offene Menge und f : U — R eine glatte Abbildung. Dann induziert
das Vektorfeld X € V(M) eine Abbildung X f : U — R durch

X [f(p) = Xp(f)

Fiir jeden Punkt p € M gibt es eine Kurve 7 : (—¢,€) — M mity(0) = p und 4(0) = X,,.
Dann ist
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Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und ' : M — N eine glatte Abbildung.
Fiir jedes p € M definiert man den Pushforward von F' durch F, : TyM — Tp,) N mit

(B Xp)(f) = Xp(foF)

wobei f eine beliebige glatte Funktion auf IV ist und X, € T),M.

Ist F' ein Diffeomorphismus, so wird durch g — Fi(Xp-1 (q)) ein eindeutiges Vektorfeld
auf N definiert, genannt das Pushforward Vektorfeld F. X .

Eigenschaften des Pushforward (vgl. ((LEE]: chap.3, p.66))
Seien F': M — N und G : N — P glatte Abbildungen und p € M.

o F.:TyM — Tp,)N ist eine lineare Abbildung

o (Gol')y=GyolF,:TyM — Tgopp) P

o (Idy)w = Idrpy - TyM — TyM

e Falls F' ein Diffeomorphismus ist, so ist F; ein Isomorphismus
Seien (x1, .., Zym) und (y1, ..., yn) lokale Koordinaten von M bzw. N.

Fiir einen Basisvektor ((%_ ‘p € T, M gilt

0 0 0

F, —| [= folF = foFog™!
8.7)@' p 8.7)@ p 61‘2 z(p)
:Zaa ijFOSUlaa f
=1 YTilap) Yilr@p)

Der Rang einer glatten Abbildung F' : M — N im Punkt p € M wird durch den Rang
der linearen Abbildung F : T,M — Tp, N definiert. Dies ist in lokalen Koordinaten
gerade der Rang der Jacobi-Matrix D(y o F o z71)(z(p)).

Definition: Holomorphe Abbildung
Es seien X und Y komplexe Mannigfaltigkeiten mit zugehorigen komplexen Struk-
turen Jy und Jy. Eine glatte Abbildung F' : X — Y heifst holomorph, falls gilt

F*OJX:JYOF*

Lemma 2.1.1 (Semi-Stetigkeit des Rangs)
Essei F' : M — N eine glatte Abbildung und py € M ein beliebiger Punkt. Dann
gibt es eine Umgebung Uj von py, sodass

Rang,(F) > Rang,, (F)

fir alle p € Uy.
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Beweis:

In lokalen Koordinaten ist DF'(p) eine Matrix, die glatt in p variiert. ' hat in py Rang
r genau dann, wenn es eine (r x r) - dimensionale Untermatrix M, von DF(p) gibt,
mit det(Mp,) # 0 und fiir jede (r + 1) x (r + 1) - dimensionale Untermatrix N, gilt
det(Ny,) = 0. Aus der Stetigkeit von DF(p) folgt det(M,) # 0 fiir alle p in der Nahe
von pg. Daher ist Rang,,(F') > r fiir alle p in einer Umgebung Up. O

Definition: Lie-Gruppe
Eine Gruppe G heifst Lie-Gruppe, falls G eine glatte Mannigfaltigkeit mit einer dif-
ferenzierbaren Gruppenstruktur ist, d.h. die Abbildungen m : G x G — G und
i:G xG— Gmit

m (g,h) = gh, i(g)=g" (2.4)

sind differenzierbar.

Es gibt vielfaltige Beispiele fiir Lie-Gruppen. Klassisches Beispiel ist die Gruppe der re-
ellen (oder komplexen) n x n - Matrizen mit vollem Rang, genannt die allgemeine lineare
Gruppe GL,(R). Sie ist eine Gruppe beziiglich der Matrizenmultiplikation und eine of-
fene n?-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Vektorraumes aller n x n - Matrizen
M (n,R). Die Matrizenmultiplikation ist differenzierbar, da die Eintrdge der Produkt-
matrix AB Polynome der Eintrdge von A und B sind. Da sich mit Hilfe der Cramer-
schen Regel die Eintrdge von A~! als rationale Funktionen der Eintrdge von A aus-
driicken lassen, ist die Inversion ebenfalls differenzierbar.

Untergruppen von Lie-Gruppen, welche gleichzeitig eingebettete Untermannigfaltig-
keiten sind, sind abgeschlossene Lie-Untergruppen.

Zahlreiche Lie-Gruppen lassen sich als eingebettete Untergruppen konstruieren. Zu
diesen gehort auch die reell symplektische Gruppe Spa,(R), die wesentliche Grundlage
dieser Arbeit sein wird. Sie ist eine Lie-Untergruppe der allgemeinen linearen Grup-
pe GLa,(R). Als reell symplektische Gruppe bezeichnet man die Menge aller 2n x 2n
- Matrizen, welche die symplektische Standardform w = )" | dz; A dy; invariant las-
sen. Anders ausgedriickt sind dies alle invertierbaren Abbildungen A : R?" — R?" mit
der Eigenschaft w(Av, Aw) = w(v,w) fiir alle v,w € R?". Die Darstellungsmatrix der
Standardform ist gegeben durch die Blockmatrix

J= ( _?dn Ig" ) (2.5)

Eine Matrix A ist genau dann aus Sp2,(R), wenn die Gleichung AT JA = J erfiillt ist.
In diesem Fall gilt det(A) = 1. Die symplektische Gruppe lasst sich demnach wie folgt
darstellen

Sp2n(R) = {A € SLQn(R); ATJA = J} (2'6)

12



Fiir den Spezialfall n = 1 lasst sich sogar die Gleichheit Sps(R) = SLs(R) nachweisen.
Sei dazu

A= ( “ Z > € Spa(R) (2.7)

dann folgt die Behauptung aus

ATJA—( 0 ad—bc)_J

bc — ad 0
& ad —bc =1
& det(A4) =1
& A€ SLy(R)

Die Gruppen Sp2(R) und SLy(R) sind isomorph.

Definition: Gruppenwirkung
Sei GG eine Gruppe und M eine Menge. Eine Gruppenwirkung von G auf M ist eine
Abbildung G x M — M, (g,p) — g(p) mit den folgenden Eigenschaften

(1) 91(g2(p)) = (9192)(p) Vgi1,92 € G,pe M
(2) e(p)=p Vpe M

Dabei wird mit e das neutrale Element in G bezeichnet.
Falls M eine glatte Mannigfaltigkeit mit einer glatten Lie-Gruppen-Wirkung G ist,
bezeichnet man M auch als G-Raum.

Sei M ein G-Raum. Dann ist fiir jedes g € G die Abbildung ¢, : M — M mit ¢4(p) =
g(p) ein Diffeomorphismus mit Umkehrabbildung ¢,-1.

Um die Gruppenwirkung von g auf ein Element p zu kennzeichnen, wird in dieser Ar-
beit auch die Notation g.p anstatt g(p) verwendet.

Fiir jedes p € M wird der Orbit oder die Bahn von p unter G definiert durch

G.p:={g9(p); g € G} (2.8)

Als Isotropiegruppe von p bezeichnet man die Menge aller Punkte g € G, welche den
Punkt p fixieren, d.h.

Gy =19 €G; g(p) =p} (2.9)

13



Die Orbits definieren eine Partition von M durch die Relation

p~q:<=3geG;glp)=q
< qeGyp

Die Aquivalenzklassen sind also genau die Bahnen von G. Die Menge der Bahnen be-
zeichnet man mit M /G. Die surjektive Abbildung

m:M— M/G; p— G.p
wird kanonische Projektion genannt. Sie induziert eine Topologie auf M /G durch
V C M/G offen <= 7! (V) offen in M

Im obigen Fall wird diese auch Quotiententopologie genannt. Zusammen mit dieser To-
pologie nennt man M /G den Bahnenraum der Wirkung. Um den Bahnenraum mit einer
differenzierbaren Struktur auszustatten, miissen zusétzlich einschrankende Bedingun-
gen an die Gruppenwirkung gestellt werden.

Eine Gruppe operiert transitiv auf M, wenn fiir je zwei Punkte p, ¢ € M ein Gruppen-
element g € G existiert, sodass g(p) = ¢ gilt. Anders formuliert ist der Orbit von jedem
Punkt ganz M, d.h. G.p = M fiir jedes p € M. Die Wirkung wird frei genannt, falls
Gp = {e} furalle p € M.

Lie-Gruppen wirken glatt, frei und transitiv auf sich selbst durch Links- oder Rechts-
multiplikation. Durch Einschrankung der Multiplikation auf eine Lie-Untergruppe H C
G wird eine glatte und freie Wirkung von H auf G definiert. Fiir jedes g € G ist die Ab-
bildung L, : G — G mit Ly(h) = gh ein Diffeomorphismus, genannt die Linkstranslati-
on. Analog definiert man die Rechtstranslation. In &hnlicher Weise wirkt jede Lie-Gruppe
durch Konjugation glatt auf sich selbst. Die Konjugation wird erkldrt durch die Abbil-
dung G x G — G mit (g,h) — ghg™!. Fiir jedes h € G ist die Isotropiegruppe G}, die
Menge aller Elemente von G, die mit ~ kommutieren, d.h. gh = hg.

Im Verlauf der Arbeit werden weitere Lie-Gruppen-Wirkungen auf Mannigfaltigkeiten
ihre Anwendung finden. Von besonderer Bedeutung sind dabei eigentliche Wirkungen.

Definition: Eigentliche Wirkung
Sei M eine Mannigfaltigkeit mit einer glatten Lie-Gruppen-Wirkung G. Die Grup-
penwirkung heift eigentlich, falls die Abbildung ¢ : G x M — M x M mit (g,p) —
(g9(p), p) eigentlich ist.

Dabei nennt man eine stetige Abbildung F' zwischen zwei topologischen Raumen ei-
gentlich, falls fiir jede kompakte Teilmenge K die Urbildmenge F'~!(K) kompakt ist.

Eine direkte Folgerung aus der Definition wird im nachfolgendem Korollar formuliert.
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Korollar 2.1.2
Es sei G eine eigentliche Lie-Gruppen-Wirkung auf einer Mannigfaltigkeit //, dann
ist die Isotropiegruppe G, fiir jedes p € M kompakt.

Beweis:

Die Abbildung ¢ : G x M — M x M mit (g,p) — (g(p),p) ist eigentlich, das heift
Urbilder kompakter Mengen sind kompakt.

Seip € M beliebig. Die Punktmenge K := {p} x {p} C M x M ist kompakt. Somit folgt,
dass ¢ 71 (K) = G, x {p} kompakt ist. Dann ist aber auch G, kompakt. O

Um die Eigentlichkeit einer Gruppenwirkung zu zeigen, ist es oft hilfreich die nachste-
hende dquivalente Charakterisierung zu verwenden.

Satz 2.1.3
Sei M eine Mannigfaltigkeit mit einer glatten Lie-Gruppen-Wirkung G. Die Wir-
kung ist eigentlich genau dann, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist:

Ist (pi)ien eine konvergente Folge in M und (g;)icn eine Folge in G,
sodass (gi(pi))ien konvergiert, dann existiert eine konvergente Teilfolge

(gik )kGN'

Beweis:

Es wird nachfolgende Tatsache benutzt (vgl. z.B. ([LEE]: Appendix, p.553)):

Ist M ein Hausdorffraum mit abzahlbarer Basis, so sind die folgenden Aussagen dqui-
valent

i) M ist kompakt
ii) Jede Folge in M besitzt eine konvergente Teilfolge

Es folgt nun der Beweis des Satzes.
=" Essei(p;)ien C M eine konvergente Folge in M mit p; — p und (g;)ieny C G eine

Folge in G mit ¢;(p;) — y. Betrachte

K = {(gi(pi),pi);i € Nt U{(y,p)}

Da die Folgen g;(p;) und p; konvergieren, liegen in jeder offenen Umgebung von (y, p)
unendlich viele Folgenglieder und endlich viele aufSerhalb. Es reichen folglich endlich
viele Umgebungen aus um K zu iiberdecken. Somit ist K kompakt. Aus der Eigent-
lichkeit der Wirkung folgt, dass die Urbildmenge

¢~ (K) ={(9spi);i € N} U{(g,p) € G x M;g(p) =y}

kompakt ist, d.h. die Folge (g;, pi)ien besitzt eine konvergente Teilfolge (gi, , pi, ) ken- So-
mit existiert eine konvergente Teilfolge von g; mit g;, — g. Insbesondere erhilt man aus
der Stetigkeit der Gruppenwirkung g;, (p;,.) — 9(p) = y.
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=" Sei K x K' C M x M kompakt. Dann ist
¢~ (K x K') ={(g,p) € Gx M;g(p) € Kund p € K'}

Sei (gi,pi)ien eine beliebige Folge in ¢ 7! (K x K'). Somit ist (gi(p;), pi)ien eine Folge
in K x K'. Da K x K’ kompakt ist, gibt es konvergente Teilfolgen (g;, (pi,))ken und
(piy )keny mit g;, (p;,) — y € K und p;, — p € K'. Nach Voraussetzung existiert eine
konvergente Teilfolge Yir, = 9- Die Folge (gikl s Diy, )ien ist somit ein konvergente Teil-

folge in ¢~ (K x K'). a

Beispielsweise ist die Wirkung einer Lie-Gruppe G auf sich selbst durch Linksmultipli-
kation eigentlich. Dies folgt sofort aus der Stetigkeit der Multiplikation und Inversion
auf G. Ist K eine kompakte Lie-Gruppe, so folgt aus der Tatsache, dass jede Folge in
K eine konvergente Teilfolge besitzt, sofort, dass jede glatte Wirkung von K auf einer
beliebigen Mannigfaltigkeit M eigentlich ist.

Es konnen nun hinreichende Bedingungen formuliert werden, unter denen der Quo-
tientenraum M /G zu einer glatten Mannigfaltigkeit wird. Der Beweis kann in ([LEE]:
chap.9; p.218) nachgelesen werden.

Satz 2.1.4
Es sei G eine Lie-Gruppe, die glatt, frei und eigentlich auf einer glatten Mannigfal-
tigkeit M operiert. Dann ist der Bahnenraum A /G eine glatte Mannigfaltigkeit der
Dimension dim(M) — dim(G). Es existiert eine eindeutige glatte Struktur, sodass
die Quotientenabbildung 7 : M — M /G eine glatte Abbildung konstanten Rangs
ist.

Definition: G-Aquivarianz
Es seien M und N zwei glatte G-Rédume. Eine Abbildung F' : M — N heift dqui-
variant beziiglich der G-Wirkung, falls fiir jedes g € G gilt

F(g.p) = g.F(p) (2.10)

An dieser Stelle soll der Satz vom Rang im Kontext differenzierbarer Mannigfaltigkei-
ten formuliert werden. Ein Beweis befindet sich in ([LEE]: chap.7; p.167).

Satz vom Rang fiir Mannigfaltigkeiten
Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten der Dimension m bzw. n. Desweiteren
sei eine glatte Abbildung F' : M — N mit konstantem Rang % gegeben. Dann gibt
es fiir jeden Punkt p € M Koordinaten (U, z) in der Nahe von p und (V,y) in der
Nahe von F(p), sodass F in diesen Koordinaten folgende Gestalt hat

F(z1, .., Tk, Tt 1y ey Tm) = (21, ..., T, 0, ...,0) € R (2.11)

Dabei ist F' = y o F' o 2~ ! die Koordinatendarstellung von F.
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Folgender Satz ldsst sich nun zeigen:

Satz 2.1.5
Es seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten mit einer glatten Lie-Gruppen-Wirkung
G, welche transitiv auf M wirkt. Sei F': M — N eine glatte Abbildung. F' sei aqui-
variant beziiglich der G-Wirkung auf M und N. Dann hat F' konstanten Rang k.
Insbesondere sind die Fasern von F' abgeschlossene Untermannigfaltigkeiten von
M der Dimension m — k.

Beweis:
Sei pg € M beliebig. Fiir jeden Punkt p € M existiert ein ¢ € G mit g(py) = p. Da
9.F(po) = F(g.po) kommutiert das folgende Diagramm

Fy
TPOM —_— TF(po)N

g*l lg*

Fy
TpM —_— TF(p)N

Da die G-Wirkung auf M bzw. N ein Diffeomorphismus ist, ist der Pushforward g. ein
Isomorphismus. Der Rang von F, in einem beliebigen Punkt p entspricht somit dem
Rang von F, im Punkt pg. Mit anderen Worten hat F' konstanten Rang.

Aus dem Satz vom Rang folgt, dass die Fasern F'~!(¢) Untermannigfaltigkeiten von M
sind. Denn sei p € F~!(g). Dann gibt es glatte Koordinaten (U, z) in der Nihe von p
und (V,y) in der N&he von g = F(p), sodass in diesen Koordinaten

FYy(@) nz(U) = {(x1, ..., xm) € 2(U); z1 = ... = x1 = const}
Insbesondere sind die Fasern einer glatten Abbildung immer abgeschlossen. O

Fiir jedes p € M definiert man die Bahnabbildung o) : G — M durch g + g(p). Die

Abbildung ist glatt als Komposition von G C2) G« M 2P M. The Bild ist die G-Bahn

von p und die Fasern G, = (a”))~!(p) sind die Isotropiegruppen. Folgende Rechnung

a?(g'g) = (d'9).p =g .(9.p) = ¢.aP(g) (2.12)

zeigt, dass aP) dquivariant ist beziiglich der Linksmultiplikation von G auf sich selbst
und der gegebenen Gruppenwirkung auf M. Somit folgt aus Satz 2.1.5, dass die Isotro-
piegruppe G, im Punkt p € M eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von G ist.
Da G, auch eine Gruppe ist, ist G, eine Lie-Untergruppe von G.

Fiir jedes g € G und einen beliebigen Punkt p € M gilt

Gy = {h € G; g 'hg(p) = p} = gGpg ™"

Somit sind die Lie-Gruppen G,y und G, isomorph.

9(p)
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Eine glatte Abbildung F' : M — N heifst Immersion, falls F, in jedem Punkt injektiv ist
oder dquivalent dazu Rang(F') = dim(M).

Aus dem Satz vom Rang folgt unmittelbar:

Korollar 2.1.6
Fiir eine glatte Abbildung F' : M — N mit konstantem Rang gilt

Ist F injektiv, so ist F' eine Immersion.

Zum Abschluss dieses Unterkapitels soll der Fokus auf kompakten Gruppenwirkun-
gen auf Mannigfaltigkeiten und insbesondere auf deren Quotienten liegen.

Satz 2.1.7
Es sei M ein topologischer Raum und K eine kompakte Gruppe mit einer stetigen
Gruppenwirkung auf M. Dann ist die kanonische Projektion
M — M/K
prelpl={peM|3keK:k(p)=r},

stetig und eigentlich. Dabei ist M/ /K mit der Quotiententopologie versehen.

Beweis:
Die Quotiententopologie gewéhrleistet die Stetigkeit von 7.
Seinun K C M/K kompakt. Zu zeigen ist, dass 7! (K) kompakt ist.

7Y K)={pe M|3[p| € K mitp e [p]}
={peM|3[p| € K Ik e K mitk(p) = p}

Sei p; eine Folge in 7~ '(K). Dann gibt es eine Folge [p;] in K und eine Folge k; in

K mit k;(p;) = pi- Da K und K kompakt sind, gibt es konvergente Teilfolgen. Nach
Einschrankung auf eine gemeinsame Indexmenge folgt

i) = [Pl € K
kil'j—>kEK

Da die Gruppenwirkung stetig ist, gibt es folglich auch eine konvergente Teilfolge p;; =
ki, (pi;) mit Grenzwert

Jimpi; = k(p) =i p € 7 (K)

18



Satz 2.1.8
Es seien M, N topologische Rdaume und K eine kompakte Gruppe mit einer steti-
gen Wirkung K x M — M auf M. Desweiteren sei eine stetige K-invariante Abbil-
dung ¢ : M — N gegeben. Dann existiert eine stetige Abbildung 7, : M/K — N
mit ¢ = 7, o 7. Oder anders formuliert, das folgende Diagramm kommutiert:

M—"=M/K

14

N

Diese Eigenschaft wird als Universelle Eigenschaft des Quotienten bezeichnet.

Beweis:
Man definiert die gewiinschte Abbildung 7, : M /K — N folgendermafsen

[p] = ¢(p) (2.13)

Die Zuordnung ist wohldefiniert, denn fiir p € [p] gibt es ein k € K mit p = k(p) und
somit folgt aus der K-Invarianz

Die Abbildung 7, ist stetig, denn fiir jede offene Teilmenge U C N gilt
7, (U) ={lp] € M/K : o(p) € U}
und aus der Stetigkeit von ¢ folgt die Offenheit von
T (U) ={peM: ¢(p) €U} =9 '(U)

]

Falls im obigen Satz zusitzlich ¢ surjektiv ist, so gilt dies auch fiir 7,. Damit 7, bijektiv
ist, muss ¢ noch folgende zusitzliche Bedingung erfiillen:

Lemma 2.1.9

Es gelten die Voraussetzungen von Satz 3.4.2. Falls ¢ die K-Orbits separiert, das
heifit fiir alle [p] # [p] € M /K folgt ¢(p) # ¢(p), so ist 7, injektiv.
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Satz 2.1.10
Es sei M ein Hausdorffraum mit abzdhlbarer Basis. Weiter seien eine stetige Grup-
penwirkung G und eine kompakte Gruppenwirkung K auf M gegeben. Falls G
und K kommutieren, gibt es genau eine zugehorige G-Wirkung auf M /K, so-
dass die kanonische Projektion m : M — M/K 4quivariant ist beziiglich der
G-Wirkung. Ist die G-Wirkung auf M eigentlich, so ist auch die zugehorige G-
Wirkung auf M /K eigentlich.

Beweis:
Die Bedingung, dass 7 dquivariant beztiglich G sei, liefert

l9(p)] = 7(g9(p)) = g9(m(p)) = g([p])

fir alle g € G und p € M. Die G-Wirkung auf M /K lasst sich dann wie folgt definieren
G x M/K — M/K; (g,[p]) = [9(p)]

Insbesondere ist obige Abbildung wohldefiniert, denn fiir p € [p] existiert ein k € K
mit k(p) = p und da G mit K kommutiert gilt

Die Eindeutigkeit folgt per Definition.

Im Folgenden ist nun eine eigentliche G-Wirkung auf M gegeben, das heift fiir jede
konvergente Folge (p;)icn in M und jede Folge (g;)ien in G derart, dass (g;(p;))ien in M
konvergiert, gibt es eine konvergente Teilfolge (g;,)jen-

Es sei also eine konvergente Folge [p;] in M/K mit [p;] — [p] und eine Folge ¢; in G
mit g;([pi]) = [9i(pi)] — [p] € M/K gegeben. Man betrachtet die Mengen

K':={[pi] - i e N} U{[p]}
K" := {lgi(pi)] : i € N} U {[p]}

Da die Folgen konvergieren liegen in jeder offenen Umgebung von [p] bzw. [p] unend-
lich viele Folgenglieder von [p;] bzw. [g;(p;)] und endlich viele auflerhalb. Somit sind
K’ und K" kompakt. Aus der Eigentlichkeit der Quotientenabbildung 7 erhdlt man
die Kompaktheit der Urbildmengen 7 !(K’) und 7—!(K"). Daher besitzen die Folgen
(pi)ien C 7 1(K') und (gi(pi))ien C 7 1(K") konvergente Teilfolgen in M. Aus der
Eigentlichkeit der G-Wirkung auf M folgt die Existenz einer konvergenten Teilfolge g;;
in G und somit die Eigentlichkeit der Wirkung auf M /K.

(]
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2.2 Die Lie-Algebra einer Lie-Gruppe

Einer Lie-Gruppe kann kanonisch eine Lie-Algebra zugeordnet werden. Dabei handelt
es sich um einen endlich-dimensionalen Vektorraum mit einer zugehorigen Struktur,
genannt die Lie-Klammer. Die Lie-Algebra kann als eine Art , Linearisierung” der Lie-
Gruppe angesehen werden. Viele wesentliche Eigenschaften von Lie-Gruppen spiegeln
sich in ihren Lie-Algebren wieder, und umgekehrt. Da die Lie-Algebra in der Regel
einfacher zu verstehen ist als die zugehorige abstrakte Lie-Gruppe, lohnt es sich Lie-
Algebren zu studieren, um Auskunft iiber Lie-Gruppen zu erhalten.

Beim Quantisierungsprozess, d.h. beim Ubergang eines klassischen physikalischen Sy-
stems in ein korrespondierendes quantenmechanisches System, treten Lie-Algebren
von Operatoren ganz nattirlich auf. Um ein quantenmechanisches System zu verstehen,
ist es hilfreich sich mit der Lie-Algebra der relevanten Symmetriegruppe auseinander
zu setzen.

Definition: Lie-Algebra
Eine Lie-Algebra ist ein reeller oder komplexer Vektorraum g zusammen mit einer
Abbildung [, ], genannt die Lie- Klammer

[,]: gxg—g (X.Y)—[X,|Y] (2.14)

Sie erfiillt folgende Eigenschaften:
Fiir alle X,Y,Z € g gilt:

(i) Bilinearitit: Va,b € R
[aX +bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z]
[Z,aX +bY] =a[Z,X]| +b[Z,Y]

(ii) Antisymmetrie:
(X, Y] =—[¥,X]

(iii) Jacobi-Identitét:
(X, [V, Z]] + [V, [2, X]] + [2,[X, Y]] = 0

Ein Untervektorraum b C g heifst Lie-Unteralgebra von g, falls h unter der Lie-
Klammer abgeschlossen ist. In diesem Fall ist h) selbst wieder eine Lie-Algebra.

Ein Beispiel fiir eine Lie-Algebra ist der Vektorraum M (n, R) aller n x n - Matrizen zu-
sammen mit der Kommutatorklammer [A, B] := AB — BA. Diese Lie-Algebra wird mit
gl(n,R) bezeichnet.

Ein weiteres Beispiel ist der Raum aller glatten Vektorfelder V(M) auf einer glatten

Mannigfaltigkeit M. Es seien X,Y : M — TM Vektorfelder. Dann definiert man die
Lie-Klammer von X und Y durch [X,Y] := XY — Y X. Eine einfache Rechnung zeigt,
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dass [X,Y] ein Vektorfeld auf M ist. Der Wert des Vektorfeldes im Punkt p ist eine
Derivation mit
[X, Y]p(f) = Xp(Y[) = Yp(X )

Dabei wird mit X f die Abbildung p — X, f bezeichnet.

Durch [ , ] : V(M) x V(M) — V(M) wird eine bilineare, schiefsymmetrische Ab-
bildung auf V(M) definiert, welche die Jacobi-Identitdt erfiillt. Das Paar (V (M), [, ])
heifdt Lie-Algebra der glatten Vektorfelder.

Ein Vektorfeld X auf einer Lie-Gruppe G bezeichnet man als linksinvariant, falls es unter
allen Linkstranslationen invariant ist, d.h.

(Ly)eXp = Xgn, ¥g € G

Die Menge aller glatten links-invarianten Vektorfelder auf einer Lie-Gruppe G ist ei-
ne Untergruppe von V(G). Insbesondere ist sie abgeschlossen unter der Lie-Klammer,
denn fiir zwei links-invariante Vektorfelder X, Y auf G gilt

(L)« [ X, Y](R)(f) = (Lg)«Xn(Y f) = (Lg)« Yn(X [)
= Xgn(Yf) = Yo (X f) = [X, Y](gh)(f)

Somit ist die Menge aller glatten links-invarianten Vektorfelder eine Lie-Unteralgebra
von V(G). Sie wird Lie-Algebra der Lie-Gruppe G' genannt und mit Lie(G) bezeichnet.

Ein linksinvariantes Veltorfeld X € Lie(G) wird eindeutig durch die Auswertung X (e) €
T.G festgelegt. Die Abbildung

X — X(e)
ist ein Vektorraumisomorphismus von Lie(G) nach T.G mit Umkehrabbildung
{9 — Xe(g) = (Lg)+&}
Durch obige Abbildung wird die Lie-Algebra Struktur auf 7. G festgelegt durch
[§,m] == [Xe, Xpl(e)
fir alle ¢,n € T.G.

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird daher die Lie-Algebra einer Lie-Gruppe G stets
mit dem Tangentialraum in der Identitdt identifiziert. Insbesondere ist Lie(G) endlich
dimensional mit Dimension dimg (G).

Fir G = GL(n,R) ist Lie(GL(n,R)) = gl(n,R). Die Matrixeintrdge x;; definieren globa-
le Koordinaten auf GL(n,R). Dann ist der kanonische Isomorphismus von 77,GL(n,R)
und gl(n, R) gegeben durch

0

i G y — (aij)ij=1,.n
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Fiir die Lie-Untergruppe H = SL(n,R) bezeichnet man die Lie-Algebra Lie(H) mit
sl(n,R). Diese ist eine Lie-Unteralgebra von Lie(G) mit

si(n,R) = {A € gl(n,R) : Tr(4) = 0} (2.15)

Fiir den Fall n = 2 ist sl3(R) ein dreidimensionaler reeller Vektorraum. Eine Basis ist
zum Beispiel gegeben durch

(00, _(1 0 (01
= 1 0)" Lo -1 )= o0 o

Auf der Lie-Algebra einer Lie-Gruppe G ist eine natiirliche Gruppenwirkung gegeben,
welche Lie(G) zu einem G-Raum macht: die Adjungierte Wirkung.

Fiir jedes g € G ist die Konjugation gegeben durch C; : G — G mit Cy(h) = ghg~!. Die
Konjugation induziert eine G-Wirkung auf Lie(G) vermoge

Ad(g) = (Cyg)« 9 — g (2.16)
Diese Wirkung wird Adjungierte Wirkung von G auf Lie(G) genannt.

Beispielsweise ldsst sich die Adjungierte Wirkung auf s((n, R) wie folgt berechnen. Fiir
A € sl(n,R) definiert man die differenzierbare Kurve v4 : (—¢,€) — SL(n,R); t — eA
mit v4(0) = Id und 44(0) = A. Das Bild Im(-y,4) ist Teilmenge von G := SL(n,R). Dies
folgt aus der Definition der Exponentialabbildung (siehe hierzu Kapitel 5.1). Fiir eine
beliebige glatte Abbildung f : G — R und einen Punkt B € G folgt dann

AB)AS) = ()30 = 5| FoChomi = 5| fBes)
= G| ST =0 0)()

Somit folgt Ad(B)(A) = BAB™ .

2.3 Homogene Raume

Bei der Konstruktion invarianter Strukturen kann man sich in vielen Fillen die Transiti-
vitdt der Gruppenwirkung zu Nutze machen. Da invariante Metriken in Kapitel 4 eine
zentrale Rolle spielen werden, lohnt es sich an dieser Stelle den Begriff des homogenen
Raumes einzufiihren.
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Als Homogenen Raum bezeichnet man eine glatte Mannigfaltigkeit M/ zusammen mit
einer transitiven glatten Lie-Gruppen-Wirkung G. Homogene Raume lassen sich recht
einfach als Quotient einer Lie-Gruppe und einer Lie-Untergruppe konstruieren. Diese
Vorgehensweise soll im Folgenden erldutert werden.

Vorab ein Beispiel, auf das im weiteren Verlauf der Arbeit zuriickgegriffen wird.
Die obere Halbebene ist gegeben durch

H:={z € C:Im(z) > 0}

Biholomorphe Abbildungen einer nicht leeren, offenen Menge D C C auf sich selbst
heifsen Automorphismen von D. Die Menge aller Automorphismen wird als Automor-
phismengruppe Aut(D) bezeichnet. Sie ist eine Gruppe beziiglich der Komposition von
Abbildungen. Die Automorphismen % 4 der oberen Halbebene sind die gebrochen li-
nearen Transformationen der Form

az+b
cz+d

ha(z) = (2.17)

wobei A := ( Z Z ) € SLy(R).

Die Abbildung SL2(R) — Aut(H) mit A — hy ist ein surjektiver Gruppenhomomor-
phismus. Seinen Kern bilden die zwei MatrizenI" := +1d. Die Automorphismengruppe
Aut(H) ist somit isomorph zu der Gruppe SL2(R)/I'. Die Quotientengruppe SL2(R)/I'
wird projektive lineare Gruppe genannt und mit PSLy(R) bezeichnet. Sie wirkt glatt und
transitiv auf H durch (2.17), denn fiir jedes w = = + iy € Hmit y > 0 gibt es eine Matrix

I
—
=
sk

) S SLQ(R)

sodass
A(i) =w

gilt. Folglich ist die obere Halbebene zusammen mit der Automorphismengruppe ein
homogener Raum. Obige Transformationen werden Mobius Transformationen genannt.

Als néchstes soll die Konstruktion homogener Rédume dargestellt werden.
Zunichst sei H C G eine Lie-Untergruppe. Fiir jedes g € G definiert man die linke
Nebenklasse von g modulo H als die Menge

gH :={gh:he H}

Die Menge aller Nebenklassen bezeichnet man mit G/H. Zusammen mit der Quotien-
tentopologie, bestimmt durch die Abbildung 7 : G — G/H mit g — gH, wird G/H zu
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einem topologischen Raum, genannt der Nebenklassenraum von G modulo H.

Die Rechtsmultiplikation von H auf G entsprechend H x G — G; (h,g) — gh™! ist eine
glatte und freie Gruppenwirkung. Zwei Elemente g; und g» aus G liegen auf derselben
H-Bahn, wenn g1h = g9 fiir ein h € H. Dies ist genau dann der Fall, wenn g; und g,
Elemente derselben Nebenklasse sind. Folglich ist der Raum aller Nebenklassen nichts
anderes als der Bahnenraum, bestimmt durch die Rechtswirkung von H auf G.

Es sei nun H eine abgeschlossene Untergruppe von G. Mit Hilfe von Satz 2.1.3 soll
gezeigt werden, dass die Wirkung von H auf G eigentlich ist. Dazu sei (g;);en eine kon-
vergente Folge in G und (h;);en eine Folge in H, sodass g;h; ' in G konvergiert. Aus
der Stetigkeit der Multiplikation und Inversion auf G folgt, dass h; = (g; *(g;h; 1))~ " in
G konvergiert. Unter der zusitzlichen Annahme, dass H abgeschlossen ist, folgt sofort,
dass der Grenzwert von h; sogar ein Element aus H ist.

Auf G/H lasst sich eine transitive G-Wirkung definieren durch
GxG/H — G/H; (g,9H) — (g9)H (2.18)
Es soll nun Satz 2.1.4 in diesem Kontext mit 7 : G — G/H bewiesen werden.

Satz 2.3.1
Es sei G eine Lie-Gruppe und H eine abgeschlossene Lie-Untergruppe von G.
Dann ist der Raum der Nebenklassen G/H zusammen mit der durch (2.18) gege-
benen Wirkung ein homogener Raum. Insbesondere besitzt G/H eine eindeutige
glatte Struktur, sodass 7 : G — G/ H eine glatte Abbildung konstanten Rangs ist.

Beweis:

Durch die Rechtsmultiplikation einer abgeschlossenen Lie-Untergruppe H wird eine
glatte, freie und eigentliche Wirkung auf G definiert.

Um die Transitivitdt von (2.18) einzusehen, nehme man zwei beliebige Nebenklassen
91H,g2H € G/H.Dann ist gggfl € G mit (gggfl).(ng) =goH.

Die glatte Struktur auf G/ H lasst sich wie folgt definieren. Man wéhle eine hinreichend
kleine Untermannigfaltigkeit U von G mit e € U. AuBerdem seien U und H transversa-
le Untermannigfaltigkeiten mit dim(U) + dim(H) = dim(M). Dann folgt U N H = {e}.
Per Konstruktion ist die Abbildung =/ : U — U bijektiv. Das Bild U := 7(U) wird
definiert als offene Umgebung des neutralen Elementes H € G/H. Fiir g € G definiert
man g(U) als offene Umgebung des Punktes gH. Die offenen Mengen ¢(U) definieren
eine Topologie auf G/H. Durch die Identifikation von U mit I/, werden die Karten von
U mittels der Koordinaten von U als Untermannigfaltigkeit von G definiert. Die Abbil-
dung 7|, ist dann ein Diffeomorphismus. Fiir g(U) C G/ H verfahrt man analog unter

Verwendung der Bijektion g o 7| : U — g(U). O
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Die Bedeutung von Satz 2.3.1 wird sichtbar im nédchsten Satz. Dieser zeigt, dass jeder
homogene Raum dquivalent zu einem Quotienten obiger Gestalt ist.

Satz 2.3.2
Esseia : G x M — M eine Lie-Gruppen-Wirkung. Dann ist die kanonische Ab-
bildung &) : G/G, — M mit gG,, — g(p) fiir jeden beliebigen Punkt p € M eine
injektive Immersion. Falls G eigentlich wirkt, ist der Orbit G.p eine geschlossene
Untermannigfaltigkeit von M und &?) ist ein G-dquivarianter Diffeomorphismus.

Beweis:

Zu Vereinfachung der Notation sei im Folgenden stets H := G),. Vermoge Satz 2.3.1
ist G/H eine glatte Mannigfaltigkeit mit einer transitiven G-Wirkung. Die kanonische
Abbildung av . G/H — Gp; gH — g(p) ist glatt. Um dies einzusehen, betrachtet man
das kommutative Diagramm

(HG/H

ol

Gp

Somit ist @) = o o 7|, in jedem Punkt ein lokaler Diffeomorphismus. Auflerdem
ist die Abbildung a(?) injektiv, denn aus ¢'(p) = g(p) folgt g~'¢’ € H und somit eine
Bijektion auf ihr Bild &) (G/H). Somit ist &) auch ein globaler Diffeomorphismus.
Aus

aP(g(gH)) = &P (¢'gH) = (¢'9).p = ¢'(9.p) = ¢.aP)(g)

erhilt man die G-Aquivarianz von @P). Somit folgt aus Satz 2.1.5, dass @) konstanten
Rang hat. Mit Korollar 2.1.6 erhilt man die erste Behauptung, dass a(?) eine Immersion
ist.

Das Bild von & ist die G-Bahn von p. Ist die Wirkung eigentlich, so ist &) sogar
ein Homdomorphismus auf das Bild G.p, wobei G.p C M die Unterraumtopologie
tragt. Um dies einzusehen, zeigt man, dass &P geschlossen ist. Sei dazu A ¢ G/H
abgeschlossen, d.h. 7~ !(A) ist abgeschlossen in G. Dann gilt

d(P)(A):a( Jomon? A) = (W_l(A))—Oé( ( ) x {p})
={g(p); gen 1(14)}

Sei (gi(p))ien eine konvergente Folge in @?)(A). Dann folgt aus Satz 2.1.3, dass eine
konvergente Teilfolge g;, € 7 (A) existiert. Da 7—!(A) abgeschlossen ist, liegt der
Grenzwert limyey gi, =: g € 7~ '(A). Somit ist g(p) € aP)(A).
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Es bleibt noch zu zeigen, dass &)(G/H) = G.p eine Untermannigfaltigkeit von M
ist. Sei dazu ¢ = g(p) € G.p beliebig. Dann folgt aus dem Satz vom Rang, dass es
Koordinaten (U, ) von gH und (Vo,y) von ¢ mit &) (Uy) C Vp gibt, sodass ¢ in
diesen Koordinaten folgende Gestalt hat

yo&(p) ox_l(:(}l, ,:L'k) = (1‘1, ey T, O, ,0)

wobei k = dim(G) — dim(H) ist.
Dann gilt y(a® (Up)) = W NRF x {0} mit W C R™ offen und m = dim(M). Sei
V :=y (W) C M offen. Dann ist ) (Up) = V N a® (G/H) = V N G.p. Insbesondere
ist ¢ € V. Insgesamt erhilt man

y(V N G.p) =y@®(Up)) = WNRF x {0} = y(V)NR* x {0}

Da ¢ € G.p beliebig war, folgt die Behauptung. O

Aus obigem Satz erhélt man sofort die folgende Dimensionsformel
dim(G.p) = dim(G) — dim(G,)

Falls die Wirkung von G auf M transitiv ist, dann folgt G.p = M fiir jedes p € M. Mit
anderen Worten ist jeder homogene Raum diffeomorph zu dem Quotienten G/G,,.

Dieser Satz lasst sich nun auf das anfangs in diesem Kapitel diskutierte Beispiel der
oberen Halbebene H iibertragen. Die Isotropiegruppe im Punkte ¢ € H besteht aus den
2 x 2 - Matrizen der Form

a —b . 2 2
(b a>m1ta +b°=1 (2.19)

Dies ist die abgeschlossene Untergruppe SO(2) C SL2(R). Es gilt H = SLy(R)/SO(2).
Die obere Halbebene H ldsst sich biholomorph auf die Einheitskreisscheibe

A:={zeClz| <1}
abbilden. Die biholomorphe Abbildung ist gegeben durch die Cayley-Transformation

zZ—1

ho: H A 2.20
C - ; & 2+ ( )
mit der Inversen Funktion
1
he-1: A—>H;zr—>i1+z (2.21)
—z

Dabei ist
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Die Automorphismengruppe von A ist gegeben durch

az +b
Aut(A) = {m§ a,b € C,la]* - [b]* = 1}
= {eiﬂ"j_wl; weA0<p<2r}

Man definiert die Gruppe

su 1= (( § o)l =10 =1,
b a
aller komplexen 2 x 2 - Matrizen, welche die nicht ausgeartete, hermitesche Form
(z,w) := =Z1wy + Zowo

des C? invariant lassen. Aut(A) ist isomorph zu SU(1,1)/T. Die Isotropiegruppe in
Null ist die kompakte Untergruppe K der Diagonalmatrizen

K= {( ’ g ) . |af? = 1} = Diag(e®, %) (2.22)

Dies sind die Drehungen um Null. Die Einheitskreisscheibe ldsst sich somit als homo-
gener Raum A = SU(1,1)/K realisieren.

Die Abbildung ¢ : SL2(R) — SU(1,1) mit A — CAC™! ist ein Gruppenisomorphis-
mus. Mit anderen Worten konnen die Gruppen SLy(R) = SU(1, 1) miteinander identi-

fiziert werden.

Die Lie-Algebra su(1, 1) besteht aus den komplexen spurfreien 2 x 2 - Matrizen der

Form
1 Z
z  —ip

mit ¢ € Rund z € C. Eine Basis {1, &2, &3} von su(1, 1) wird definiert durch

0 —i 01 -1 0
Die Komplexifizierung der reellen Lie-Algebra su(1, 1) ist
slp(C) ={A € gl(n,C) : Tr(A) = 0}

Die komplexe Struktur ist durch die gewohnliche Matrizenmultiplikation mit i gege-
ben.
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2.4 Komplexe Differentialformen

Unter dem Dualraum V* eines endlich-dimensionalen reellen Vektorraumes V' versteht
man die Menge aller Homomorphismen von V nach R, d.h.

V*:=Hom(V,R) = {F : V — R; Fistlinear}

Ist (eq,...,ey) eine Basis von V, so wird durch ej, ..., e} € V* mit

ej(v) =v; furalle v= Zvjej eV

(2
j=1

eine Basis von V* definiert, genannt die Dualbasis.

In diesem Abschnitt sei M stets eine komplexe n-dimensionale Mannigfaltigkeit und
p € M ein beliebiger Punkt.

Definition
Eine komplexe r-Form im Punkt p € M ist eine alternierende, R-multilineare Ab-
bildung

p:TyM x...xTyM — C

r—mal

Die Menge aller komplexen r-Formen in p wird mit A"T; M bezeichnet.

Der Raum aller 1-Formen auf T, M ist der Dualraum A'T;M = T*M. Die Menge al-
ler komplexen r-Formen A™T; M ist fiir jedes p € M ein komplexer Vektorraum der
Dimension

: N ()
dime (A" T, M) = ( - >
Mit

AT(TM)* =[] ATy M
peEM

wird ihre disjunkte Vereinigung bezeichnet.
Das innere Produkt A : Ty M x Ty M — AQT; M zweier 1-Formen ¢ und v wird definiert
durch

p A (v, w) = p(v)h(w) — p(w)(v)
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Definition
Eine komplexe r-dimensionale Differentialform oder kurz r-Form auf einer offenen
Teilmenge U C M ist ein Schnitt w € I'(U, A" (T'M)*) mit der Eigenschaft, dass fiir
alle glatten Vektorfelder X1, ..., X, auf M die Abbildung

p = w(Xi(p) ..., Xr(p))

glatt ist. Die Menge aller komplexen r-dimensionalen Differentialformen auf M
bezeichnet man mit A" (U).

Mit anderen Worten ordnet jede 7-Form w auf U jedem p € U eine r-Form w, in p zu.

Es sei (U, z) eine holomorphe Koordinatenkarte von M mitp € U. Firallek = 1,....,n
werden durch dzy, dzy, : T,M — C mit

dzy = dxp + idy, und dzZy := dx — idyg

die Standard-1-Formen auf U definiert. Sie bilden eine Basis von A!(U) und es gilt

9 ) = (51']' bzw. dzz(aa> = (51']'

dz;
“i (8,2] Zj

Sei f eine glatte Funktion auf U, dann ist ihr Differential df € A'(U) in lokalen Koordi-
naten gegeben durch

n

df:zza—fdzk Z dzk

k=1 =1

Ein glattes Vektorfeld X auf M ldsst sich lokal schreiben als
"~ 0 “_ 9
X = —_— —_—
;Ekazk + ;&gazk

wobei die Koeffizienten ¢, glatte Funktionen auf U mit Werten in C sind. Man kann
nun df auf X anwenden und erhilt

ka +Z§k

Folglich gilt
df (X) = X(f) (2.24)
Man definiert den Operator d := 9 + 9 mit
=> g—fdzk und 9f = g—_fdzk
=1 %k k=1 7%k
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Gelegentlich wird auch der Operator d¢ := (9 — 0) verwendet. Dann gilt
dd® = 2i00 (2.25)

Mit Hilfe von (2.1) kann man zeigen, dass fiir jede glatte Funktion f und jedes Vektor-
feld X auf U die folgende Gleichung gilt

d°f(X) = —df (JX) (2.26)
In lokalen Koordinaten hat jede 2-Form auf U die Gestalt
w= Y ayPwi A
1<i<j<2n

wobei w; := dz; bzw. w1 1= dz; fir j = 1,...,n gilt und p — a;;(p) fiir alle 7, j glatte
Funktionen auf U mit Werten in C sind.

Das Differential d : A"(U) — A""(U) einer r-Form erhoht ihren Grad um Eins.

Fiir eine 1-Form

wird ihr Differential erklart durch

2n
dwy = Zdai(p) A wj
i=1

& 3@1- " aCLi _
da;(p) == 021 (p)dzk + > FEA (p)dzy,
i=1 k=1

Die innere Multiplikation . x reduziert den Grad einer r-Form um Eins. Fiir eine 2-Form
w wird die 1-Form ¢ xw auf M erklart durch

txw(Y) = w(X,Y)

fur alle X, Y € V(M).

Essei F': M — N eine glatte Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M und N.
Dann kann eine 7-Form w auf N mittels F' auf M zuriickgezogen werden.

Der Pullback von w wird definiert durch F*w mit

(Fw)p(Xq, .o, Xp) 1= wp(Fu X, ..., Fi X))
tar alle X1, ..., X, € T,M.

Es gelten die folgenden Regeln (vgl. [FG]: chap. VI, p. 304)
° F*(w1 /\wQ) = F*wi A F*wo

e F*(dw) = d(F*w), insbesondere gilt F*(df) = d(f o F)
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3 Ein ,perfekter” Slice

In diesem Kapitel soll die Adjungierte Wirkung der Lie-Gruppe Sp2(R) = SLo(R) auf
der zugehorigen Lie-Algebra untersucht werden. Es wird sich herausstellen, dass fiir
A € SLy(R) mit det(A) < 0 die Bahnen der Gruppenwirkung gerade die Fasern der G-
invarianten Determinantenabbildung det : sl3(R) — R sind. Fiir det(A) > 0 bestehen
die Fasern aus zwei Zusammenhangskomponenten. Jede von diesen beschreibt eine G-
Bahn. Die Nullfaser lasst sich im R? als Kegeloberfliche darstellen. Der positive Kegel,
der negative Kegel und der Ursprung beschreiben die drei Bahnen der Wirkung im Fal-
le det(A) = 0.

Desweiteren sollen die Isotropiegruppen bestimmt werden. Das Gebiet in sly(R), fiir
welches die Isotropiegruppen kompakt sind, ist im R? das Innere des Determinanten-
Kegels. In der Physik bezeichnet man diese Menge als Kegel der elliptischen Elemente .
Sie zeichnet sich dadurch aus, dass fiir A € £ die zugehorigen 1-parametrigen Un-
tergruppen g; = exp(tA) der Symmetriegruppe SLs(R) ,elliptisches Verhalten” zei-
gen. Mit anderen Worten lassen sich die Bahnen, welche durch die Wirkung der 1-
parametrigen Untergruppen entstehen, in der Nidhe von Fixpunkten als Ellipsen dar-
stellen. Die Menge der Fixpunkte ist Fix(4) = {AA;\ € R}. Man weist nach, dass
die Wirkung 1-parametriger Untergruppen senkrecht zu Fix(A) auf elliptischen Kur-
ven verlduft. Somit entfernen sich die Punkte in dieser Umgebung nicht beliebig weit,
sondern bleiben fiir alle Zeit auf endlichen Bahnen. Diese Eigenschaft ist aus physika-
lischer Sicht besonders wiinschenswert.

Aus mathematischer Sicht ist es sinnvoll, an dieser Stelle eine noch stdrkere Eigen-
schaft als Kompaktheit zu fordern. Hier sei daran erinnert, dass das Ziel des Projektes
die Konstruktion eines Ensembles in sl(R) mittels der Momentum-Abbildung p ist.
Ein Ensemble ist eine Mannigfaltigkeit // zusammen mit einer invarianten Wahrschein-
lichkeitsverteilung P. Bei der Wahl einer geeigneten symplektischen Mannigfaltigkeit
(X,w) wird sich herausstellen, dass die Gruppenwirkung auf X eigentlich ist. Dies im-
pliziert, dass die G-Wirkung auf der Bildmenge Im(u) C sl(R) ebenfalls eigentlich
sein muss. Als Kandidat fiir ein Ensemble kommt aus diesem Grund nur eine Teilmen-
ge von slp(R) in Frage, welche diese Eigenschaft erfiillt. Erfreulicherweise trifft dies auf
das Innere des Kegels zu. In diesem Sinne ist das Gebiet innerhalb des Kegels , perfekt”.

Im Folgenden sei stets G := Spz(R) = SLy(R) mit zugehoriger Lie-Algebra g := sl>(R).
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3.1 Die Niveauflachen der Determinantenabbildung

In diesem Abschnitt sollen die Niveaufldchen von det : g — R bestimmt werden. Dazu
sei A = ze_ + yh + ze, € g. Man identifiziert A mit dem Vektor (z,y, 2) € R3. Es gilt

_ y oz 2
det(A) = det < r —y > = -y —xz
Anwendung der folgenden Koordinatentransformation

rT— T+ 2z
y—Uuy
Z—x— 2z

liefert
A= (z+2)e- +yh+ (x — 2)et
=x(er +e_) +yh—z(er —e_)
N——
=:J
_ Yy T —2z
S \z+z -y
Zu einem spdateren Zeitpunkt wird auch die Notation e; := e} +e_, ex := h und
es := —J verwendet. In dieser Basis {e1, €2, e3} erhédlt man

det(A) = 22 — 22 — 32

Das Nullniveau der Determinantenabbildung lasst sich im R als Kegeloberfldche dar-
stellen:

Clet := det™1(0) = {(x,y,2) € R* 2% = 22 + ¢*} (3.1)
Wir definieren die Mengen

Cin :={A € g; det(A) > 0}
Cout :={A € g; det(A) < 0}

Die Niveaufldchen sind gegeben durch
Ne={(2,y,2) € R3 det(A) = ¢} = {(z,y,2) € R3; 22 — 2% —y? = ¢}

Innerhalb des Kegels, also fiir ¢ > 0, sind obige Flachen zweischalige Hyperboloide im
R3. Fiir ¢ < 0 werden sie durch einschalige Hyperboloide beschrieben.
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Det(A)>0

Z-Achse

-J Det(A)<0

Y-Achse

Abbildung 3.1: Der Determinanten-Kegel

3.2 Die Bahnen der Adjungierten Wirkung auf sly(R)

In Kapitel (2.2) wurde gezeigt, dass die Adjungierte Wirkung auf g = sl>(R) durch die
Konjugation gegeben ist. Zur Erinnerung:

Gxg—g (B,A) — BAB™! (3.2)
Folgender Satz soll in diesem Abschnitt bewiesen werden:

Satz 3.2.1
Sei A =xz(e— +e4)+yh—z(er —e_) € g. Fuir det(A) = ¢ < 0 ist die Bahn von A
unter der Adjungierten Wirkung (3.2) gegeben durch
G.A =det™!(c)
Fur det(A) = ¢ > 0 gilt

G.A=det™!(c)n{z >0} oder
G.A=det '(c)n{z <0}

in Abhéngigkeit von dem Vorzeichen von z. Insbesondere sind die Bahnen abge-
schlossen.

Im ersten Fall stimmen die Bahnen der Adjungierten Wirkung genau mit den Niveau-
flichen N, der Determinantenabbildung tiberein.
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1.Fall: det(4) =c<0
In diesem Fall gilt

Lemma 3.2.2
Sei A € g mit det(A) = ¢ < 0, dann ist A diagonalisierbar mit reellen Eigenwerten.
AufBlerdem existiert eine Matrix Q € SLs(R), sodass

Q 'AQ = Diag(\, —\) = M\ (3.3)

dabei ist A := +v/—c € R.
Das heifst, A ist konjugiert zu einem Vielfachen des Operators h.

Beweis:
Sei A € g. Dann ist das charakteristische Polynom von A gegeben durch

. a—t b . . . . o . . 2
Cht(A)—det(< . dt>)_(a t)(d—1t) —bc=ad—bc—t(a+d)+t
det(A) Tr(A)=0
= t* + det(A)

und die Eigenwerte lassen sich bestimmen zu

t =4+/—det(4) = £/ —c.

Somit ist A diagonalisierbar mit Transformationsmatrix Q € GL2(R).
Q ist die Koordinatenwechselmatrix der Standardbasis zu einer Basis aus Eigenvekto-
ren (v1, v2) zu den Eigenwerten A\ und —\. Durch Ubergang zu Q — ——~—@, kann

V/det(Q)]

ohne Einschrankung @ aus SL»(R) angenommen werden, das heifdt der Basiswechsel
ist orientierungserhaltend. Gegebenenfalls muss man die Basisvektoren v; und v hier-
zu vertauschen. O

Folgerung
Obiges Lemma zeigt, dass A entweder auf der Bahn von Ah oder auf der Bahn von —\h

liegt. Da
0 1 0 -1
(o)r(v )=

liegen insbesondere h und —h auf einer Bahn und es folgt sofort
G.(Ah) = det™1(¢), (3.4)

denn fiir alle M € G.(Ah) = {BAhB™!; B € SLy(R)} gilt offensichtlich det(M) = c.
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Die Bahnen aufierhalb des Kegels haben folgende Gestalt:

Det(A)=0

Det{A)<0

Abbildung 3.2: Bahnenstruktur in Cyys

2.Fall: det(A)=c>0

Lemma 3.2.3
Sei A € gmitdet(A) = ¢ > 0, dann ist A konjugiert zu einem Vielfachen der Matrix
J, d.h. es existiert eine Matrix @ € SLy(R), sodass

A=Q(xAQ! (3.5)

(40

mit

dabei ist \ := \/c € R™C.

Beweis:

In diesem Fall hat A die Eigenwerte +i\. Man wéhle einen Vektor v aus dem Eigenraum
zum Eigenwert i), das heifst v € C? mit Av = i\v. Da A nur reelle Eintrdge hat, gilt
Av = Av = —i)\v. Also ist v Eigenvektor zum Eigenwert —i\. Es gilt v+ = 2Re(v) € R?
und i(v — ¥) = —2Im(v) € R? Man betrachtet nun die folgende Basis (v + v, i(v — 7))
des R?. Dann gilt

A(v+7) =iA(v — D)
Ai(v —7) = =\ (v +7)

Demzufolge ldsst sich A in den neuen Koordinaten wie gewiinscht darstellen. Insbeson-
dere kann die Koordinatenwechselmatrix aus SLy(R) gewdhlt werden, unter Bertick-
sichtigung, dass hierzu die Basisvektoren gegebenenfalls vertauscht werden miissen. [J
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Folgerung

Obiges Lemma zeigt, dass die Bahn von A entweder mit der Bahn von AJ oder —\J
tibereinstimmt. Im Gegensatz zum 1. Fall liegen J und —J aber nicht auf derselben
Bahn, denn angenommen sie wiren konjugiert, so fithrt folgende Rechnung

a b 0 1 d —b\ [ —(ac+bd) >+ [0 -1
c d -1 0 — a )\ —(A+d* ac+bd ) \1 0
wegen a? + b = —1und ¢ + d> = —1 zu einem Widerspruch.

Ist A € G.J, so existiert ein Q) € SLy(R), sodass

B 1 ( —(ac+bd) a*+ b
A=QJQ™ = < —(c® +d?) ac—l—bd>

und aus
z—z=a®+ b
r+z=—(+d?
folgt
—2z2=a’+0?++d>>0bzw. 2<0
Man erhilt

G.(\) =det ()N {z < 0}
Analog folgt z > 0, falls A € G.(—J) und somit
G.(=\J) =det ™ (e) N {z > 0}

Aus der Stetigkeit der Determinantenabbildung folgt, dass die Fasern abgeschlossen
sind.

Mithin ist Satz 3.2.1 vollstindig bewiesen. O
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Die Bahnenstruktur im Inneren des Kegels lasst sich wie folgt darstellen:

Det(A)>0

h  Det(A)<0

Abbildung 3.3: Bahnenstruktur in Cj,

Jede G-Bahn im Inneren des Kegels schneidet die z-Achse in genau einem Punkt \J.

Abschliefiend sollen nun noch die Bahnen auf der Kegeloberfldche betrachtet werden,
das heifit der Fall det(A4) = 0. Da der Ursprung 0 € R? ein Fixpunkt ist, wird im An-
schluss die Aufmerksamkeit auf einen Punkt aus Cge; \ {0} gerichtet.

Lemma 3.2.4
Sei A € gund det(A) = 0, dann ist das charakteristische Polynom von A gegeben
durch ch4(t) = t2. Insbesondere ist 0 zweifacher Eigenwert von A.

Beweis: ch 4 (t) = det(A) — tTr(A) + t2 O

Fiir die weitere Betrachtung benttigt man ein Resultat der linearen Algebra, dessen Be-
weis sich unter anderem in ([FOR]: chp. 4; p. 251) befindet.

Satz von Cayley-Hamilton
Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, F' € End(V') und chy € KJt] sein
charakteristisches Polynom. Dann ist

chp(F) =0 € End(V) (3.6)
Insbesondere gilt fiir jede Matrix A € M(n x n, K)

chy(A) =0€ M(n xn, K) (3.7)
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Seinun A € Cyge \ {0}. Dann ist A nilpotent, denn aus Lemma 3.2.4 und dem Satz von
Cayley-Hamilton folgt A? = 0.

Das folgende Lemma zeigt, dass sich der Kegel durch genau drei Bahnen beschreiben
lasst.

Lemma 3.2.5
Sei A =xz(e— +eq)+yh—2J € Cyet \ {0} gegeben. Fiir den Fall z > 0 gibt es eine
positiv orientierte Basis B, sodass sich A in dieser Basis darstellen ldsst als

M+_<(1) 8) (3.8)

Insbesondere liegt A auf der Bahn von M ™.
Fiir den Fall z < 0 gibt es eine positiv orientierte Basis B, sodass sich A darstellen

lasst als
_ 01
M _(0 0) (3.9)

Insbesondere liegt A auf der Bahn von M ™.

Beweis:

Zunichst sei ein beliebiger Vektor v € R% v # 0 gegeben, wobei v kein Eigenvektor
von A sei. Dann sind die Vektoren v und Av linear unabhidngig. Andernfalls gébe es
ein A € R\ {0} mit Av = v und v wire Eigenvektor zum Eigenwert \. Somit ist das
System (v, Av) eine Basis fiir R%. Da A? = 0 ist, l4sst sich A in dieser Basis darstellen als
M. Falls der Basiswechsel nicht orientierungerhaltend ist, gehe man zur Basis (Av, v)
tiber. In diesem Fall lasst sich A darstellen als M.

Man wéhle nun v = e;. Dann ist Av = (y,z + 2). Fiir die Basis B = (v, Av) und die
Standardbasis £ = (e, e2) ist dann die Koordiantenwechselmatrix Q‘g gegeben durch

1 — Y
@ = (felasledds) = (o 5 ) (3.10)
Ttz
denn
Av — yeq
g = ————
x+z

Da |z| = /a2 + y? > |z folgt

1
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Wihlt man nun v = ey, so folgt die Behauptung fiir B = (Av, v) vollig analog. O

Folgerung

Es wurde gezeigt, dass unter der Voraussetzung von Lemma 3.2.5 die Matrix A entwe-
der auf der Bahn von M oder auf der Bahn von M~ liegt. Insbesondere liegen M
und M~ nicht auf derselben Bahn. Die Matrix

01
(1)
hat Determinante Det(P) = —1und es gilt M™ = PM~ P~ L.

Angenommen M T und M~ wéren konjugiert zueinander, dann wiirde eine Matrix aus
SLs(R) existieren mit

a b 01 d b\ ([ —ac a*\ (0 0

c d 0 0 — a )\ = ac) 10
So folgt —c? = 1, im Widerspruch zu ¢ € R. Somit wird durch die Wahl einer positiv
orientierten Basis die Bahn von A eindeutig festgelegt.

Fiir den Fall det(A4) = 0 gibt es genau drei Bahnen {0}, G.M™* = Cget N {z > 0} und
G.M~ = Cyet N{z < 0}. Die Bahnen G.M " und G.M ™ sind nicht abgeschlossen, da sie
die Nullmatrix nicht enthalten.

3.3 Die Isotropiegruppen der Adjungierten Wirkung

Das Gebiet in g, fiir welches die Isotropie kompakt ist, nennt man Menge der elliptischen
Elemente. Sie wird mit dem Buchstaben £ bezeichnet. Folgender Satz gibt Auskunft {iber
die elliptischen Elemente in s[,(R).

Satz 3.3.1
Sei A € sl,(R) gegeben. Die Isotropiegruppe G4 = {B € SLy(R); BAB~! = A}
unter der Adjungierten Wirkung ist genau dann kompakt, wenn det(A) > 0 ist.

Beweis:
Sei A € g mit det(A) > 0 gegeben. Dann ist die Isotropiegruppe in einem beliebigen
Punkt A konjugiert zu der Isotropiegruppe im Punkt A\J. Diese stimmt mit der Isotro-

piegruppe
G;={B e SLyR);BJB ' =J}

iiberein. Es ist somit hinreichend zu zeigen, dass G ; kompakt ist.
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Es gilt
1 _(a b 0 1 d —=b\ ([ —(ac+bd) a*+b?
BJB _<c d><—1 0><—c a )\ —(*+d*) ac+bd
_( —<vw> P
N —Jwl? <v,w >
mit v := (a,b) und w := (¢, d) aus R2.

Aus BJB~! = J folgt ||v||? = ||w||*> = 1 und < v,w >= 0, d.h. das Paar (v,w) ist
eine Orthonormalbeasis fiir R%. Da det(B) = 1 ist, gilt somit G; = SO2(R). Die spezielle
orthogonale Gruppe SO(R) ist isomorph zum Kreis S'. Da S* C R? kompakt ist, ist
somit auch G ; kompakt.

Es bleibt zu beweisen, dass fiir det(A) < 0 die Isotropiegruppen nicht kompakt sind.
Sei zundchst det(A) < 0. Wie oben ist es hinreichend die Behauptung fiir G}, zu zeigen.
Folgende Rechnung

1_(a b 1 0 d —b\ [ ad+bc —2ab _
BhB _<c d><0 —1><—c a ) 2cd  —(ad+ be) =h

liefert ad + be = 1,ab = 0,ed = 0.
Mit ad — bc = 1 folgt

ad=1 und bc=0

Die Isotropiegruppe ist gegeben durch

Gi=1(§ 1 )iacw)

a

G}, istbzgl. der Norm || A|| = Tr(AAT) nicht beschrankt und daher auch nicht kompakt,

denn fiir n € N gilt
2 0 1
Tr(<8 )(g ))zTr((% 1 >):n2—|——>oo

Sei nun det(A) = 0. Fir A = 0ist G4 = SL2(R) und somit nicht kompakt, da SLz(R)
nicht beschrankt ist.
Man berechnet

3=
SO

10
G]\/[+_{:l:<l' 1),$€R}
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Da G+ aus zwei Kopien von R besteht, ist die Isotropiegruppe folglich nicht be-
schrankt. Analog folgt, dass G ;- nicht kompakt ist. O

Fiir die Isotropiegruppen lings der z-Achse folgt aus obigem Beweis
Grs=Gj=S02(R) (3.11)

In diesem Abschnitt wurde somit gezeigt, dass die Menge der elliptischen Elemente
in s(,(R) aus dem offenen Kegel £ = Cj, besteht. Sie ist nicht zusammenhéngend,
sondern hat zwei Zusammenhangskomponenten £, und £_, welche sich im R3 wie
folgt darstellen lassen

Er ={(w,y,2) €R®: 2> a2 + 42}
& ={(z,y,2) eR*: 2z < _\/m}

3.4 Die Eigentlichkeit der Adjungierten Wirkung

Im letzten Abschnitt wurde bewiesen, dass die Menge der elliptischen Elemente ge-
geben ist durch £ = £ U £_. Im Folgenden soll die Eigentlichkeit der Adjungierten
Wirkung auf £ nachgewiesen werden. Es reicht dies auf einer der beiden Zusammen-
hangskomponenten von £ zu zeigen. Der Beweis wird fiir £_ durchgefiihrt werden.

Falls es sich als sinnvoll erweist, werden in diesem Abschnitt die Elemente aus sl,(R)
mit Vektoren aus dem R? identifiziert. Zur Vereinfachung der Notation werden in die-
sem Fall kleine Buchstaben sowohl fiir die Elemente von SLs(R) als auch fiir die Ele-
mente von sl,(R) verwendet. Konkret bedeutet dies, dass fiir die in Abschnitt 3.1 ein-
gefiihrte Basis {e1, ez, e3} von sl,(R), die Identifizierung A = ze; + yes + zez = (x,y, 2)
verwendet wird.

Zunichst einige vorbereitende Aussagen tiber die Untergruppe P C SL,(R) der sym-
metrischen positiv-definiten n x n - Matrizen.

Alle Matrizen aus SLy(R) haben eine eindeutige K P-Zerlegung, d.h. jedes A € SLy(R)
lasst sich darstellen als Produkt einer Matrix K aus der kompakten Gruppe SO>(R)
und einer symmetrischen positiv-definiten Matrix P aus P.

Um dies einzusehen benotigt man die folgenden zwei Lemmata:

Lemma 3.4.1

Ist P € P, so kommutiert P mit P~3,dh. PP~2 = P3P,
Insbesondere ist auch P~z € P.
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Beweis:

Da P symmetrisch ist, ist P orthogonal diagonalisierbar, d.h. es gibt eine orthogonale
Matrix @ und eine Diagonalmatrix D = Diag(A1, ..., A,), sodass P = QDQT. Da P
positiv definit ist, sind alle Eigenwerte A1, ..., A, positiv. Es folgt P3 = QDféQT mit
D2 = Diag( L

1 .
T W) und somit

PP 2 =QDQTQD QT =QDD 2 QT =QD:QT =P:=...= P3P
:D_%D
O
Lemma 3.4.2

Ist eine Matrix B € SLy(R) symmetrisch und orthogonal, so gilt B = +1d.

Beweis:
Da B € SL2(R) orthogonal ist, gibt es ein « € [0, 27) mit

< cos(a) —sin(a) >

sin(a)  cos(«)
Aus der Symmetrie folgt sofort sin(a) = 0. Aus det(B) = 1 erhdlt man cos(a) = £1. O
Der folgenede Satz kann nun bewiesen werden:

Satz 3.4.3
Jede Matrix A € SLy(R) besitzt eine eindeutige K P bzw. PK-Zerlegung.

Beweis:
Die Existenz einer K P-Zerlegung folgt mit

A= A(ATA) 2 (AT A)2
—— ——
€50(2) ep

Die Matrix P = AT A ist symmetrisch und positiv definit, denn fiir alle z € R? mitx # 0
gilt

2T Py = 2T AT Az = (Az)T Az > 0

Folglich ist auch Pz symmetrisch und positiv definit. Aus Lemma 3.4.1 erhdlt man die
Orthogonalitit von K := A(AT A)~2 wie folgt

KTK = (ATA) 2 ATA(ATA) 2 = P 2PP 2 = PP =1Id
KKT = A(ATA) 2(ATA)2AT = AP AT = AP'PA ' = Id
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Um die Eindeutigkeit zu beweisen, nehme man zwei Zerlegungen A = KP = K'P’. Es
gilt

PTP — P/TK/TKKTK/P/ — P/TP/
und hieraus folgt
(P/—l)TPTPP/—l = Id
=(PPHT (PP =1d

D.h. die Matrix PP’ ! ist symmetrisch und orthogonal. Folglich ist PP’ A
Aus P, P’ € SLy(R) erhélt man P = P’ und somit die Eindeutigkeit.

Der Beweis einer eindeutigen PK-Zerlegung geht vollig analog dazu. O
Desweiteren wird zu einem spéteren Zeitpunkt noch folgende Aquivalenz benétigt.

Lemma 3.4.4
Eine symmetrische Matrix P € M (n x n,R) ist genau dann positiv definit, wenn

es eine symmetrische Matrix S gibt mit P = ¢°.

Beweis:
,=":Sei P symmetrisch und positiv definit. Dann ist P diagonalisierbar mit positiven
Eigenwerten Aq, ..., \, € R>. Die Behauptung folgt mit

S = @Diag(In(\1), ..., In(\,))Q

wobei @ die Koordinatenwechselmatrix von der Standardbasis zu einer Basis aus Ei-
genvektoren vy, ..., v, zu den Eigenwerten Ay, ..., A, ist.

,<=":Sei S symmetrisch mit Eigenwerten Ay, ..., A,, € R. Dann sind die Eigenwerte der
Matrix e” gegeben durch e, ..., e und somit alle positiv. O

Im Folgenden wird mit ¥4 := {A\J; X\ > 0} C g die negative z-Achse bezeichnet. Durch
Y4 werden die G-Orbits von £_ parametrisiert. In diesem Sinne ist ¥  ein Slice oder
Schnitt durch die G-Bahnen. Jede Bahn ldsst sich eindeutig durch s € X; bestimmen.

Zunichst soll gezeigt werden, dass £_ sich als eine Produktmannigfaltigkeit auffassen
lasst. Da jede G-Bahn in £_ die negative z-Achse in einem Punkt schneidet, ist an-
schaulich klar, dass man £_ als Produkt von G' und X darstellen kann. Dies soll nun
mathematisch exakt beschrieben werden.

Mit G = SLy(R) definiert man die Produktmannigfaltigkeit M := G x 3g. Auf M ist
eine eigentliche G-Wirkung gegeben durch

9-(90, 50) := (990, 50)
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Die Isotropiegruppen langs der z-Achse sind gegeben durch die kompakte Lie-Untergruppe
K := 805 C G (vgl. (3.11)). Durch

k.(go, 50) := (g0k ™, 50)

wird eine glatte und freie Wirkung von K auf M definiert.

Da jedes Element aus £_ auf genau einer Bahn G's liegt, ist die Abbildung ¢ : M — £_
mit ¢(g, s) := g(s) surjektiv. Fiir jedes s € ¥ ist k € SO, Element der Isotropiegruppe
G5 und es folgt

o(k.(g9,5)) = gk (s) = g(k7'(s)) = g(s) = ¢(g,5)

Somit ist ¢ invariant beziiglich der K-Wirkung auf M.

Aus p(g1,51) = g1(s1) = g2(s2) = (g2, s2) folgt s1 = s = s. Andernfalls wiirden s;
und sp auf einer G-Bahn liegen. Dies wire ein Wiederspruch zu s, 50 € . Also exi-
stiert ein k € K mit g; = gok oder anders formuliert (g1, s1) = k~1.(g2, s2). Mit anderen
Worten separiert ¢ die K-Orbits.

Mit Satz 2.1.8 erhélt man das kommutative Diagramm
GxXg—>(Gx Xy /K
‘| /
©
&
wobei die Abbildung 7, : M/K — £_ mit [(g, s)] — g(s) bijektiv ist. Aus
7o (9-1(90, 50)]) = 7([(990, 50)]) = 9g0(s0) = 9-7([(90 50)])

folgt, dass 7, dquivariant beztiglich der G-Wirkung ist.

Satz 3.4.5
Der Quotientenraum (G x X4)/K ldsst sich mit P x ¥, identifizieren.

Beweis:
Man betrachte die Abbildung (G x ¥4)/K — P x ¥4 mit

[(g.5)] = [(pk,5)] = (p, ) (3.12)

wobei g = pk die eindeutige PK-Zerlegung von g ist.
Die Abbidung ist wohldefiniert, denn fiir (¢, s) € [(g, s)] existiert ein k' € K mit

g = gk’ = pkk'

Aus der Eindeutigkeit der PK-Zerlegung folgt die Behauptung. Die Umkehrabbildung
ist gegeben durch

Tlpys, + (s) — [(pk~',s)] firein k€ K
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Sie ist stetig als Komposition P x ¥4 — G x ¥; = (G x ¥4)/K und offen. Sei dazu
U C P x ¥4 offen. Dann gibt es eine offene Menge V C G x Xgmit U =V N (P x ¥y)
und es folgt

Tlpus, (U) =m(V)N (G x Xg)/ K = (V)

Somit ist 3.12 ein Homdomorphismus. O
Man betrachtet nun das Diagramm

(G x Bg)/K —=P x g

E_

=T 0 Tpyy P X Xg— E- (3.13)
(p,5) = Pk~ (s) = p(s)
Obige Abbildung ist G-dquivariant. Dies folgt aus der Aquivarianz von 7, und 7.
Satz 3.4.6

Die Abbildung o : P x ¥y — £_ hat konstanten Rang liangs >;. Insbesondere ist
fiir jedes s € ¥4 die “P-Bahn” P.s = {p(s) : p € P} C g transversal zu 3, d.h.

Tyg = TsP.s & Ts5g

Beweis:

Es reicht die Behauptung fiir s = J € P N X  zu zeigen. Da G homdomorph zu P x
K ist, folgt fiir den Quotienten G/K = P. Somit ist P.s = G.s eine 2-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von g.

Die Einschrankung von o auf {Id} x X ist die Identitdtsabbildung auf ¥

ald .= Al 1gyux, = Ids, 55— T4 — g
und somit folgt fiir jedes s € 34

(o', = Idp,z, : TSq — Tig (3.14)

Fur die Kurve y(t) = (t+1)J in ¥4 gilt v(0) = J und #(0) = J. Folglich ist J Basisvektor
von 1%, und aus (3.14) erhdlt man J € T)g.
Man betrachtet nun die Einschrankung von o auf P x {J}.

ay = alpp:P—=PJ—g
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und somit gilt fiir /d € P
(ag)e : TrqP — TyP.J

Aus Lemma 3.4.4 folgt, dass die Kurve v(t) = exp(tS) mit v(0) = Id und 4(0) = S
genau dann in P verlduft, wenn S symmetrisch ist. Dann erhdlt man

oy = 4 _d tS 7,~tS
(ag)«¥(0) = i, exp(tS).J = g7 t:()e Je
s $(+k) 4
_4 Sy B kg
dt|,_q 4=, il
© (G + k)t(j+k—1) kv
= (Z (—1)! BT SkJSs
J,k=1 =0
=SJ-JS

Man betrachtet nun die folgenden zwei linear unabhdngigen symmetrischen Matrizen

0 1 1 0
si=( 1) mas=(y ")

v1::5’1JJ51:2< -1 (1)>

aus g. Dann sind

0

und

UQ::SQJ—JSQZQ((l) é)

im Bild von (). Insbesondere sind sie linear unabhéngig und bilden somit eine Basis
von T;P.J. Die Basis (51, S2,J) von T4 5)(P x X4) = T14P © Ty%4 wird mittels o
auf eine Basis (v1,v2, J) von T;g abgebildet. Folglich hat cv. : T(;4,7)(P x Xg) — Tygim
Punkt (Id, J) vollen Rang.

Der Rang ist somit konstant langs 3. Insbesondere wurde gezeigt, dass P..J transversal
zu Y4 ist, d.h.

Tiyg=TyP.J & Tng
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Satz 3.4.7
Die durch (3.13) definierte Abbildung o : P x X3 — £_; (p, s) — p(s) ist offen.

Beweis:

Aus der Semi-Stetigkeit des Ranges folgt, dass der Rang auch in einer kleinen Umge-
bung von {I/d} x ¥4 konstant ist. Der Satz vom Rang liefert somit die Offenheit von «
in dieser Umgebung.

Fiir jedes (p,s) € P x X4 gibt es ein g € G, sodass g(p,s) € {Id} x X4 Dann impli-
ziert die G-Aquivarianz von o = 7, o 7| pxy, auch die Offenheit in einer Umgebung
von (p, s), denn fiir eine offene Umgebung U € U(p, s) ist auch g.U € U(Id,s) offen.
Folglich ist das Bild

a(g.U) = g.a(U)

offen in £_. Da die Abbildung ¢, : &= — £_; & — g.£ = g€g~! ein Diffeomorphismus
ist, ist somit auch o(U) offenin £_. O

Insgesamt erhélt man das folgende Resultat
Satz 3.4.8
Die Menge der elliptischen Elemente £_ ist homdomorph zu der Quotientenman-

nigfaltigkeit (G x ¥g)/K.

Aus der Eigentlichkeit der G-Wirkung auf G x 34 folgt mit Satz 2.1.10 die Eigentlichkeit
der induzierten G-Wirkung auf dem Quotienten (G x ¥g)/K.

Vielmehr folgt aus Korollar 2.1.2 sogar
Satz 3.4.9
Die Menge der ellpitischen Elemente £ = £, U £_ ist das maximale Gebiet, auf

dem die Adjungierte Wirkung eigentlich ist.

Insbesondere ist £ das maximale Gebiet, welches fiir die Konstruktion eines Ensembles
in sl,(R) zur Verfiigung steht.
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4 |Invariante Strukturen auf
G-Mannigtaltigkeiten

Zundchst werden in diesem Kapitel invariante Strukturen allgemein diskutiert und in
diesem Zusammenhang die Bedeutung der homogenen Raume erldutert. Im nachfol-
genden Abschnitt wird dann unter Zuhilfenahme dieser Erkenntnisse die Poincaré-
Metrik im Modell der oberen Halbebene und die daraus resultierende Poincaré’sche
Abstandsfunktion berechnet. Mit Hilfe der oberen Halbebene bzw. der dazu biholo-
morphen Einheitskreisscheibe und der assoziierten Poincaré-Metrik soll die gewiinsch-
te Symplektische Mannigfaltigkeit konstruiert werden, welche als Urbildbereich der
Momentum-Abbildung dient. Das Produkt zweier Einheitskreisscheiben ohne die Dia-
gonale (A x A) \ A wird sich als geeignet erweisen. Die symplektische Struktur auf
(A x A)\ A wird aus der Poincaré’schen Abstandsfunktion abgeleitet. Sie ist invariant
unter der Diagonalwirkung der Symmetriegruppe SLo(R) = SU(1,1).

Der Theorieteil dieses Kapitels ist unter Zuhilfenahme des Buches [BE] entstanden.

4.1 Invariante Hermitesche Metriken

Definition: Hermitesche Metrik
Sei M eine Mannigfaltigkeit. Eine Hermitesche Metrik h ist eine Familie von positiv
definiten hermiteschen Formen h = (h;)penr mit

hy : T,M x T,M — C,
sodass fiir alle Vektorfelder n,& : M — T'M die Abbildung

p = hp(n(p), &)

glatt ist.

Obige Definition ist nur dann sinnvoll, wenn der Tangentialraum im Punkt p eine kom-
plexe Struktur J besitzt, sodass die Multiplikation mit ¢ definiert ist. Ist M eine komple-
xe Mannigfaltigkeit der Dimension 7, so ist der Tangentialraum ein 2n-dimensionaler
reeller Vektorraum mit einer natiirlichen komplexen Struktur (vgl. Kaptiel 2.1).

Aus der positiven Definitheit einer hermiteschen Form h,, folgt, dass sie nicht ausgear-
tet ist, d.h. falls h,(v, w) = 0 fiir alle w € T,,M gilt, so folgt sofort v = 0.
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Definition: G-Invarianz
Sei M eine Mannigfaltigkeit und G eine Gruppenwirkung auf M. Eine Hermite-
sche Metrik h heifst G-invariant, falls fiir alle ¢ € G und p € M gilt

hp(1(p), £(p)) = hy(p)(9:1(P), 9+£ (D)) (4.1)
fur alle Vektorfelder n,& : M — T M.

Invariante Metriken lassen sich im Allgemeinen nicht leicht konstruieren, da die Bedin-
gung (4.1) fiir jeden Punkt p € M nachzuweisen ist. Unter der zusitzlichen Annahme,
dass G transitiv auf M wirkt, reicht es den Nachweis von (4.1) fiir einen Punkt py, den
Basispunkt, zu erbringen.

Sei also nun durch G eine transitive Wirkung auf M gegeben, d.h. fiir alle p,q € M
existiert ein g € G mit g(p) = q. Weiter sei py ein Punkt in M und h,,, eine hermitesche
Form auf T}, M. Dann induziert h,, fiir jedes ¢ € M und fiir ein g € G mit g(py) = ¢
eine hermitesche Form auf 7, M durch

ha(n,€) = Ty ((97)sm, (971)4€) (4.2)

tir allen, & € T, M.
Es stellt sich die Frage, ob h, unabhéngig von g definiert ist. Um dies zu gewéhrleisten,

muss fiir g1(po) = g2(po) = ¢ gelten
ho (97 ), (97)+6) = hpy (95 1), (95 )48)

Aus py = g7 'g2(po) folgt, dass g; ' g Element der Isotropiegruppe Gy, ist. Daher ist
obige Fragestellung dquivalent zu der Frage, ob h,,, invariant beztiglich der Gruppen-
wirkung von Gy, ist. In diesem Fall ist zu priifen, ob fiir alle 7,,,{,, € T,,M und fiir
alle g € G,

g (np0>§p0) = hyp, (g*npoag*gpo) (4-3)

gilt.

Falls (4.3) erfiillt ist, ist die durch (4.2) definierte Hermitesche Metrik h = (hp)pem
invariant. Um dies einzusehen sei ¢ = g(pg) € M beliebig. Dann gilt (§g)(po) = G(q)
tiir jedes g € G. Da die Hermitesche Metrik h nach Voraussetzung unabhéngig von g
definiert ist, folgt aus (4.2)

(99)71)(@4m), ((99)™)x(346))
39)"1)3)«n), (39 )_l)é)*f))
97 D)), (97157 19)+))
97, (g7 s ))

hg(q) (g1, g*f) =

I
> T &5
o
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Die Konstruktion einer G-invarianten Metrik auf M ldsst sich somit vereinfachen zu
der Konstruktion einer G, -invarianten hermiteschen Form auf 7M. Diese Tatsache
wird im Folgenden Satz festgehalten.

Satz 4.1.1
Sei M ein homogener Raum. Fiir ein pg € M gebe es eine hermitesche Form h,,, auf
Ty, M. Ist hy,, invariant unter der G,,-Wirkung, so induziert h,, eine G-invariante
Hermitesche Metrik h = (h,)penr auf ganz M. Insbesondere ist die Metrik h durch
hp, und Bedingung (4.1) eindeutig festgelegt.

Umgekehrt ist fiir jede G-invariante Metrik / und fiir jeden beliebigen Punkt p € M
die hermitesche Form h,, invariant unter der Wirkung von G,. Somit ist die Zuordnung
h «— hy, eindeutig.

Sei nun h,, eine hermitesche Form auf 7,,M und g, := Re(h,) und w), := Im(h,), sodass
hy = gp + iwp. Aus der Eigenschaft

hyp(v,w) = hy(w,v) fur alle v,w € T,M

konnen die im Anschluss dargelegten Eigenschaften von Real- und Imaginérteil herge-
leitet werden.

Die Familie g = (gp)pes ist eine Familie von Riemannschen Metriken, d.h. fiir alle p € M
ist
gp  TpyM x T,M — R

eine symmetrische R-Bilinearform. Aufierdem ist g, invariant unter der Multiplikation
mit J, d.h.

gp(Jv, Jw) = gp(v,w) (4.4)

tir alle v, w € T, M.
Weiter ist w = (wp)penm eine Familie antisymmetrischer, R-bilinearer und unter der
Multiplikation mit J invarianter Formen auf 7, d.h.

wy: T,M x TyM — R
erfiillt fiir alle v, w € T, M die Gleichung
wp(v, w) = —wp(w,v) = wy(Jv, Jw)

Insbesondere ist auch h,, invariant unter der Multiplikation mit J fiir alle p € M und
aus

hyp(Jv, Jw) = g,(Jv, Jw) + iwy(Jv, Jw)
= ig,(v, Jw) + iiwy(Jv, w)
= wp(Jv, w) + igp(v, Jw)
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erhilt man
gp(v,w) = wp(Jv,w) und wy(v, w) = gp(v, Jw)
und somit

hyp(v,w) = gp(v,w) +igy(v, Jw)

= wp(Jv,w) + iwp(v, w)

Die Hermitesche Metrik h wird also eindeutig durch eine Riemannsche Metrik g be-
stimmt, welche mit der komplexen Struktur J im Sinne von (4.4) vertraglich ist. Somit
konnen g und h miteinander identifiziert werden. Die hermitesche Form h ist genau
dann positiv definit, wenn g es ist.

Definition: Kihler-Mannigfaltigkeit
Es sei M eine komplexe n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einer hermiteschen
Metrik g. Dann heif$t M Kihler-Mannigfaltigkeit, falls die schiefsymmetrische Bili-
nearform w(-,-) := g(J-, -), aufgefasst als duflere 2-Form, geschlossen ist.

4.2 Die Poincaré-Metrik und die Poincaré’sche
Abstandsfunktion

Die obere Halbebene H := {z € C : Im(z) > 0} dient als Modell fiir eine nichteukli-
dische Geometrie. In diesem Abschnitt soll die Poincaré-Metrik und die daraus resul-
tierende Abstandsfunktion hergeleitet werden. Sie definiert eine hyperbolische Metrik
auf der oberen Halbebene. Die Geoditen, d.h. die lokal kiirzesten Verbindungen zwi-
schen zwei Punkten, sind die Halbgeraden, die auf der reellen Achse senkrecht stehen,
und die Halbkreise in H mit dem Mittelpunkt auf der rellen Achse. In dieser Geometrie
ist das hyperbolische Parallelenaxiom erfiillt, d.h., zu jeder , Geraden” h und zu jedem
Punkt P, der nicht auf £ liegt, gibt es mindestens zwei Parallelen zu h, die durch den
Punkt P verlaufen (vgl. [FR]: chp. 4, p. 264 f.).

Die Lie- Gruppe SL>(R) wirkt glatt und transitiv auf der oberen Halbebene H durch

az+b

Az =
“ cz+d

A:(Z Z)eSLQ(R)

Wie breits in Abschnitt (2.3) gezeigt wurde ist H = SLy(R)/SO(2) ein homogener
Raum. Nachfolgend sei stets G = SL2(R) und K = SO>(R).
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Ziel ist es eine G-invariante Metrik h auf H zu finden. Jede K-invariante Form auf T;H
induziert eine eindeutige G-invariante Metrik.
Sei h; : T;H x T;H — R eine beliebige hermitesche Form mit Darstellungsmatrix

hi1 hio )
S =
< hor oo

wobei
hi1 = hz(aax, é%) eR
hig = hoy = hz(aax, (;93;) eC
hao = hi(aay, é(?y) eR
Fiir alle £ € K und fiir alle X, Y € T;H soll gelten
h(k.X, kYY) = h(X,Y) (4.5)

Fiir k = ( Z _ab > € K mit a? + b2 = 1 berechnet man

0 s 0 )
) 0, 50
o = 2ab - + (a® = D)

oy = 20b5, + (@ ~¥)5

Somit gilt fiir einen beliebigen Vektor X = O‘a% + A 8% = («, B) in Vektorschreibweise

a? —bv? 2ab «
k*X_< —2ab  a® —b? ><ﬁ>

=:D

Die Spaltenvektoren von D stehen senkrecht aufeinander und haben Lange Eins. Au-
Berdem ist det(D) = 1. Das Pushforward Vektorfeld k..X ist also nichts anderes als eine
Drehung D € SO3(R) in R?.

Damit die symmetrische Form h; invariant ist, muss gelten DTSD = S oder dquiva-
lent dazu SD = DS. Dies impliziert die Gleichungen h12 = ho; = 0 und h11 = hoo.
Die symmetrische Form h; auf T;H ist somit genau dann K-invariant, wenn die Dar-
stellungsmatrix ein skalares Vielfaches der Einheitsmatrix Id ist. Sie ist bis auf einen
Vorfaktor eindeutig bestimmt durch die euklidische Metrik

hi(X,Y) =ay+ 36

wobei X = Oz% + ﬁ% und Y = ’y% + (58% aus T;H sind.
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Fiir zwei beliebige Vektorfelder X = aa% + 0 8% und Y = 'Ya% +6 8% wird das symmetri-
sche Produkt erklart durch

drdy(X,Y) = ad
dz*(X,Y) = ay
ay?(X,Y) = 86

Mit dieser Schreibweise folgt
hi = dz® + dy?

Sei nun z = x + iy € H beliebig. Da SL3(R) transitiv wirkt, gibt es eine Matrix A €
SLy(R) mit A.z = 4. Diese ist gegeben durch

—1/2  _—1/2
Y Yy
A= < 0 yl/2 ) (4.6)

Die G-invariante Metrik h = (h;) g 14sst sich bestimmen aus

h.(X,Y) = hi(A X, AY) (4.7)
Eine kurze Rechnung liefert

0 1 0

Ay —| =— —
or|, y ox|;
0 10

Ay —| =— +—
Al vyl

Somit folgt fiir X = O‘a% + ﬁa%,Y = 78% + 63% e T.H

ay + o
Y2

h(X,Y) =
Mit Hilfe des symmetrischen Produktes erhédlt man

Definition: Poincaré-Metrik
Auf der oberen Halbebene H wird die bis auf einen Vorfaktor eindeutige, G-invariante
Metrik h = (h;).cpm definiert durch die Poincaré-Metrik, welche gegeben ist durch

B dz? + dy?

h
z y2

mit z =z + 1y.
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Fiir einen Weg 7 : [a,b] — H lasst sich nun mit Hilfe der Metrik h die Weglinge L(~y)
bestimmen.

b
uw:/ywwmwmﬁ

a

_jVMW+mwﬁ
0l

mit y(t) = (z(t), y(t)).
Der Abstand zwischen zwei Punkten z und w in H wird definiert durch

d(z,w) := inf{L(v); v Weg von z nach w}

Es soll zunéchst der kiirzeste Abstand von i nach iy bestimmt werden.
Dazu sei v = (x,y) : [a,b] — H ein beliebiger Weg mit v(a) = ¢ und v(b) = iy.
Dann gilt

Das Minimum L(vy) = In(y) wird angenommen fiir den Weg (t) = (1 — t)i + tiy mit
t € [0, 1]. Folglich ist 4 die eindeutige Geodéte von ¢ nach iy und der Abstand ist

d(i,iy) = In(y)

Um den Abstand zwischen zwei beliebigen Punkten z und w zu bestimmen, wihlt man
eine Transformation A € SLy(R) mit A(z) = i und A(w) = iy, wobei y von z und w
abhéngt. Da die Metrik G-invariant ist folgt dann

d(z,w) = d(i,iy)

Gegeben seien zwei Punkte z = z + iy und w = u + 7v in H. Ohne Einschrankung ist
v >y > 0. Zundchst wendet man eine Translation 7" an, sodass 7.z auf der positiven
imagindren Achse liegt. Diese Translation ist gegeben durch

T:<(1) o > € SLy(R)
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Anwenden auf z und w liefert

T.z=1y

Tw=w-—z=(u—x)+iv

Nun wird durch eine Streckung 7"z normiert. Mit

S— ( y: 0 ) € SLy(R)

D=

)
erhilt man

S(T.z)=1
S(Taw)=2—2 4" % ;0
y y oy

Im letzten Schritt ist nun eine Drehung D aus der Isotropiegruppe SO2(R) von i ge-
sucht, sodass w’ := S.(T.w) auf der imagindren Achse liegt. Es ist sinnvoll diese Be-
rechnung auf der Einheitskreisscheibe A := {z € C;|z| < 1} durchzufiihren, welche
sich mittels Cayley-Transformation h¢ biholomorph auf die obere Halbebene H abbil-
den lasst. Dabei wird die positive imagindre Achse auf das offene Intervall (—1,1) in A
und ¢ auf die Null abgebildet.

Die Isotropiegruppe von Null ist isomorph zu den mittelpunktstreuen Automorphis-
men der Einheitskreisscheibe, welche gegeben sind durch

Auto(A) == {e¥2:0< o <2}

Ein Punkt 2 € A ldsst sich durch eine Transformation obiger Form auf den Punkt |Z|
des Intervall (0, 1) verschieben.

Die Idee ist, den Punkt w’ auf die Einheitskreisscheibe abzubilden und diesen in A
mit einer geeigneten Drehung auf die positive x-Achse zu verschieben. Dieses Ergebnis
wird dann zuriick in die obere Halbebene abgebildet, was den gewiinschten Punkt
liefert. Es gilt zu berechnen iy = ho-1(|hc(w')|), wobei

w' — i
ho(w')| = € (0,1
o)l = |51 € 0.1
Daraus ergibt sich
w' —i |w' + 4| + |w' — 1]
ho- =1
el =i = =

~~

=y
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Mit

;o |u—=z .v—y‘_|z—w|
|w" — i i = 5
Y ) Y
lw' +i| = 12 _2’111’
folgt
y(zw)_\z—@]—|—|z—w|

- |z —w| — |z — w|

Insgesamt erhédlt man

Definition: Poincaré’sche Abstandsfunktion
Die Poincaré’sche Abstandsfunktion dp : H x H — R wird definiert durch

|z —w| + |z — w|

dp(z,w) = In( ) (4.8)

|2 —w] = |z — w|

4.3 Die invariante Struktur auf H x H und A x A

Man betrachtet die Wirkung von G = S L2 (RR) auf sich selbst durch Linksmultiplikation
GxG =G (9 —dyg

und die Wirkung der kompakten Untergruppe K = SOz(R) auf G durch Rechtsmulti-
plikation

K xG— G (k,g)— gk™!

Da die G-Wirkung auf sich selbst eigentlich ist, folgt aus Satz 2.1.10, dass die kanoni-
sche G-Wirkung auf H = G/ K eigentlich ist.

Definition: Diagonalwirkung
Gegeben ist eine glatte G-Wirkung auf einer Mannigfaltigkeit M. Dann wird die
Diagonalwirkung von G' auf dem Produkt M x M definiert durch

g.(z,w) := (g.2,9.w)

Es folgt, dass die von G = SL3(R) induzierte Diagonalwirkung auf H x H ebenfalls ei-
gentlich ist.

Die invariante Struktur auf H x H
Gegeben ist die Diagonalwirkung von SL3(R) auf H x H. Dann wird durch den
Poincaré-Abstand dp eine invariante Struktur auf H x H definiert.
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Durch Anwendung der Cayley-Transformation erhdlt man aus (4.8):

Poincaré-Abstand auf A x A
Die Poincaré-Abstand dp : A x A — R berechnet sich zu

|1 — zw| + |z — w|

dp(z,w) = In(

)

|1 — 2w| — |z — w|
Es gilt
tanh™!(y) = In <1 i_ ‘Z)

Daraus erhilt man eine andere Darstellung des Poincaré-Abstandes auf X := A x A,
welche sich im ndchsten Kapitel als hilfreich erweisen wird

dp(z,w) = tanh ™! Qf:zﬂ’) (4.9)

Die invariante Struktur auf A x A
Gegeben ist die Diagonalwirkung von SU(1,1) auf A x A. Dann wird durch den
Poincaré-Abstand dp eine invariante Struktur auf A x A definiert.
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5 Konstruktion eines
Wahrscheinlichkeitsmales auf dem
Kegel der elliptischen Elemente

Ausgangspunkt vieler Fragestellungen der theoretischen Mechanik ist die Betrachtung
symplektischer Strukturen. Diese spielen insbesondere beim Quantisierungsprozess ei-
ne wichtige Rolle. Zentraler Begriff ist hierbei die symplektische Mannigfaltigkeit, wel-
che in der Sprache der Physik den Phasenraum wiederspiegelt. Im Mittelpunkt dieses
Kapitels steht die Momentum-Abbildung, welche eine Art ,Quantisierung” darstellt.
Sie bildet den klassischen Phasenraum auf den Dualraum einer Lie-Algebra ab. Im Fol-
genden soll die Existenz einer Momentum-Abbildung p auf X = A x A diskutiert
werden. Abschliefiend wird dann mittels i« ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf der Menge
der elliptischen Elemente konstruiert.

5.1 Die Momentum-Abbildung

In diesem Abschnitt werden einige grundlegende Definitionen und Vorbemerkungen
gemacht. Weitere Details sind u.a. in ([LEE]: chap. 20, p.518 f.), ([BE]: chap. 2, p. 33 {.
und chap. 4, p. 88 f.) und ([AM]: chap.4, p. 276 £.) zu finden.

Fiir zwei Vektorrdaume V, W und eine lineare Abbildung A : V' — W definiert man die
duale Abbildung A* : W* — V* durch

A*F(v) = F(Av)
fur FeW*undv e V.

Als 1-parametrige Untergruppe einer Lie-Gruppe G bezeichnet man einen Lie-Gruppen-
Homomorphismus F' : R — G. Die 1-parametrigen Untergruppen von G sind die Inte-
gralkurven von links-invarianten Vektorfeldern die in der Identitat starten. Es gibt eine
Eins-zu-Eins Zuordnung

{1-parametrige Untergruppen von G} < Lie(G) < T.G

d.h. jede 1-parametrige Untergruppe wird eindeutig bestimmt durch den Tangential-
vektor £ € T.G mit F'(0) = &.
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Die 1-parametrigen Untergruppen der allgemeinen linearen Gruppe GL(n,R) lassen
sich explizit berechnen mit Hilfe der Exponentialabbildung fiir Matrizen. Fiir jedes A €
gl(n,R) ist die 1-parametrige Untergruppe erzeugt von A gegeben durch

F(t)y=e"=)" HA’“ c GL(n,R)
k=0 "

Ist H C G eine Lie-Untergruppe, so sind die 1-parametrigen Untergruppen von H die
1-parametrigen Untergruppen von G mit F'(0) € T, H.

Beispielsweise sind fiir SL2(R) C GL2(R) die 1-parametrigen Untergruppen gegeben
durch

F(t) = e mit A € sl,(R)
Die folgende Definition verallgemeinert den Begriff der Exponentialfunktion.

Definition: Exponentialabbildung
Es sei G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Man definiert die Exponentialabbil-
dung exp : g — G durch

exp(§) = F(1), (5.1)

wobei F die 1-parametrige Untergruppe erzeugt von { € g ist.

Fiir jedes ¢ € g lasst sich mit Hilfe der Exponentialabbildung die zugehorige 1-parametrige
Untergruppe bestimmen zu F'(t) = exp(t§).

Nachfolgend wird nun die Wirkung einer Lie-Gruppe G auf einer Mannigfaltigkeit M/
betrachtet. Durch
RxM—M
(t,p) = exp(t€).p
wird ein globaler Fluss auf M definiert. Dieser induziert ein Vektorfeld

o) =2

== exp(t&).p

t=0

genannt der infinitesimale Erzeuger von {. Anwenden des Vektorfeldes auf eine beliebige
Funktion f ergibt

f(exp(t€).p)
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Essei al?) : G — M;g + g(p) die Bahnabbildung und (a(?)), : g — T, M der zugeho-
rige Pushforward. Fiir € g ist y(t) = exp(t) eine Kurve in G mit 7(0) = e. Dann ist
F(t) = Eexp(t§) mit 4(0) = &. Es folgt

foa®on(t)
t=0

(@®).£() =5 (0)(f o a®) = &

—| - flexp(t€)p) = £(f)(p)

t=0

Es werden nun die zentrale Begriffe dieses Kapitels definiert.

Definition: Symplektische Mannigfaltigkeit
Eine symplektische Mannigfaltigkeit M ist eine glatte Mannigfaltigkeit zusammen
mit einer glatten, geschlossenen, punktweise nicht ausgearteten 2-Form w, d.h.

dw =0 (5.2)
und fiir alle p € M ist w, : T,M x T,M — R eine alternierende Bilinearform mit
der Eigenschaft

Ist wy(X)p,Y,) =0 firalle X, € T,M, dann folgt Y, = 0 (5.3)

Da w, nicht-ausgeartet ist, folgt, dass die Darstellungsmatrix vollen Rang r hat. Aus
der Antisymmetrie erhdlt man, dass der Rang von gerader Dimension r = 2n ist. Eine
symplektische Mannigfaltigkeit ist somit stets von geradzahliger reeller Dimension.

Kéhler-Mannigfaltigkeiten sind Beispiele fiir Symplektische Mannigfaltigkeiten.

Definition: Momentum-Abbildung
Es sei (M,w) eine zusammenhéangende symplektische Mannigfaltigkeit und G ei-
ne Lie-Gruppe mit einer glatten Gruppenwirkung auf M. Aufierdem sei w inva-
riant unter der Gruppenwirkung. Eine Abbildung . : M — g* heifst Momentum-
Abbildung, wenn fiir jedes £ € g die Abbildung e : M — R mit pe(p) == p(p)(§)
die Hamilton Bedingung

dpe = tgw (5.4)

erfiillt. Dabei ist £ das Vektorfeld auf M, welches durch die Gruppenwirkung der
1- parametrigen Untergruppe erzeugt von ¢ definiert wird.

Die Momentum-Abbildung heifdt Ad*- dquivariant, falls fiir alle g € G gilt
p(g-p)(€) = (Adg—1)"u(p)(€) (5.5)
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Die Eigenschaft (5.5) impliziert das kommutative Diagramm

M—L= M

o

g* *

g
AdY )

AuBerdem gilt u(g.p)(§) = u(p)(Ad,-1€). Die duale Abbildung Ad*(g~') : g* — g*
heifst Coadjungierte Wirkung auf g*.

Der folgende Satz gibt Auskunft iiber die Existenz einer Momentum-Abbildung.

Satz 5.1.1
Es sei (M, w) eine symplektische Mannigfaltigkeit mit einer glatten Lie-Gruppen-
Wirkung G. Die symplektische Form w sei exakt, d.h. es existiert eine 1-Form ¢
mit w = —dv. Desweiteren sei ¥ invariant unter der Gruppenwirkung. Dann wird
durch p: M — g* mit

1(p)(§) = —1gd(p) (5.6)

eine Ad*- dquivariante Momentum-Abbildung definiert.

Ein Beweis des Satzes befindet sich z.B. in ([AM]: chp.2, p.282).

5.2 Plurisubharmonizitat des Poincaré-Abstandes

Die allgemeinen Aussagen des vorangegangenen Abschnittes sollen nun auf die Man-
nigfaltigkeit A x A mit der bereits in Kapitel 4 diskutierten Diagonalwirkung von
SU(1,1) = SLy(R) angewendet werden. Es wird sich herausstellen, dass sich eine in-
variante symplektische Kdhler-Form durch den Poincaré-Abstand dp definieren ldsst.
Dies ist allerdings nicht auf ganz X moglich, da die Poincaré’sche Abstandsfunktion
langs der G-Bahn durch (0, 0) nicht differenzierbar ist.

Zunichst sei bemerkt, dass in den nachfolgenden Abschnitten stets die Notation X :=
A x A verwendet wird. Mit L := {(z,—%); 0 < |z| < 1} bezeichnen wir die Anti-
Diagonale und mit A := {(z, z); 0 < |2| < 1} die Diagonale in A x A.

Um Verwirrungen mit dem Differential einer k-Form vorzubeugen, wird desweiteren
die Poincaré’sche Abstandsfunktion auf X mit 0p := dp bezeichnet.
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Ziel ist es zu zeigen, dass durch
w = —2i000p (5.7)

eine symplektische Form auf X \ A definiert wird. Das Paar (X \ A , w) ist dann ei-
ne Kdhler-Mannigfaltigkeit. Dazu muss gezeigt werden, dass w der Imaginarteil Im(h)
einer Hermiteschen Metrik h auf X \ A ist. Es ist zu priifen, dass die Poincaré’sche Ab-
standsfunktion strikt plurisubharmonisch ist.

Es folgen eine Reihe von Definitionen.

Definition: subharmonische Funktion
Es sei D C C ein Gebiet. Eine reellwertige stetige Funktion f : D — R heifst
subharmonisch, wenn sie der schwachen Mittelwerteigenschaft gentigt, d.h.

Fiir jedes zp € D existiert ein r > 0 mit A(z,7) C D und

27
f(z0) < 217r/f(z0 —i—eeit)dt
0

fir0<e<r.

Es gilt folgender Satz

Satz 5.2.1
Sei f : D — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. f ist genau dann

subharmonisch, wenn % > 0 fiir alle z € D gilt.
Ein Beweis des Satzes befindet sich u.a. in ([FG]: chp. I, p.56).

Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion heifst strikt subharmonisch, wenn im obi-
gen Satz die strikte Ungleichung gilt.

Es sei X ein Vektorraum und M C X eine konvexe Teilmenge. Eine Funktion f : M —
R heif3t strikt konvex, falls fir alle z,y € M mitz # y und alle t € (0, 1) gilt

(I =tz +ty) < (1 -t)f(z) +tf(y)

Ist I C R ein perfektes Intervall und f in I zweimal differenzierbar, so ist f strikt kon-
vex, wenn f”(x) > 0 fir alle z € T gilt.

Man erhilt folgende dquivalente Definition
Definition: strikte Subharmonizitat

Eine reellwertige Funktion f(|z|) mit 0 < |z| < 1 heif3t strikt subharmonisch genau
dann, wenn g(z) := f(e*) mit —oo < z < 0 strikt konvex ist.
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Definition: plurisubharmonische Funktion
Es sei D C C" ein Gebiet und A(0, ¢) eine Kreisscheibe um Null in der komplexen
Zahlenebene C. Eine Funktion f : D — R heift plurisubharmonisch auf D, falls fiir
jede holomorphe Abbildung ¢ : A(0,e) — D mit ¢(0) = (0,...,0) die Abbildung
p := f o1 subharmonisch auf A(0, ) ist.

Definition: Levi-Form und Levi-Matrix
Sei M C C" eine offene Menge, f € C?(M,R) zweimal stetig differenzierbar und
p € M. Die quadratische Form Lev(f) : T,M — R mit

Lev(f)(p,v) == > - f(p)viv;

)

wird Levi-Form von f im Punkt p genannt. Die Levi-Matrix wird definiert durch

9? 9?2
021071 f U 0210Zn f
L(f) = : :

9?2 9?2
02,071 o 02,0%n f

Die Levi-Form der Poincaré’schen Abstandsfunktion Lev(6p)(p,v) ist invariant unter
der G-Wirkung auf X.

Definition: strikte Plurisubharmonizitat
Sei U C C eine offene Menge. Eine reellwertige glatte Funktion f wird strikt pluri-
subharmonisch genannt, falls die Levi-Form positiv definit ist, d.h. Lev(f)(p,v) > 0
furallep e M und v € T, M.

Die Einschrankung der Poincaré’schen Abstandsfunktion auf L = {(z, —2);0 < |z| < 1}
ist gegeben durch

2
0(z) :=0p(z,—2) =In (1 i_ ;j) (5.8)
bzw. mit (4.9)
B _ 12z]
6(z) = tanh ! (1 n |z|2> (5.9)

Da der Poincaré-Abstand langs L von |z| abhangt, ist 6 in (0, 0) nicht differenzierbar. Es
ist an dieser Stelle zu betonen, dass 6p somit auch lings der Diagonalen A nicht diffe-
renzierbar ist.

Fiir einige Zwecke wird es sich als niitzlich erweisen, die Berechnungen auf die Menge
Yx = {(t,—t);0 <t < 1} einzuschranken.
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Proposition 5.2.2
Die Menge Y x ist ein exakter Schnitt der G-Wirkung auf X in dem Sinne, dass
jeder G-Orbit ¥ x in genau einem Punkt schneidet.

Beweis:

Die Projektion pr : X — A;(z,w) — z auf das erste Argument ist G-dquivariant.
Auflerdem wirkt die Gruppe G transitiv auf A, denn fiir jedes w € A ist g(0) = w
mit

zZ—w

9(2) = wz — 1

Jede G-Bahn in A trifft folglich die Nullfaser Fy = {z € A : g(2) = 0;9 € G}. Die
Isotropiegruppe in Null ist gegeben durch die Menge der Drehungen um Null, vgl.
(2.22). Nach Anwendung einer geeigneten Drehung folgt, dass jede G-Bahn in X =
A x A einen Punkt (0,z) mit 0 < z < 1 trifft. Ohne Einschrankung sei z # 0, denn
sonst bleibt nichts zu zeigen. Anwenden von

1 1Lt _q
I =i\t 1

auf den Punkt (0, z), mit 0 < ¢ < 1, liefert

g.(0,2) = (t, ”“”“)

14tz

Durch Losen der Gleichung
x+t

1+ tx

folgt die Existenz eines Punktes in ¥ x, welcher die G-Bahn schneidet. Die Eindeutig-
keit folgt aus der Bedingung 0 < t < 1. O

Im weiteren Verlauf werden die Koordinaten ({,n) fir X = A x A betrachtet, welche
durch die Transformation

z—=(+n
w—(—n

gegeben sind. Dabei werden mit z und w die Standardkoordinaten auf A x A C C x C
bezeichnet. Die Anti-Diagonale L ist in diesen Koordinaten gegeben durch die Menge

{¢ =0}
Es soll nun die Levi-Matrix von L(fp) ldngs des reellen Schnittes X x in den Koordi-

naten (¢, n) berechnet werden. Es wird sich herausstellen, dass es sich hierbei um eine
Diagonalmatrix mit strikt positiven Eintradgen handelt.
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Der Poincaré-Abstand 6p ist strikt subharmonisch langs L, denn es gilt

Proposition 5.2.3
Es sei Op(x) := 0(e”), wobei 6 die Einschrankung der Poincaré’schen Abstands-
funktion auf L ist. Dann gilt

4e” 4e®(1 + e22)

0y(z) = o und 6 = 1 )2

Insbesondere ist 0y(x) strikt konvex fiir —oco < x < 0.

2\ 2
Der Beweis folgt durch zweimaliges Ableiten von 6y = In (}fzz) .

Fiir jeden reellen Punkt (¢, —t) von L sei v(¢) := (¢ +¢,{ — t) eine Kurve in X.

Proposition 5.2.4
Fir hinreichend kleine |¢| mit ¢ # 0 gilt p(v(¢)) > 0p(7(0)). Aulerdem hat
0p(v(¢)) die Ordnung O([¢]?).

Beweis:
In Kapitel 4 wurde u.a. die folgende Darstellung des Poincaré-Abstandes auf X herge-
leitet (vgl. Gleichung (4.9))

|1 — zw|
Es sei
o |z — wl
f(z,w) T ’1 o z@\

Da y + tanh™!(y) streng monoton wichst, reicht es fiir hinreichend kleine |(|

fF(r(©) > F(7(0))

zu zeigen. Dies ist dquivalent zu folgender Ungleichung
1= (C+DC - < 1+
Die Gleichheit gilt fiir ( = 0. Sei ( = = + iy, dann folgt
11+t — (22 +y?) + 2ity|* < (1 +1%)? (5.10)

Es reicht den Fall # = 0 zu betrachten, da hieraus die Behauptung fiir « # 0 sofort folgt.
Fiir die linke Seite von (5.10) folgt

(1 +t2 _ y2)2 —|—4t2y2 — (1 —|—t2)2 _ 2(1 +t2)y2 —|—4t2y2 +y4
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Somit erhdlt man die Ungleichung
—2(1 -ty +y* <0

Fiir hinreichend kleine y ist diese erfiillt. Es bleibt zu zeigen, dass die Konvergenzord-
nung in der Ndhe von ¢ = 0 zweiter Ordnung ist, d.h. es existieren Konstanten ¢ > 0
und C' > 0 mit

c¢? < 0p((¢)) — 0p(7(0)) < Cl¢P?

Um dies einzusehen betrachte man die dquivalente Darstellung der Poincaré’schen Ab-
standsfunktion

Op(z,w) = In <1+f(zuw)>

1— f(z,w)

Aus der Taylor-Entwicklung des Logarithmus folgt, dass es ausreicht die obige Unglei-
chung fiir f(v(()) zu zeigen. Es gilt

B 2t
- HEC -

Entwickelt man f um ¢ = 0 so lésst sich f wie folgt schreiben

F(¥(Q) = F(7(0)) + Q(() + O3)

wobei @ quadratisch in ¢ und ( ist. Es sei bemerkt, dass

£2 = F(1(0))” +2f(4(0)Q(¢) + O(3)

gilt. Da f((0)) # O fiir t # 0, haben f und f? somit die gleiche Konvergenzordnung.
Zur Vereinfachung der Notation wird die Behauptung fiir f? gezeigt. Die direkte Be-
rechnung liefert

F(v(Q)

42 4¢2

TH-CHHC - 1+
P ) el el (et [ (]

q:= f2(7(0)) = f*(+(0))

1=+ =P +12)?
Fiir den Zahler folgt die Abschédtzung
L+ =1 = (C+ (€ - 1) =201 + ) (a* +y?) — 4t?y” —y* < 2(1+17)|¢J?
Einsetzen in obige Gleichung und Taylorreihen- Entwicklung liefert

8t2 ]2 8t
q< 1+ 12) |1—(C—|—t)(z—t)|2 - (1+t2)|<|2(1_"')

g
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Aus 0p(+(¢)) = O(¢1?) folgt Z0p = F0p = O(|¢]) und 2-0p = O(1). Firn = t € R

mit 0 <t < 1und ¢ = 0 hat Proposition 5.2.4 die folgenden zwei Konsequenzen

00p 920p
- =0 d =>0
¢ un acoc >
Dies impliziert
0*0p %0p
= O d = =
ocon —~ % ondd
langs X x.
Aus der strikten Subharmonizitit von 6p langs L folgt
%*0p
anon >0

fur alle (¢, —t) mit ¢ # 0.
Somit erhélt man nachfolgende Proposition.

Proposition 5.2.5
Langs X x ist die Levi-Matrix £(6p), berechnet in den Koordinaten (¢, ), von der
Form Diag(\1(t), A2(t)), wobei \;(t) > 0fiiri =1,2und 0 < ¢ < 1.

Insbesondere ist die Levi-Form positiv definit, da beide Eigenwerte strikt positiv sind.
Da der Poincaré-Abstand 0p in (0,0) nicht differenzierbar ist, existiert die Levi-Form
fiir t = O nicht. Da X x ein exakter Schnitt der G-Wirkung ist, folgt aus obiger Propositi-
on, dass @p strikt plurisubharmonisch auf (A x A) \ A ist. Langs der Diagonalen erfillt
Op aber die abgeschwéchte Eigenschaft plurisubharmonisch zu sein.

Satz 5.2.6
Die Poincaré-Abstandsfunktion 6p : A x A — R=Y ist plurisubharmonisch auf der
Diagonalen A und strikt plurisubharmonisch auf der Anti-Diagonalen L.

Beweis:

Die strikte Plurisupharmonizitat auf L folgt mit Proposition 5.2.5 und aus der Tatsache,
dass die Levi-Form invariant unter der G-Wirkung ist.

Es soll nun der erste Teil der Behauptung gezeigt werden. Sei dazu A(0, €) eine Kreis-
scheibe um 0 in der komplexen Ebene und ) : A(0,e) — X eine beliebige holomorphe
Abbildung mit ¢(0) = (0,0). Zu zeigen ist, dass p := 6p o ¢ in der Ndhe von 0 subhar-
monisch ist. Es reicht zu beweisen, dass 6p subharmonisch in (0, 0) ist, denn dann gilt
die Behauptung auch lings der G-Bahn durch (0, 0). Falls ¢(A(0, ¢)) in der Diagonalen
enthalten ist, ist p identisch Null und daher subharmonisch. Sei also der Schnitt von
P(A(0,¢)) mit X \ A nicht leer. Ohne Einschrankung kann ¢ so klein gew&hlt werden,
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dass 1 (A(0, €)) die Diagonale nur in (0, 0) schneidet. Dann ist die Funktion p strikt sub-
harmonisch auf A(0, ¢) \ {0} und nimmt ihr absolutes Minimum in 0 an. Folglich ist die
schwache Mittelwerteigenschaft erfiillt und 6p somit plurisubharmonisch in (0,0). O

Die durch (5.7) definierte 2-Form w ldsst sich auch wie folgt schreiben (vgl. (2.25))
w = —2’&68_913 = —ddCQP

Sie ist somit geschlossen.

Man definiert eine Hermitesche Metrik h auf X durch

82913 _ 32913 82913 — 82913
h:=2 —dC N d dC A dn —dn N d _—
<a<8< CAACE ean e NI Buac ™ Nt Guan

dn A dﬁ)

Aus Proposition 5.2.6 folgt, dass h auflerhalb der Diagonalen A positiv definit ist. Dann
gilt

w = Im(h)

und h ldsst sich schreiben als h := g + iw, wobei mit g die zu h assoziierte positiv
definite Riemannsche Metrik auf X \ A bezeichnet wird. Da ¢({,n) = w(J(,n) folgt aus
9(¢, ¢) > 0 sofort

w(JC, ) £0 fir ¢ #0 (5.11)

Unter anderem ist w daher nicht ausgeartet, denn angenommen w(¢,n) = 0 fiir alle
n € T,X und ¢ # 0, dann folgt

0=w(J(n+¢),¢) =wn,¢) +w(J(, ) =w(J( ()

im Wiederspruch zu (5.11).

Somit wurde gezeigt, dass das Paar (X \ A, w) eine Kdhler-Mannigfaltigkeit.

5.3 Das Bild von u

Die symplektische Mannigfaltigkeit (A x A) \ A aus dem vorangegangenen Abschnitt
liefert die Existenz einer Ad*-dquivarianten Momentum-Abbildung

i (Ax A\ A — sl

Dabei wird die SLy(R)-Wirkung auf A definiert durch den Gruppenisomorphismus
¢: SLy(R) — SU(1,1) mit A — CAC~! mit

(1 i DA
C_<1 z> und ¢ _22'(—1 1>
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Das Bild von p ist Teilmenge des Dualraums von g. Der Dualraum g* ldsst sich aber mit
g identifizieren. Dazu sei zundchst b : g X g — R eine invariante Bilinearform auf einer
Lie-Algebra g, d.h. fiir alle g € G und £, 7 € g soll gelten

b(Ad(g)(§), Ad(g)(n)) = b(&,n)

Falls b nicht ausgeartet ist, wird durch
b8 —g" Eb(E,)

ein G-dquivarianter Isomorphismus von g nach g* definiert. Aus der Invarianz von b
folgt, dass ¢}, dquivariant beziiglich der Adjungierten Wirkung auf g und der Coadjun-
gierten Wirkung auf g*. Denn

u(Ad(9)(€))(n) = b(Ad(g)(€),m) = b(§, Ad(g™")(n)) = s(E)(Ad(g™)(n))
= Ad* (g7 ") (ws(€)) ()

Ist p : X — g* eine Momentum-Abbildung, so wird die zugehdrige Abbildung /i be-
trachtet, welche definiert wird durch /i := (pb_l o i, deren Bild in g liegt.

Es sei nun g = sl3(R) mit der Standardbasis {ey, e2, e3 }. Dabei ist

61:(0 1) 62:<1 0 )undegz(o —1)

1 0)’ 0 -1 1 0

Man definiert eine Bilinearform b auf g durch b(¢,n) := 1Tr(¢n). Sie ist nicht ausge-
artet. Da Ad(g)(¢) = g&g~! und Tr(én) = Tr(né), folgt sofort, dass b invariant ist. Ist
{e], €3, e3} die Dualbasis von g*, so gilt ef = ¢y(e;) fiir i = 1,2 und e = —py(e3). Hat
die Momentum-Abbildung p die Darstellung p(z) = > pi(z)e! mit p;(x) = p(x)(e;),
dannist i(z) = pi(z)er + pa(x)es — pus(z)es.

Ziel ist es, die Abbildung /i : (AxA)\A — gzuberechnen. /i ldsst sich dann auf ganz X
stetig fortsetzen. Die Diagonale wird auf den Nullpunkt abgebildet und ihr Bild Im(j)
ist dann der offene Kegel £_ vereinigt mit dem Ursprung {0}.

In diesem Abschnitt wird mit GC die komplexe Lie-Gruppe SLz(C) und mit g© die
zugehorige Lie-Algebra sly(C) bezeichnet. Man definiert den komplex projektiven Raum
durch

]P’l = {[Z[) : 21]; (20,21) S C2\(0,0)}

Dabei wird mit [z : 21] die komplexe Ursprungsgerade in C? bezeichnet, welche durch
den Punkt (2o, z1) verlduft. Diese wird beschrieben durch die folgende Aquivalenzre-
lation

we~z e w=\z fiirw,ze C*\(0,0)und A € C
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P, ist eine komplexe 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit des C2. Die Koordinaten-
karten

2z
wo: PI\[1,0] = C; [20: 1] — ?(1)

bzw.
z
w1 P1\[0,1] = C; [20: 2] — Z—(l)

werden homogene Koordinaten von Py genannt.

Die komplexe Kreisscheibe A ldsst sich in den P; einbetten durch {[¢,1]; || < 1} C P;.
Im Laufe dieses Abschnittes wird an der ein oder anderen Stelle diese Identifikation fiir
A verwendet.

Die spezielle lineare Gruppe SLy(C) wirkt auf P; durch

Alzp : z1] := [azo + bz1 @ czo + dz1]

A:(Z 2)@5@(@)

Die Automorphismengruppe von PP ist gegeben durch Aut(P) = SLy(C)/ £ Id.
Im Nachfolgenden wird die Diagonalwirkung von SL2(C) auf P; x PP; betrachtet.
Die Bahnabbildung

oW SLy(C) =Py x Pi; A Aw (5.12)

mit v = ([z], [w]) ist holomorph. Somit folgt

J(a™).E(f) = (). (i)(f) f(exp(ti€).v) (5.13)

" ]y
fiir € € g©.
Sei nun (A x A\ A,w) die symplektische Kdhler-Mannigfaltigkeit aus dem vorange-

gangenen Abschnitt mit w = —2i000p = —dd“0p. Aus Satz 5.1.1 folgt mit ¥ := d°Op die
Existenz einer dquivarianten Momentum-Abbildung 1 : A x A\ A — s[,* mit

u(x)(§) = —ugd(x) (5.14)
mit § := &1eq + Laea + Ezez € s1,(R). Die Momentum-Abbildung hat die Gestalt

(@) = ()€ + pa(@)es + paa)el
(@) = () (e:)
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Aus (2.26) erhilt man d°0p(€) = —dfp(J€) und mit (2.24) folgt
pe == JE(0p) (5.15)

Es soll die Einschrankung von p auf ¥ x berechnet werden. Mit der G—Aquivarianz von
pbeztiglich der Diagonalwirkung auf X und der Coadjungierten Wirkung Ad__, auf g*
lasst sich dann die Momentum-Abbildung auf ganz X ermitteln. Zunéchst betrachtet
man die Einschrankung der p; auf L, d.h.

wobei 0(z) := 0p(z,—z) die Einschrankung des Poincaré-Abstandes auf L ist. Man
weist nach, dass

CeZC_l = & (5.16)

furi = 1,2,3. Dabei ist {£1, &2, &3} die in Abschnitt 2.3 definierte Basis von su(1, 1), mit

=(05) e (1) men(3 )

Aus (5.16) folgt fiir das Vektorfeld é; auf A

d d B
ei(z) = at exp(te;).z 7 Ceteic~1 5 = o tCe;C—1
_ d té; _ &
== tZOe z=¢&i(2)

Es soll nun p3 langs L berechnet werden, d.h.
ps(z) = Jé(0(2)) (5.17)

Die Wirkung der 1-parametrigen Untergruppe erzeugt von .J¢3 ist gegeben durch

t
ites ,_ (€ 0 _ 2t
etz < 0 et )z ez

Dann folgt mit (5.8) und (5.13)

_d
=il
d 1n<1+e%|z|>2
dt|,_, 1 —e?|z]

_ 82

1z

JE3(0)(2) G
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Fiir die beiden anderen Richtungen e; und ez verschwindet p langs X x. Um dies zu
beweisen, werden an dieser Stelle die nétigen Vorbereitungen getroffen.

Es sei X eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit. Dann ist der Tangentialraum
T,X im Punkt x € X ein 2n-dimensionaler reeller Vektorraum mit einer komplexen
Struktur J := J,. Es sei M C X eine Untermannigfaltigkeit mit reeller Kodimen-
sion Eins. Dann ist fiir jeden Punkt # € M der Tangentialraum 7, M ein (2n — 1)-
dimensionaler Unterraum von 7, X . Durch

TEM = JT,M NT,M C T,M
wird ein (n — 1)-dimensionaler komplexer Unterraum von 77, X definiert.

Von besonderem Interesse ist im Folgenden die Untermannigfaltigkeit M := G.z von
X (= Ax Amitz = (t,—t) € ¥x. In diesem Fall ist der komplexe Tangentialraum
TS M 1-dimensional.

Lemma 5.3.1
Es sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit und M C X eine Untermannigfaltigkeit.
Desweiteren sei f : X — R eine glatte Funktion mit glatter Faser M und = € M.
Dann gilt fiir jedes Vektorfeld V auf X mit V(z) € T, M

V(f)(x) =0

Beweis:
Der Tangentialraum von M — X hat folgende Gestalt

T:M = {v € T, X; v C M mity(0) = z,%(0) = v}

Dann gilt

Da f|y konstant ist, folgt sofort die Behauptung.
g

Dieses Lemma soll nun auf X = A x A angewendet werden. Die Untermannigfaltigkeit
M C X soll die G-Bahn M := G.z im Punkt z = (¢,—t) € X x sein. Die Funktion f ist
die Poincaré’sche Abstandsfunktion f := 6p.

Es sei { € g. Dann gilt fiir V := ¢ per Definition V' (z) € T, M und es folgt unmittelbar
£ = 0.Fiir V := J¢ € TS M kann obiges Lemma in der Regel nicht angewendet wer-
den. Falls aber é in TfM enthalten ist, so ist auch J. é € TJ(CCM und somit insbesondere
in T, M. Somit folgt in diesem Fall J¢ = 0.
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Die Vektorfelder &; und & haben die Eigenschaft im komplexen Tangentialraum 7. M
enthalten zu sein. Um dies einzusehen benoétigt man das folgende Lemma:

Lemma 5.3.2
Die Vektoren & () und &(x) sind linear abhiingig im komplexen Tangentialraum
TEX fiir jedes v = (¢, —t) € Xx.

Beweis:
Man betrachtet die Bahnabbildung aus (5.12) fir z = (t, —t) € £x C P; x Py

oG -G g g
Sie ist surjektiv. Dann ist aber auch ihr Pushforward
(a®)y ¢ =T.6% - 1,G% »

surjektiv. Aus der universellen Eigenschaft des Quotientenvektorraumes (vgl. [FI]: chp.
2,p. 122 f.) folgt

T,G% .z = g© /Ker((a®),)

Es soll nun Ker((a”),) berechnet werden, d.h.

(@) A(f) = o= flexp(As)v) = Av(f) =0

ds|,_g

Dabei ist v := ([z],[w]) € P; x Py mit z = (¢,1) und w = (—t,1) und f eine beliebi-
ge reellwertige Funktion auf P; x P;. Damit diese Gleichung erfiillt ist, muss exp(As)
Element der Isotropiegruppe von v sein, d.h.

As

eAs [

Jzl =1[2] und e w] = [w]
Es existieren somit komplexwertige Funktionen \;(s) und Az(s), sodass
ez =\ (s)z bzw. ez = \(s)z

Aus obigen Gleichungen folgt, dass die Abbildungen A; und A; linear sind, d.h. A\;(s) =
Ais mit \; € C fir ¢ = 1,2. Durch Ableiten der Gleichungen an der Stelle s = 0 erhalt
man

Az = Mz bzw. Aw = \w

0 ct?
=(05)
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Die beiden Vektoren £;(z) = (a(),£; und &(z) = (al®).& sind genau dann linear
abhéangig in T,GC.xz, wenn ein )\ € C existiert, sodass die folgende Gleichung erfiillt ist

0 1\ _ (0 =iy (0 ct?
1 0/ i 0 c 0
Man berechnet A = 2ic(1 — t2). O

Lemma 5.3.3 . .
Es seiz = (t,—t) € ¥ x. Fiir jeden Orbit M = G.x sind sowohl &; (x) als auch & (x)
enthalten im komplexen Tangentialraum T;CM .

Beweis:

Fir x = (¢, —t) ist die Isotropiegruppe die diskrete Gruppe G, = +Id. Dann folgt aus
Satz 2.3.2, dass die Abbildung &(*) : G/ +1d — G.x ein Diffeomorphismus ist. Somit ist
a® . G — G.x; g + g.x ein lokaler Diffeomorphismus und der zugehérige Pushfor-
ward (oz(ﬂc))>k 19 =1T1.G — T, G.x =: T, M ein lokaler Isomorphismus. Aus der linearen
Unabhéngigkeit von & (x) und &(z) in g folgt somit auch die lineare Unabhangigkeit
von & (z) = (),& und & (z) = (a),& in T, M. Da &, () und &(z) linear abhangig
in TCX sind, folgt & (), &(x) € TEM. O

Aus den vorangegangenen Ergebnissen ergibt sich die folgende Proposition:

Proposition 5.3.4
Die Einschrankung der Abbildungen y; und p9 auf X x ist konstant Null.

Beweis:

Da fiir jedes © € Xx die Vektoren & (), &(z) im komplexen Tangentialraumes 7. M
enthalten sind, so sind auch J¢; (), J&2(z) Elemente des komplexen Tangentialraumes.
Desweiteren ist die G-Bahn M die Faser der Poincaré’schen Abstandsfunktion. Aus

Lemma 5.3.1 folgt, dass J&;(6(x)) verschwindet. Mit (5.17) ergibt sich

il (@) = TE(O(x)) = 0

fiiri = 1, 2. O
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Es kann nun das wesentliche Resultat dieses Abschnittes formuliert werden. Fiir einen
Punkt o = z1e] + z2e5 + z3e} € sl; werden nachfolgend die Koordinaten (x1, z2, x3)
verwendet.

Satz 5.3.5
Die stetige Fortsetzung der Momentum-Abbildung y aus (5.14) im Punkt (0, 0) ist
ein Homoomorphismus von ¥ x auf die Halbachse ¥4« := {(0,0, z3); 23 > 0} mit

pley  ¥x — B
8t

<t7 _t) = (07 07 m

)

Die Einschrankung auf ¢ # 0 ist sogar ein Diffeomorphismus mit inverser Funktion

44 /16 + 23
L A
T3

T3

Beweis:
Essei & = &1e1 + &aex + E3e3 € slo(R) und x = (¢, —t) € ¥ x. Dann folgt die Behauptung
aus

s (@)() = & () + Sapa(x) + E3ps(x)
= pi(x)ei(§) + pa(w)es(§) + ps(w)es(€)

Die Identifizierung von s[5 mit sl, liefert die Abbildung /i : ¥x — X4 mit

8t

(t,—t) — (0,0, —m)

Dabei wird mit 35 = {(0,0,23);z3 < 0} die negative Halbachse in den Koordinaten
{e1, e2, e3} bezeichnet.

Die Abbildung ji ist G-dquivariant. Da X x ein exakter Schnitt der Wirkung ist, d.h.
G.Xx = X, folgt

A(X) = f(G.3x) = G.a(Sx) = G.3g = £ U {0}

Mit anderen Worten ist das Bild der Momentum-Abbildung /: gerade der negative of-
fene Kegel vereinigt mit dem Nullpunkt Im(i) = £_ U {0}.

Es ist gelungen, die Menge der elliptischen Elemente als Bild einer symplektischen
Mannigfaltigkeit darzustellen. Um die Konstruktion eines Ensembles zu komplemen-
tieren, soll abschliefSend beschrieben werden, wie sich ein Wahrscheinlichkeitsmafs als
direktes Bildmafs auf £ beschreiben ldsst. Ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf X
gegeben, kann diese mittels p auf Im(y) tibertragen werden.
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Man definiert:

Definition: Pushforward-Maf}
Sei v eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf X und p : X — & die Momentum-
Abbildung. Dann wird fiir jede offene Teilmenge V' C & durch

P(V) = pa(v(V)) :=v(u= (V)

das Bildmaf3 von v auf € definiert. Man nennt das Maf$ P := p.v auch das Pushforward-
Maf$ von v.

Ist v invariant unter der Gruppenwirkung einer kompakten Untergruppe K C G auf
X, so ist per Definition auch .v invariant unter der Gruppenwirkung von K auf p(X).

5.4 Das Bildmal} der Gleichverteilung

Das Mafs der Gleichverteilung mit Wahrscheinlichkeitsdichte 1 xdz A dZ A dw A dw auf
X ist das einfachste Beispiel einer invarianten Wahrscheinlichkeitsverteilung. In die-
sem Abschnitt soll nun fiir diesen Fall das Pushforward-Maf auf £_ U {0} ermittelt
werden.

In der Quantenmechanik gilt hierbei besonderes Interesse der Spektralzerlegung der
zugehorigen Verteilung P = i, v auf dem Bild Im(u). Es ist wiinschenswert, die Vertei-
lung der Eigenwerte der Operatoren auf £_ zu untersuchen. Hierzu ist es zweckmafiig,
die Verteilungfunktion F' zu betrachten.

Fiir eine Zufallsvariable X bzw. ihre Verteilung P definiert man die Verteilungsfunktion
F :R — R durch

F(z):=P(X <x)

D.h. die Verteilungsfunktion gibt die Wahrscheinlichkeit fiir eine Realisierung von X
kleiner oder gleich einem vorgebenen z an. Ist F' differenzierbar, so definiert man die
zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte f durch

f(@) = P ()

Wie in Kapitel 3.2 gezeigt wurde, liegt jeder Operator A € £_ auf dem G-Orbit genau
einer Matrix \J, wobei A > 0 ist.
Die Verteilungsfunktion der Spektralkoordinate x lasst sich dann beschreiben durch

F(z) :=P{X <z}) = P(G.X4(x))

wobei ¥4(z) := {(0,0,23) € Xg; |z3] < 2} und & > 0 ist.
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Anders ausgedriickt ist
F(z) = v(G.Xx (7)) = v(Uyy))

wobei Xx(z) := {(s,—s) € ¥x;0 < s < t(x) < 1} und ¢t := t(z) definiert wird durch
die Gleichung

8t

TTioe

>0 (5.18)

Bei einer Gleichverteilung auf X ldsst sich die Verteilungsfunktion F'(x) berechnen
durch

F(z):=c / 1dz Adz A dw A dw (5.19)
U(t)
wobei mit (z,w) die Standardkoordinaten auf X als Teilmenge des C? bezeichnet wer-

den. Die Normierungskonstante ¢ berechnet sich aus der Eigenschaft der Verteilungs-
funktion, das totale Maf3 Eins zu haben:

5/]1(1.%’1 ANdy Ndxo ANdys =1
X
Dabei ist dxq A dyy = %dz A dZz. Aus obiger Gleichung erhdlt man

1 1
6: = :7’[‘72

vol(X)  wol(A x A)

und somit ¢ = —(27) 2.

Um das Integral (5.19) zu berechnen, betrachtet man U; als Faser der Projektionsabbil-
dung

pr: X — A; (z,w) — 2

tiber A. Es ist dann das folgende Integral zu 16sen

F(z)= C/A(a, x)da A da (5.20)
A
wobei
Aa,x) = / Iadz ANdz (5.21)
R(a,z)

mit R(a,z) := pr~'(a) N Uyy). Das Integral (5.21) ist der Flicheninhalt des Gebietes
R(a, x). Man betrachtet zunachst das Gebiet R(0, x), welches eine Kreisscheibe ist.
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Um dies einzusehen, miissen fiir jedes (s, —s) € X x die Transformationen g; € G mit
gs(s) = 0 bestimmt werden. Diese sind gegeben durch

sS—Zz

9s(z) = ewl — sz

fir alle ¢ € R. Dann ist

2s

gols,—s) = (0,6 75

)

Somit ist R(0, ) die Kreisscheibe A(0, u) mit Radius u = i—ttg um 0 € A, wobei t = t(x)

durch (5.18) definiert wird. Unter Verwendung der Aquivarianz von pr folgt

R(a,z) = g,-R(0,2) C A

zZ4+a
9a(2) = 1+az

Aus dem Transformationssatz fiir Differentialformen folgt fiir das Integral (5.21)
Aa,x) = / go(dz Ndz)
R(0,x)
Aus
galdz NdZ) = g,dz N g,dZ

erhilt man mit

5‘ga(z)d 1 |a|?

Jadz = 9. (1+az)? :
und
wae gy 09a(2) o 1—lal®
gndz = d(ga(2)) = 9 dz = s a2)2dz
den Pullback von dz A dz mittels g,
9ga(2) |”
gé(dz/\dz)z‘ gaiz) dz Adz
(1—laf*)? .
=-———"-dzNd
1+azt ©0 %

Es bleibt also das folgende Integral zu 16sen

1= la 2\2 -
Ala,z) = / (1—|—a|z]1dz Ndz
A0,u)
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Aufgrund der Rotationssymmetrie A(re'?, z) = A(r,z) mitr € R lasst sich das Integral
vereinfachen.

Proposition 5.4.1
Es sei t := t(z) definiert durch die Gleichung = =
lasst sich berechnen durch das Integral

8t
1—¢2°

Die Verteilungsfunktion F

1
F(z) = L /r(l —r?)? / 114 rz|™*dz Adz | dr
™
0 A(0,u)

Beweis:
Fiir a € A verwende man die folgenden Koordinaten

a— re¥
a—re ¥
mit 7 € [0,1) und ¢ € [0, 27). Dann folgt
da = e"Pdr + ire*dyp
da = e ¥dr —ire"%dy
und man erhalt

da A da = —2irdr Adp

Es folgt
2 1
/A(a, x)da A da = //—2irA(rei‘p,:E)drAd<p
A 00
o 1
—//—22’7&4(73 x)drde
00

O

Abschliefiend soll nun das Integral (5.20) berechnet werden. Unter Ausnutzung der
Rotationssymmetrie reduziert sich der Ausdruck auf

s

Flz) = /1 Ar,a)rdr
0
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Zur Vereinfachung der Notation wird zundchst F'(u) fiir 0 < u < 1 berechnet, wobei

mit u = % der Radius der Kreisscheibe A,, := A(0, u) bezeichnet wird.
Um F'(u) explizit zu berechnen, ist es notwendig, das Gebiet R(r,u) = g,.A, mit A, =

{z € C; |z| < u} genauer zu untersuchen. Das Gebiet
z+r

Ay ={——

Ir- S {1 +rz

heif3t Poincaré-Kreisscheibe mit Zentrum g, (0) = r. Da der Euklidische Flacheninhalt die-
ses Gebietes gesucht ist, ist nachfolgender Satz fiir die weiteren Schritte von zentraler
Bedeutung.

|2l < u}

Satz 5.4.2
Poincaré-Kreisscheiben sind Euklidische Kreisscheiben und umgekehrt.

Beweis:

1. Man betrachtet die Automorphismengruppe auf P;. Durch Einschrankung auf
eine Karte, z.B. ¢, erhdlt man die Abbildung z — gjidb mit z = 2—‘; und a,b,c,d €
C mit ad — bec = 1.

2. Jedes Element dieser Gruppe ldsst sich darstellen als Kombination affiner Trans-
formationen z — az + (8 und Inversionen z %

3. Esist A.(z9) := {2z € C; |z — 29| < r} die Euklidische Kreisscheibe mit Radius
r < oo um zg. Flir r = oo definiert man die Euklidische Gerade durch A (zp) :=
{z € C; Re(z) = Re(z0)}.

4. Die Abbildungen aus 2. bilden Euklidische Kreisscheiben bzw. Geraden auf Eu-
klidische Kreisscheiben bzw. Geraden ab. Somit haben auch die Automorphismen
von Py diese Eigenschaft.

5. Die Automorphismengruppe der komplexen Kreisscheibe Aut(A) ist eine Unter-
gruppe von Aut(PPy).

6. Man stellt fest, dass Poincaré-Kreisscheiben und Euklidische Kreisscheiben mit
Zentrum in Null {ibereinstimmen. Dies folgt aus der Tatsache, dass die Isotropie-
gruppe in Null gerade die Menge der Drehungen um Null ist.

7. Es sei nun D eine beliebige Poincaré-Kreisscheibe. Dann gibt es einen Automor-
phismus g € Aut(A), sodass g(D) eine Poincaré-Kreisscheibe mit Zentrum in
Null ist. Aus 6. folgt, dass ¢g(D) eine euklidische Kreisscheibe ist. Und somit folgt
aus 4., dass D = g~ 'g(D) ebenfalls eine Euklidische Kreisscheibe ist.

8. Ist andernfalls D eine Euklidische Kreisscheibe, dann gibt es einen Automorphis-
mus g, sodass g(D) eine Euklidische Kreischeibe mit Zentrum in Null ist. Aus
6. folgt, dass g(D) eine Poincaré-Kreisscheibe mit Zentrum in Null ist. Somit ist
D = g~1g(D) eine Poincaré-Kreisscheibe. O
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Aus Vorherigem resultiert, dass es ausreichend ist, den Euklidischen Radius von R(r, u)
zu berechnen. Das Gebiet R(r, u) ist invariant unter komplexer Konjugation. Die kom-
plexe Konjugation beschreibt die Spiegelung von R(r, u) an der reellen Achse. D.h. der
Schnitt von R(r, u) mit der positiven reellen Achse wird auf sich selbst abgebildet. Da-
her ist dieser Schnitt genau der Durchmesser von R(r, u). Somit folgt fiir den Radius p
von R(r, u)

u(l — 7'2
p= %(gv-(U) —gr(-u)) = M

und aus (5.21) folgt
A(r,u) = / 1dz N dz
R(r,u)

= / —2idx A dy
R(r,u)

= —2i7rp2

Infolgedessen bleibt das Integral

1
F(u) = 2/p(r)2rdr
0
1

u(l —1r?) 2
= 2/ (1 2,0 > rdr
0

zu losen. Die Berechnung des Integrals liefert

1—u? o ut—3u?+2
5—In(1 —u )+7(1—u2)

F(u) =2 "

22— 207
- 2

In(1 — u?) 4 2 — u?
u

Obige Verteilungsfunktion soll nun in der Spektralkoordinate = ausgedriickt werden.
Um die Formeln moglichst einfach zu halten, sei  := 7. Man beachte die folgenden
Gleichungen

2t N 2t
Mit ¢ > 0 erhélt man aus der zweiten Gleichung
M s Va2 41
z
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Durch Einsetzen in u(t) berechnet man

2 j2

YT R

und erhélt somit die Verteilungsfunktion in Abhingigkeit von

- 2 9 1
F(7) = —=n (1+3%) + T (5.22)
Daraus resultiert die Dichtefunktion
4 632 + 4
i)=—In(1+i%) - ———— 2
J@) = 7 (1+3) ~ 2 (5.23)

Abschliefiend soll das asymptotische Verhalten von f fiir # — 0 und £ — oo untersucht
werden. Mit s := 72 ldsst sich (5.22) fiir s ~ 0 in die folgende Reihe entwickeln

Pl =231
k=0 k=0
=14+ g(—l kmsk
Somit ist
F(z) = -1+ 0(z%) (5.24)

Man berechnet die Dichtefunktion zu
L 2k(k — 1) oy
— k2R T L) Sop
1@) = 3 ()
k=2
Fiir Z nahe Null verhilt sich f(z) folglich wie
f@) ~ & (5.25)

Fiir  ~ oo folgt aus (5.23)
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Graphisch ldsst sich die Verteilung wie folgt darstellen

Abbildung 5.1: Dichtefunktion

Die Eigenwertverteilung zeigt, dass , kleine” Werte nahe Null in diesem Anwendungs-
beispiel untypisch sind.

Der Erwartungswert einer stetigen Zufallsvariablen X mit Dichte f wird definiert durch

E(X):= /:L‘f(x)dx

und ihr k-tes Moment durch

my, = E(X*) = /a:kf(x)dw
Die Varianz einer Zufallsvariablen X ist die mittlere quadratische Abweichung der Zu-
fallsvariablen von ihrem Erwartungswert:

Var(X) := E(X — B(X))?

Anders ausgedriickt, misst sie die Streuung um den Erwartungswert. Es gilt

Var(X) = B(X?) - (E(X))?

Aus dem asymptotischen Verhalten von f folgt, dass der Erwartungswert oder das
erste Moment der Verteilung wie erwartet einen endlichen Wert annimmt. Dieser lasst
sich ermitteln zu

o0

/ An(1 +2?)  62%+4 3
— de = -7
x2 (1+ 22)? 2
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Hingegen ist das zweite Moment der Verteilung nicht endlich. Der Integrand ist von der
Grofsenordnung @ in der Ndhe von x ~ oo und das Integral wird somit unendlich.

/ lnff)dx > / %dlen(m) o

T—00

Dies hat zur Folge, dass auch die Varianz der konstruierten Wahrscheinlichkeitsver-
teilung auf £_ keinen endlichen Wert annimmt. A priori ist folglich keine qualitative
Aussage iiber die Verteilung der Eigenwerte moglich.

Unter physikalischen Gesichtspunkten ist es interessanter, das Bildmaf} einer Gauf3-
Verteilung in 6p zu betrachten. Langs > x handelt es sich dabei um eine Verteilung vom
Typ der Gauf’sche Normalverteilung in der Variablen t. Genauer gesagt betrachtet man
eine Verteilung der Art e~ auf X.In diesem Fall ist zu erwarten, dass Eigenwerte na-
he Null wahrscheinlicher werden.

Wie schon anfangs erwidhnt, ist die maximal zu erwartende Symmetrie eines Wahr-
scheinlichkeitsmafies auf X die Invarianz der Verteilung beziiglich der maximalen kom-
pakten Untergruppe K. Fiir SLy(R) = SU(1,1) ist diese Untergruppe die kompak-
te Gruppe SO3(R) bzw. die isomorphe Gruppe der komplexen Diagonalmatrizen in
SU(1,1). Um ein bestmogliches Mafs an Symmetrie zu erzielen, sind Dichtefunktio-
nen der Form f o §p viel versprechend. Dabei ist f eine positive Funktion und 6p die
Poincaré’sche Abstandsfunktion. Aus der Invarianz von 6p folgt sofort die Invarianz
der Wahrscheinlichkeitsdichte. In diesem Abschnitt ist die Verteilung fiir die konstante
Funktion f = 1 berechnet worden. Es war moglich, die Verteilung exakt zu berech-
nen. Ein Beispiel fiir eine nicht-konstante Funktion wurde oben beschrieben. In diesem
Fallist f(z) = e *". Es ist nicht auszuschliefen, dass die Berechnung der zugehdrigen
Verteilungsfunktion auf £ nur unter Zuhilfenahme eines numerischen Berechnungs-
programms moglich ist.

5.5 Ausblick

Ziel dieser Arbeit war es ein Verfahren vorzustellen, mit dem Verteilungsfunktionen
auf dem Kegel der elliptischen Elemente konstruiert werden kénnen. Dariiber hinaus
lohnt es sich, dieses Verfahren auf geeignete zweckdienliche Verteilungen, wie z.B. vom
Typ der Gaufs-Verteilung, anzuwenden. Es ist erstrebenswert, diese Vorgehensweise im
Rahmen zukiinftiger Forschungsarbeiten fiir den hoher dimensionalen Fall auszuarbei-
ten.
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