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0. MOTIVATION

Definition 0.1. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper und seien fi,..., fin €
E[t1,...,t,] Polynome. Dann heifit

V(fi,o ooy fm) ={x=(x1,...,2n) € K" | fi(z1,...,2n) =0firi=1,...,m}
die Verschwindungsmenge der fi,..., fm.

Beispiel 0.2. Sei k = C. Betrachte f € C[t1,t2]. Dann ist V(f) = {(z,y) € C? |
f(z,y) = 0}. In Abbildung I 1| sind einige Beispiele fiir den Schnitt V'(f) NIR? angegeben.

/ : ‘ :
/

~ 1T~/ Sy N
\ / , — \ , \ N \

\

\
\\

A\ N \

(a) 22 4+ 9% -1 M) y* -2+ (c) y* — 2® (d) 2 =3z +2— 42
ABBILDUNG 1. Beispiele fiir Verschwindungsmengen

0.3. Eine Verschwindungsmenge X = V(fi,..., fi,) wird eine affine algebraische Va-
rietdt, wenn man sie mit der Zariski-Topologie und dem Koordinatenring A(X) versieht.
Der Ring A(X) ist ein reduzierter (s. Definition kommutativer Ring mit Eins. Die
Idee der algebraischen Geometrie ist geometrische Eigenschaften von X in algebraische
Eigenschaften von A(X) zu iibersetzen. Zum Beispiel:

Punkte von X

Abgeschlossene irreduzible Teil-
mengen von X

Abgeschlossene Teilmengen von X
Dimension von X

Kohérente Garben auf X

Maximale Ideale von A(X)
Primideale von A(X)

1

Radikalideale von A(X)
Dimension von A(X)

endlich erzeugte Moduln iiber
A(X)

Studium gewisser Lokalisationen
von A(X)

0.4. Hier sind einige Biicher, die sich mit kommutativer Algebra beschéifigen. Die ge-
nauen Literaturangaben finden Sie am Ende des Skripts.

11

I

Lokales Verhalten an Punkten

e Altman—Kleiman, A term of commutative algebra, [I]. Frei verfiighar.

e Atiyah-Macdonald, Introduction to commutative algebra, [2]. Ein Klassiker.

e Bourbaki, Commutative algebra, [3]. Englische Ubersetzung des franzosischen
Originals. Enzyklopédisch.

e Eisenbud, Commutative algebra with a view toward algebraic geometry, [4]. Viele
Anwendungen auf algebraische Geometrie.

e Matsumura, Commutative algebra, [6]. Sehr stringent geschrieben.
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e Reid, Undergraduate commutative algebra, [7]. Ebenfalls viele Beziige zur Geo-
metrie.
e Zariski-Samuel, Commutative algebra, [8]. Auch ein Klassiker.



1. RINGE UND IDEALE
1.1. Ringe.

Definition 1.1.1. Ein Ring besteht aus einer Menge A zusammen mit zwei Abbildungen
+:AxA— Aund -: Ax A— A, so dass folgende Axiome gelten:

(R.1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe; ihr neutrales Element werde mit 0 = 04 bezeich-
net.

(R.2) Die Verkniipfung - ist assoziativ.

(R.3) Es gelten die Distributivgesetze, also fiir alle a, b, c € A gilt

a-(b+c)=a-b+a-c
(a+b)-c=a-c+b-c

wobei die Konvention ,,Punkt vor Strich“ gelte.

(R.4) Beziiglich - gibt es ein (links- und rechts-)neutrales Element 1 = 1,4. Man nennt 1
die Eins von A.

(R.5) Die Verkniipfung - ist kommutativ, d.h. fiir alle a,b € A gilt a-b=b- a.

1.1.2. Der Begriff Ring ist in der Literatur nicht einheitlich definiert. Oft werden von
einem Ring nur die Axiome (R.1)-(R.4) verlangt, manchmal sogar nur (R.1)-(R.3). Da
wir uns in dieser Vorlesung mit kommutativer Algebra beschéftigen, sind fast alle Ringe,
die im folgenden auftauchen kommutativ. Ein Tripel (A4, +, ), das die Axiome (R.1)-
(R.4) erfiillt, werden wir in der Vorlesung einen ,nicht-notwendig kommutativen Ring*
nennen.

Definition 1.1.3. Sei A ein Ring.

(1) Man A einen Integrititsbereich (oder auch nullteilerfrei), falls 1 # 0 ist und falls
fiir alle a,b € A\ {0} auch ab # 0 ist.

(2) Ein Element a € A heifit Einheit, falls es ein b € A mit ab = 1 gibt. Mit A%
werde die Menge der Einheiten von A bezeichnet. Ein Ring heifit Kdrper, falls
A* = A\ {0} ist.

1.1.4. In einem Ring A gilt 1 = 0, genau dann wenn A = {0} ist (und in diesem Fall
sind + und - eindeutig festgelegt). Der Nullring ist also weder ein Integritétsbereich,
noch ein Korper.

1.1.5. Jeder Korper ist ein Integritdatsbereich.

Beispiel 1.1.6. Einige Beispiele fiir Ringe.

(1) Z ist ein Integritétsbereich, aber kein Kérper.

(2) Q, R und C sind Kérper; fiir eine Primzahl p ist Z/pZ ein Korper.

(3) Ist A ein Integritdtsring, so ist der Polynomring A[t] auch ein Integritétsring,
allerdings kein Korper.

(4) Ist A ein Integritéitsring, so ist der formale Potenzreihenring (siehe unten) A[[t]]
ein Integritatsring, aber kein Korper.

(5) Z/AZ ist ein Ring, der kein Integritéitsbereich ist.

(6) Ist k ein Korper und V' ein k-Vektorraum mit dim V' > 2, so ist End(V') zusam-
men mit der Verkniipfung von Endomorphismen ein nicht-kommutativer Ring.
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(7) Die geraden ganzen Zahlen 27 erfiillen die Axiome (R.1)—(R.3) und (R.5), aber
nicht (R.4).

1.1.7. Sei A ein Ring. Eine formale Potenzreihe iiber A in t ist ein formales Symbol
ooy ant™, wobei a,, € A seien fiir alle n € Ny. Sei A[[t]] die Menge aller formalen
Potenzreihen iiber A in ¢. Auf A[[t]] definieren wir Verkniipfungen + und - wie folgt:
Seien f =3 ja,t" und g =Y 2 b,t™ formale Potenzreihen. Definiere

Fgi=> (an+bo)t"
n=0
f - g = Z ( Z aibj>t”.
n=0 1+j=n

Beachte, dass )
Ring.

i+j=n @ib; eine endliche Summe ist. Auf diese Art wird A[[t]] zu einem

1.1.8. Eine Teilmenge B C A eines Rings heifit Unterring, falls sie eine Untergruppe von
(A, +) ist, falls fiir alle b, " € B gilt b’ € B und falls 14 € B ist. Dann ist B zusammen
mit der Addition und der Multiplikation von A selbst wieder ein Ring. Ferner ist der
Durchschnitt beliebig vieler Unterringe wieder ein Unterring. Daher existiert zu einer
Teilmenge £ C A stets ein kleinster Unterring von A, der E enthilt. Man bezeichnet
ihn als den von E erzeugten Unterring und bezeichnet ihn mit Z[E].

1.2. Ideale.

Definition 1.2.1. Sei A ein Ring. Eine Teilmenge I C A heifit Ideal von A, falls gelten:
(I.1) I ist eine Untergruppe von (A, +); insbesondere ist also 0 € I.
(I.2) Fiir alle a € A und alle x € [ ist ax € I.

1.2.2. Sei I ein Ideal eines Rings A. Wir betrachten die Quotientengruppe A/I von
(A, +) nach der Untergruppe I. Darauf definieren wir die Mulitplikation - : A/I x A/T —
A/I durch

(a+1I)-(b+1):=(ab) + 1.
Die Eigenschaft (I.2) garantiert, dass diese Abbildungsvorschrift wohldefiniert ist. Man
rechnet nach, dass A/I wieder ein Ring ist (mit 14,7 = 14+ I).
Lemma 1.2.3. Sei T eine Menge. Fiir jedes t € T sei I; ein Ideal von A.

(1) Die Menge Y ,cqp Iy := {> cr e | 24 € I, alle ¢ = 0 aufer endlich vielen} ist
ein Ideal von A.
(2) Der Durchschnitt (\,cp It ist ein Ideal von A.

Beweis. Ubung. g

1.2.4. Sei A ein Ring und F eine Teilmenge von A. Dann ist

(B):= (1 I

ICA Ideal
IDF
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das kleinste Ideal von A, das F enthilt. Man nennt (E) das von E erzeugte Ideal. Ist
E = {x} einelementig, so ist (x) = Az := {az | a € A}. Ein Ideal I, fiir das ein z € I
mit I = (x) existiert heifit ein Hauptideal.

1.2.5. Seien I1,...,I, Ideale von A. Das von allen Produkten zi...x, mit z, € I,
(v =1,...,n) erzeugte Ideal wird mit I ... I, bezeichnet. Es gilt

L...I, CLHLN...N1,.
1.3. Ringhomomorphismen.

Definition 1.3.1. Seien A und B zwei Ringe. Ein Ringhomomorphismus f : A — B ist
eine Abbildung, die folgende Eigenschaften erfiillt:

(H.1) f(a+d) = f(a) + f(a)
(H2) fla-d) = f(a) - f(a)
(H3) F(1) =1

fiir alle a,d’ € A.
1.3.2. Ein Ringhomomorphismus bildet 0 auf 0 ab.

1.3.3. Sind f: A — B und ¢g : B — C Ringhomomorphismen, so ist go f ein Ringhomo-
morphismus. Fiir jeden Ring A ist die Identitdt id4 : A — A ein Ringhomomorphismus.

1.3.4. Fiir einen Ringhomomorphismus f : A — B heifit ker(f) := f~1(0) der Kern
von f und im(f) := f(A) das Bild von f. Wihrend ker(f) ein Ideal ist, ist im(f) ein
Unterring; genau dann ist im(f) ein Ideal, wenn f surjektiv ist.

1.3.5 (Universelle Eigenschaft des Quotienten). Sei I ein Ideal eines Rings A. Dann
ist die Abbildung © : A — A/I die durch w(a) := a + I definiert ist ein surjektiver
Ringhomomorphismus. Man nennt 7 die Quotientenabbildung. Es gilt ker(w) = I. Es
gilt die iibliche universelle Eigenschaft: Ist f : A — B ein Ringhomomorphismus mit
I C ker(f), so existiert genau ein Ringhomomorphismus f : A/I — B, so dass

A$>B

A
s o
o f

A/l
kommutiert.

Beispiel 1.3.6. Einige Beispiele von Ringhomomorphismen:

(1) Die Teilmengeninklusionen Z — Q — R — C sind Ringhomomorphismen.

(2) Sei A ein Ring. Dann sind die Teilmengeninklusionen A — A[t] — A[[t]] Ring-
homomorphismen.

(3) Es gibt keinen Ringhomomorphismus Q — Z (warum nicht?).

1.3.7 (Universelle Eigenschaft des Polynomrings). Sei f : A — B ein Ringhomomor-
phismus und b € B. Dann existiert genau ein Ringhomomorphismus evy : At] — B, so



dass evy(t) = b und

#}B

A
A
l ///evb
Alt]
kommutiert. Man nennt ev, die Auswertung an b. Fiir ein Polynom p € A[t] schreiben
wir evy(p) =: p(b).
Definition 1.3.8. Sei f: A — B ein Ringhomomorphismus.

(1) Sei J C B ein Ideal. Wir nennen J N A := f~1(J) die Restriktion von J auf A.
(2) Sei I C A ein Ideal. Das von f(I) erzeugte Ideal heifit die Ausdehnung von I in
B und wird mit I B bezeichnet.

Lemma 1.3.9. Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus. Seien I C A und J C B
Ideale.

(1) JN A ist ein Ideal von A.

(2) IC(IB)NA

(3) J2(JNA)B

(4) Sei f surjektiv. Dann gilt f(I) = IB und die Abbildungen

{I CA|I Ideal, ker(f) CI} «—— {J C B|J Ideal}
I 1B = f(I)
JNA v J

sind wohldefinierte, inklusionserhaltende, zueinander inverse Bijektionen.

Beweis. (1) Offensichtlich ist J N A eine Untergruppe von (A, +). Seien z € J N A

und a € A. Dann ist f(az) = f(a)f(z) € J und damit ax € J N A.

(2) Sei x € I. Dann ist f(x) € f(I) € IB und daher z € (IB) N A.

(3) Da J ein Ideal ist, reicht es f(J N A) C J zu zeigen. Sei y € f(J N A), also
existiert x € J N A mit y = f(x). Dann ist aber f(x) € J.

(4) Da f surjektiv ist, f(I) ein Ideal, also ist IB = f(I).
Zu den beiden Abbildungen. Zur Wohldefiniertheit beobachten wir, dass JNA D
ker(f) gilt. Dass die beiden Abbildungen Inklusionen erhalten, ist leicht zu sehen.
Wir zeigen, dass die Abbildungen zueinander invers sind.
Sei I C A ein Ideal mit ker(f) D I. Es geniigt I 2 (IB) N A zu zeigen. Sei x €
(IB)NA. Dann ist f(z) € IB = f(I). Also existiert ein 2/ € I mit f(z) = f(2).
Damit ist © — 2’ € ker(f) C I und da 2’ € T ist, folgt x € I.
Sei J C B ein Ideal. Es geniigt J C (J N A)B zu zeigen. Sei y € J. Dann
existiert ein x € A mit y = f(z). Dann ist x € JN A und damit y € f(J N A) C
(JN A)B. 0

1.4. Primideale und maximale Ideale.

Definition 1.4.1. Sei A ein Ring und I G A ein Ideal (also insbesondere A # 0).

(1) I heilt Primideal, falls fiir alle a,b € A\T gilt ab € A\ I. Mit Spec(A) bezeichnen
wir die Menge der Primideale von A.



(2) I heiBt mazimales Ideal, wenn es kein Ideal J von A mit I & J & A gibt. Es sei
Max(A) die Menge der maximalen Ideale von A.

Lemma 1.4.2. Sei I ein Ideal eines Rings A.

(1) Genau dann ist I ein Primideal, wenn A/I ein Integrititsbereich ist.
(2) Genau dann ist I ein mazimales Ideal, wenn A/I ein Korper ist.

Beweis. (1) Folgt sofort aus der Definition.
(2) Nach Lemma ist I genau dann ein maximales Ideal, wenn (0) das einzige
echte Ideal von A/ ist. Das ist dquivalent dazu, dass B := A/I ein Korper ist:
sei b € B\ {0}. Dann ist (b) # (0), also (b) = (1). Deshalb existiert ein ¥’ € B
mit bb’ = 1. O

Korollar 1.4.3. Sei A ein Ring. Jedes maximale Ideal von A ist ein Primideal von A.

Beispiel 1.4.4. Fiir Primideale und maximale Ideale.
(1) Sei K ein Korper. Dann ist Spec(K) = Max(K) = {(0)}.
(2) Es gilt Max(Z) = {(p) | p Primzahl} und Spec(Z) = Max(Z) U {(0)}.
(3) Sei k ein Korper. Dann ist Max(k[t]) = {(f) | f irreduzibles Polynom} und
Spec(k[t]) = Max(kt]) U {(0)}.
(4) Allgemeiner ist fiir jeden Hauptidealbereich Max(A) = {(a) | a irreduzibel} und
Spec(A) = Max(A) U {(0)}.

(5) Sei k ein Korper. Seien ti,...,t, Unbestimmte und seien ay,...,a, € k. Dann
ist (t1 —ay,...,t, — ap) ein maximales Ideal von k[ty,...,t,]. Die Kette
0; (tl—al) ; (tl—al,tg—ag) ; ; (tl—al,...,tn—an)

ist eine Kette von Primidealen.

Satz 1.4.5. Sei A ein Ring und I ;Cé A ein Ideal. Dann ezistiert ein maximales Ideal m
von A mit I Cm.

Beweis. Der Beweis verwendet das Lemma von Zorn, also das Auswahlaxiom.
Sei

Z:{J|J;A1deal,ng}.
Dann ist I € X, also ¥ # (), und (X, C) ist angeordnet (d.h. die Relation ist reflexiv,
transitiv und antisymmetrisch). Ein maximales Element von (X, C) ist genau ein maxi-
males Ideal von A, das I enthélt. Wir wollen also die Existenz eines solchen maximalen
Elements zeigen. Dazu sei {J, | « € K} C X eine Kette also K # () und fiir alle a, 8 € K
gilt Jo € Jg oder Jg C J,. Dann ist

U Ja

acK
ein Ideal von A (klar?) und |J,cx Jo € E. Die Kette besitzt also eine obere Schranke in
Y. Dann sagt uns Zorns Lemma, dass (2, C) ein maximales Element besitzt. U

Korollar 1.4.6. In einem Ring A gilt A* = A\ Upyenax(a) ™

Beweis. Zu ,C“: Sei a € A*. Dann ist (a) = A, also kann a in keinem maximalen Ideal
enthalten sein.
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Zu ,,0“: Sei a ¢ m fiir alle maximalen Ideale m. Nach Satz kann (a) kein echtes
Ideal sein. Also ist (a) = (1) und deshalb ist a € A*. O

Lemma 1.4.7. Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus.

(1) Ist q ein Primideal von B, so ist qN A ein Primideal von A.
(2) Sei f surjektiv. Dann gelten:
(a) Ist n ein maximales Ideal von B, so ist nN A ein mazimales Ideal von A.
(b) Ist p ein Primideal von A mit ker(f) C p, so ist pB ein Primideal von B.
Ist m ein mazimales Ideal von A mit ker(f) C m, so ist mB ein mazimales
Ideal von B.
(¢) Die Bijektionen aus Lemma beschrinken sich zu zueinander inversen
Bijektionen

{I CA|I Ideal, ker(f) C 1} «— {J C B|J Ideal}
Ul Ul
{p € Spec(A) | ker(f) € p} > Spec(B)
Ul Ul
{m € Max(A) | ker(f) C m} +— Max(B)

Beweis. (1) Seien a,a’ € A mit aa’ € qN A. Dann ist f(a)f(a’) = f(ad’) € g, also

f(a) € q oder f(a') € q. Daraus folgt a € qN A oder a’ € qN A.

(2) (a) SeinNAC TG AeinIdeal. Dann ist n = (nN A)B C IB C B. Ferner ist
IB G B, denn sonst wire I = (IB)NA=BNA=A. Alsomuss n = IB
gelten. Daraus folgt nN A= (IB)NA=1.

(b) Sei p € Spec(A) mit ker(f) C p. Seien b,b’ € B mit bb' € pB = f(p). Dann
gibt es ein z € p mit f(z) = bb'. AuBerderm existieren a,a’ € A mit f(a) =b
und f(a') = ¥'. Dann ist also aa’ — x € ker(f) C p, also aa’ € p. Da p ein
Primideal ist, folgt a € p oder a’ € p, folglich b € pB oder V' € pB.
Sei m € Max(A) mit ker(f) € m. Sei mB C J G B ein Ideal. Dann haben
wirm=(mB)NACJNAC Aund JN A ; A, denn sonst gilte J =
(JNA)B = AB = B. Also muss, nach Maximalitéit von m, gelten m = JN A.
Damit gilt mB = (J N A)B = J.

(c) Folgt sofort aus (a) und (b). O

1.4.8. Zwei Nicht-Beispiele:

(1) Im Allgemeinen ist die Restriktion eines maximalen Ideals kein maximales Ideal.
Betrachte dazu die Inklusion Z — @ und das maximale Ideal n = (0).

(2) Allgemein ist die Ausdehnung eines maximalen Ideals kein Primideal. Betrachte
dafiir die Inklusion Z — Z[i] und m = (2). Dann ist mZ[i] = (2), aber 2 =
(I1+4)(1—14) in Z[3].

Proposition 1.4.9 (Primvermeidung). Sei A ein Ring. Seien I, Jy,...,J, C A Ideale
und seien Js, ..., J, Primideale. Falls I C U?Zl Ji qilt, so existiert ein i mit I C J;.

Beweis. Wir zeigen die Kontraposition per Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist die Behaup-
tung klar.

Sei n > 2. Gelte I ¢ J; fir ¢ = 1,...,n. Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann
I & Uy, Ji fiir alle j =1,...,n. Wir finden also z; € I'\ (U,; Ji) fiir jedes j. Wenn es
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ein j so gibt, dass z; ¢ J; ist, sind wir fertig. Wir nehmen also an es gelte z; € J; fiir
alle j =1,...,n. Betrachte
Y:=T1...Tp-1+ Tnp.

Wire y € J,, so wiirde x1 ... 2,1 € Jy, gelten. Im Fall n = 2 erhalten wir x; € Ja, ein

Widerspruch. Falls n > 3 ist, ist J,, prim, also miisste ein i € {1,...,n — 1} existieren
mit z; € J,. Auch ein Widerspruch zur Konstruktion.
Wire y € J; fiir ein ¢ < n, so gilte z,, € J;. Wiederum ein Widerspruch. O

1.5. Lokale Ringe.

Definition 1.5.1. Ein Ring A heifit lokal, wenn A genau ein maximales Ideal m besitzt.
Der Korper k(A) := A/m heifit der Residuenkérper von A.

Lemma 1.5.2. Sei A ein Ring.
(1) Sei I ; A ein Ideal. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Max(A) = {I}
(b) A\ I = A~
(c) A\IC A~
(2) Seim € Max(A). Falls fir jedes x € m gilt 1 +x € A*, so ist A lokal.

Beweis. (1) Zu ,(a) = (b)*“: Folgt aus Korollar [1.4.6]

Zu ,,(b) = (c)“: Klar.
Zu ,(c) = (a)“: Sei J G A ein Ideal. Dann ist J N A* = (). Nach Voraussetzung
(b) gilt dann J C I. Also ist das einzige maximale Ideal.

(2) Seib € A\m. Da m maximal ist, ist (b)+m = (1), also existiert ein a € A und ein
x € m mit ab — x = 1. Dann ist aber ab = 1 4+ z, was nach Voraussetzung in A*
liegt. Also liegt schon b € A*. Aus (1) folgt dann, dass m das einzige maximale
Ideal von A ist. O

1.5.3. Jeder Korper ist ein lokaler Ring.

Beispiel 1.5.4. Sei k ein Kérper. Der Ring k[t]/(t?) ist ein lokaler Ring mit maximalem
Ideal (t).

1.5.5. Sei A ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m. Dann ist auch der Potenzreihenring
A[[t]] ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m + (¢). (Zeigen wir in der Ubung.)

1.5.6. Fixiere einen Punkt zy € C. Auf der Menge aller Paare (U, f) bestehend aus
einer offenen Teilmenge U C C mit 29 € U und einer holomorphen Funktion f: U — C
definieren wir eine Aquivalenzrelation

(Ut, f1) ~ (U2, f2)

falls es eine offene Teilmenge W C U; N Uz mit zg € W so gibt, dass fi|lw = fao|w gilt.
Eine Aquivalenzklasse (U, f) nennen wir einen Keim holomorpher Funktionen an zy. Wir
definieren auf der Menge O ., aller dieser Keime eine Addition und eine Multiplikation
wie folgt:

(U, ) +(V,g) =UNV, flunv + glunv)
(U, f)-(V,g) :=UNV, fluav - glunv)-
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Man rechnet nach, dass + und - wohldefiniert, also unabhéngig von der Wahl der Re-
prasentanten sind. So wird ¢ ., zu einem Ring. Wir betrachten den Ringhomomorphis-
mus ¢ : Oc ,, — C, der definiert ist durch

(U, f) = f(20);
auch das ist wohldefiniert. Ersichtlich ist ¢ surjektiv. Also ist ker(yp) € Max(0¢ ). Sei
s € ker(p). Wir zeigen, dass 1+ s € 07 liegt. Dazu wihle einen Représentaten (U, f)
von 1+ s.
Sei U so klein gewéhlt, dass 0 ¢ f(U). Definiere g := 1/f auf U. Die Funktion g ist
stetig. Da f holomorph ist, existiert fiir jedes z € U
w—z w—z

Wir berechnen

gw)—g(z) _ Ufw) = 1/fz) _ 1 f&)-fw) 1
3(2).

w—z W=z fEf(w)  w—z  woz o f(z)

Somit ist g komplex differenzierbar, also holomorph.
Wir wenden Lemma|1.5.2(2) an und erhalten, dass O ., ein lokaler Ring mit maximalem
Ideal m = ker(y) ist; also m besteht aus allen Funktionenkeimen, die an 2y verschwinden.

1.6. Nilradikal und Jacobson-Radikal.

Definition 1.6.1. Sei A ein Ring.

(1) Ein Element a € A heifit nilpotent, wenn es ein n > 0 mit a™ = 0 gibt.
(2) Die Menge Nil(A) der nilponenten Elemente von A nennt man das Nilradikal
von A.

(3) Wenn Nil(A) = {0} ist, heiit A reduziert.
1.6.2. Integrititsbereiche sind reduziert.
Definition 1.6.3. Sei [ ein Ideal eines Rings A. Definiere
VI:={zec A|z" e fir ein n > 0}.
Man nennt v/I das Radikal von I. Falls I = /T heifit I ein Radikalideal.
1.6.4. Es gilt Nil(4) = /0.

Lemma 1.6.5. Sei I C A ein Ideal.
(1) VT ist ein Ideal von A.
(2) ICVI=+VI
(8) Genau dann ist /T = (1), wenn I = (1) ist.
(4) Genau dann gilt I = /I, wenn A/I reduziert ist.

Beweis. (1) Seien z,y € v/I. Dann existieren m,n > 0, so dass z™,y" € I. Sei
N >m +n — 1. Dann ist

G =3 <N> SN,

v=0
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Ist v > m, so liegt ¥ € I. Ist v < m, so ist N — v > n und deshalb 3V € I.
Also liegt (z + y)V € I und damit = +y € V1. Ist auferdem a € A, so ist
(az)™ = a™z™ € I, also auch ax € /1.

(2) IC VT ist klar. Also auch I C /1. Sei z € \/+/I. Dann gibt es ein n > 0

mit 2" € v/I. Also existiert ein m > 0, so dass (z")™ = 2™ € I. Demnach ist

z eI

(3) Die Richtung ,,<* ist klar. Zu ,=“: Da 1 € /T ist, existiert ein n > 0, so dass
1"=1€e 1. Also ist I = (1).

(4) Zu ,=“: Sei y = x + I nilpotent. Dann gibt es ein n > 0 mit 2™ € I. Damit
reVI=1I.
Zu ,<=“: Sei x € /I. Dann ist 2 € I fiir ein n > 0, also « + I € A/I nilpotent.
Deswegen gilt x € 1. [l

Beispiel 1.6.6. Seia € Z. Wir bestimmen /(a). Falls a = 0, soist y/(a) = Nil(Z) = (0).
Sei nun a # 0, und es gelte ohne Einschrinkung a > 0. Schreibe a = pi" ...p"" fiir
paarweise verschiedene Primzahlen py,...,p, und mq,...,m, > 0. Wir zeigen

(a)=(p1---pr)

Zu ,C“: Sei x € \/(a). Dann gibt es n > 0 und b € Z mit 2™ = ba. Also p; | 2™ Da p;
prim, folgt p; | x und da alle p; verschieden sind, gilt = € (p1...p;).

Zu , 0% Sei x € (p1...py). Wéhle n > max{mq,...,m,}. Dann ist " € (p}...p}') C
(P - .p) = (a).

Satz 1.6.7. Sei I ein Ideal eines Rings A. Dann gilt

Vi= () »
peSpec(A)
p2I
Beweis. Zu ,C“: Sei € V/I. Es gibt ein n > 0 mit 2™ € I. Sei p € Spec(A) mit p D I.
Dann ist 2™ € p. Da p ein Primideal ist, folgt = € p.
Zu ,,0“: Diese Inklusion verwendet wiederum Zorns Lemma. Angenommen, es gebe ein
T € [Npespec(a), por P mit z ¢ VI. Also ist 2™ ¢ I fiir jedes n > 0. Betrachte die Menge

Y:={JCA|JIdeal, I CJ und z" ¢ J fiir alle n > 0}.

Nach Annahme ist € ¥. Ferner ist jedes J € X ein echtes Ideal (also J # (1)). Wir
betrachten die angeordnete Menge (3, C). Sei {J, | @ € K} C ¥ eine Kette. Dann ist
J = Upex Jo ein Ideal, es gilt I C J und 2™ ¢ J fiir jedes n > 0. Somit J € X. Zorns
Lemma impliziert die Existenz eines maximalen Elements p € X..
Wir zeigen, dass p ein Primideal ist. Dazu seien a,b € A\ p. Wegen der Maximalitét
von p in X, sind p + (a),p + (b) ¢ . Also existieren m,n > 0 mit 2™ € p + (a) und
2" € p+ (b). Wir finden also r,s € p und ¢,d € A mit
" =r+ac " = s+ bd.

Damit ist

2" = (r + ac)(s + bd) = rs + sac + rbd + abed € p + (ab).

Da p € 3, folgt 2™T" ¢ p, also ist ab ¢ p. Das zeigt p € Spec(A).
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Nach unserer Annahme folgt somit x € p. Andererseits ist aber p € 3, also = ¢ p. Ein
Widerspruch. O

Definition 1.6.8. Sei A # 0 ein Ring. Man nennt
Jac(A) := ﬂ m

meMax(A)
das Jacobson-Radikal von A.

1.6.9. Als Durchschnitt von Idealen ist Jac(A) ein Ideal von A.

Lemma 1.6.10. Sei x € A. Genau dann ist x € Jac(A), wenn 1 —ax € A* liegt fir
jedes a € A.

Beweis. Zu ,=*: Sei x € Jac(A) und a € A. Angenommen 1 — az ¢ A*. Dann gibt es
nach Korollar [1.4.6]ein m € Max(A), so dass 1 —az € m. Da z € m, wiirde 1 € m folgen.
Ein Widerspruch.

Zu ,2“ Sei m € Max(A) und angenommen z ¢ m. Dann wire (z) + m = (1). Also
existieren @ € A und y € m mit 1 = ax + y. Damit wire y = 1 — ax € A*. Auch ein
Widerspruch. O

Beispiel 1.6.11. Sei k ein Kérper.
(1) Es gilt Nil(k[t1,...,tn]) = (0) (Integritdtsbereich) und Jac(k[t1,...,ts]) = (0)
(wende das vorige Lemma an).
(2) Es ist Nil(k[[t1,...,ts]]) = (0), aber Jac(k[[t1,...,tn]]) = (t1,...,tn), denn
E[[t1,...,ts]] ist ein lokaler Ring mit maximalem Ideal (¢1,...,¢,).
(3) Fiir k[t]/(t?) ist Nil(k[t]/(t?)) = Jac(k[t]/(t?)) = (2).
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2. MODULN
Im gesamten Kapitel sei A ein Ring.
2.1. Grundbegriffe.

Definition 2.1.1. Ein A-Modul besteht aus einer Menge M zusammen mit zwei Ab-
bildungen + : M x M — M und - : A x M — M, so dass folgende Eigenschaften
gelten:

) (M, +) ist eine abelsche Gruppe.

2) (a+b)x =azx + bx

3) alx +y) =ax + ay

4) (ab)xr = a(bx)

fir alle a,b € A und alle z,y € M.

Beispiel 2.1.2. Einige Beispiele fiir Moduln.

(1) Ist A =k ein Korper, so ist ein A-Modul das selbe wie ein k-Vektorraum.

(2) Ist A =17, so ist ein A-Modul nichts anderes als eine abelsche Gruppe.

(3) A wird, mit der Ringmultiplikation als skalare Multiplikation, selbst zu einem
A-Modul. Wir bezeichnen diesen Modul manchmal mit 4A.

Beispiel 2.1.3. Sei k ein Korper. Betrachte A = k[t]. Sei V ein k-Vektorraum und
sei ¢ € Endg (V). Das Paar (V,1) definiert einen A-Modul M wie folgt: Als abelsche
Gruppe sei (M, +) = (V,+). Fiir ein Polynom p = ) a,t™ und einen Vektor v sei

prvi=p)v="> an)"(v)
Das erfiillt die Modulaxiome.

2.1.4. Ist A ein nicht-notwendig kommutativer Ring, so muss man zwischen A-Linksmo-
duln und A-Rechtsmoduln unterscheiden. Die Definition eines A-Linksmoduls ist genau
wie oben; fiir einen A-Rechtsmodul hat man hingegen eine Skalarmultiplikation M X
A — M mit entsprechenden Axiomen. Uber einem kommutativen Ring stimmen diese
beiden Definitionen iiberein, in dem Sinne, dass jeder Linksmodul einen Rechtsmodul in
natiirlicher Weise induziert und umgekehrt.

2.2. Restriktion der Skalare.

2.2.1. Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus. Sei N ein B-Modul. Dann wird N zu
einem A-Modul via
Ax N =N, (a,y) — ¢(a)y.
Wir rechnen exemplarisch das Axiom (M.2) nach:
(a+d)y =pla+d)y=(p(a) +¢(d))y = pla)y + (d)y = ay + d'y

Beachte fiir das Axiom (M.5), dass ¢(1) = 1 gilt. Wir bezeichnen den entstandenen
A-Modul mit 4N.

Definition 2.2.2. Man nennt 4N die Restriktion der Skalare von N auf A.
2.2.3. Ein wichtiger Spezialfall ist N = pB. Wir schreiben fiir 4(pB) kurz 4B.
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Beispiel 2.2.4. Sei A = k ein Korper und sei B = k[t]. Sei N ein B-Modul. Dann ist
V := N ein k-Vektorraum. Wir erhalten eine Abbildung ¢ : V' — V durch

P(v) ==t v.

Die Abbildung # ist k-linear (klar?), also ist ¢ € Endg (V). Fiir p =) a,t” und v € N
gilt

pov=3an(t" v) = 3 au(v) = plw)o
Deshalb stimmt N iiberein mit dem k[t]-Modul, der durch (V) definiert ist.
2.3. Annulatoren.
Definition 2.3.1. Sei M ein A-Modul. Die Menge
Ann(M):={a€ A|ax =0 fur alle x € M}
heifit der Annulator von M. Falls Ann(M) = 0 ist, nennt man M treu.
2.3.2. Der Annulator Ann(M) eines A-Moduls ist ein Ideal von A.

Lemma 2.3.3. Sei M ein A-Modul und I ein Ideal von A. Genaw dann existiert ein
A/I-Modul N, so dass AN = M ist, wenn I C Ann(M).

Beweis. Zu ,,=*: Gelte M = 4 N. Als abelsche Gruppen gilt also M = N. Seien z € M
und @ € I. Dann ist ax = (a + I)x = (0 + I)z = 0 und damit ist I C Ann(M).

Zu ,<*“: Es sei I C Ann(M). Dann definieren wir auf der abelschen Gruppe M die
Skalarmultiplikation A/I x M — M wie folgt: fiir a € A und = € M sei

(a+1) -z =ax.

Das ist wohldefiniert, denn wenn a — o’ € I, dann ist ax = o’z nach Voraussetzung. Fiir
den so entstandenen A/I-Modul N gilt a forteriori 4N = M. g

2.3.4. Fiir den A/I-Modul N aus dem vorigen Lemma sagt man auch M aufgefasst als
A/I-Modul.

2.3.5. Fiir jeden A-Modul M ist M treu aufgefasst als A/ Ann(M)-Modul.
2.4. Homomorphismen.

Definition 2.4.1. Seien M und N zwei A-Moduln. Eine Abbildung f : M — N heifit
Homomorphismus von A-Moduln, oder auch A-lineare Abbildung, wenn fiir alle z, 2’ € M
und alle a € A gelten:

(H.1) f(z+2') = f(x) + f(2)

(H.2) f(ax) = af(x)

Mit Hom 4 (M, N) bezeichnen wir die Menge der A-linearen Abbildungen M — N.
2.4.2. Sind f : M — N und g : N — P zwei A-lineare Abbildungen, so ist auch

gof : M — P eine A-lineare Abbildung. Fiir jeden A-Modul M ist die Identitdt
idpys : M — M eine A-lineare Abbildung.
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2.4.3. Seien M, N zwei A-Moduln. Dann wird Hom 4 (M, N) selbst zu einem A-Modul
via

f+9g: M — N,z— f(x)+g(x)
af : M — N,z — af(x) = f(ax)

fir a € A und f,g € Homu4 (M, N).

Beachte, dass man die Kommutativitéit von A hier braucht, um zu garantieren, dass die
skalare Multiplikation wohldefiniert ist. Um zu zeigen, dass af linear ist, seien x € M
und o’ € A. Wir berechnen

(af)(ad'z) = af(d'z) = ad'f(z) = d'af(z) = d'(af)(z).

2.4.4. Ist A ein nicht-notwendig kommutativer Ring, und M und N zwei A-Linksmoduln,
so ist Homy (M, N) im allgemeinen kein A-Linksmodul mehr, sondern nur noch eine
abelsche Gruppe (oder etwas allgemeiner ein Modul iiber dem Zentrum von A).

2.4.5. Sei End4 (M) := Homyu (M, M). Mit o als Multiplikation ist End 4 (M) ein nicht
notwendig kommutativer Ring mit 1g,q ,(ar) = idas. Die Abbildung A — Enda(M), a —
aidys ist ein Homomorphismus von (nicht notwendig kommutativen) Ringen.

2.4.6. Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus und seien N, N’ zwei B-Moduln. Ist
f: N — N’ eine B-lineare Abbildung, so ist f : 4N — 4N’ eine A-lineare Abbildung.
Wir erhalten auf diese Art eine injektive Abbildung Homp(N, N') — Homa (4N, AN').

Definition 2.4.7. Sei f : M — N eine A-lineare Abbildung. Man nennt f einen Iso-
morphismus von A-Moduln, wenn f bijektiv ist.

2.4.8. Sei f : M — N ein Homomorphismen von A-Moduln. Ist f ein Isomorphismus, so
ist die Umkehrabbildung f~! ebenfalls A-linear. Also ist f genau dann ein Isomorphismus
von A-Moduln, wenn es eine A-lineare Abbildung g : N — M so gibt, dass go f = idy
und f o g =idy ist.

Beispiel 2.4.9. Sei M ein A-Modul. Dann ist die Abbildung ® : Hom (A, M) — M
definiert durch ®(f) := f(1) ein Isomorphismus von A-Moduln: Sie ist ersichtlich A-

linear. Die inverse Abbildung ist gegeben durch ¥ : M — Homa (A, M) mit ¥(x): A —
M, a— az.

2.5. Untermoduln und Quotienten.

Definition 2.5.1. Sei M ein A-Modul. Eine Teilmenge M’ C M heifit A- Untermodul,
wenn folgende Eigenschaften gelten:

(U.1) 0e M’

(U.2) Fiir alle z,y € M" ist  +y € M’

(U.3) Fiir jedes z € M’ und jedes a € A ist ax € M'.

2.5.2. Sei M’ ein A-Untermodul von M. Dann induzieren die Verkniipfungen + und -
auf M Verkniipfungen + : M’ x M’ — M’ und - : A x M’ — M’', mit denen M’ selbst
zu einem A-Modul wird. Die Teilmengeninklusion M’ — M ist A-linear.

Beispiel 2.5.3. Sei A = k[t] und M der k[t]-Modul gegeben durch ein Paar (V). Sei
M’ C V eine Teilmenge. Genau dann ist M’ ein k[t]-Untermodul wenn
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e M’ ein k-Untervektorraum von V ist und
o Y(M') C M’ gilt.

2.5.4. A-Untermoduln von 4A sind nichts anderes als Ideale von A.

2.5.5. Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus und N ein B-Modul. Ist N’ C N ein
B-Untermodul, so ist N” auch ein A-Untermodul von 4N.

2.5.6. Sei M’ ein A-Untermodul von M. Wir betrachten den Quotienten M/M’ als
abelsche Gruppe. Darauf definieren wir eine skalare Multiplikation A x M /M’ — M /M’
durch

a-(x+ M) :=ax+ M.
Das ist unabhéngig von der Wahl des Représentanten und erfiillt die Modulaxiome. So

wird M /M’ zu einem A-Modul. Die natiirliche Abbildung 7 : M — M/M’ ist A-linear.
2.5.7. Sei I C A ein Ideal und M ein A-Modul. Definiere

IM = {Zaixi]aiel, (IZZ‘EM}.

Dann ist IM ein A-Untermodul von M. Genau dann gilt IM = 0, wenn I C Ann(M)
ist.

Nun betrachte den Quotienten M /IM. Offensichtlich ist I C Ann(M/IM), also kann
man M/IM gemifl Lemma als einen A/I-Modul auffassen.

2.6. Kern, Bild, Kokern und Kobild.

Definition 2.6.1. Sei f : M — N eine A-lineare Abbildung.
(1) ker(f) := f~1(0) heiBt der Kern von f.
(2) im(f) := f(M) nennen wir das Bild von f.

2.6.2. Sei f : M — N eine A-lineare Abbildung. Dann ist ker(f) ein Untermodul von
M und im(f) ist ein Untermodul von N.
Definition 2.6.3. Sei f: M — N eine A-lineare Abbildung.

(1) coker(f) := N/im(f) heifit Kokern von f.

(2) coim(f) := M/ ker(f) heifit Kobild von f.

Lemma 2.6.4 (Universelle Eigenschaft des Quotienten). Sei f : M — N eine A-lineare
Abbildung, so dass M' C ker(f) ist. Dann existiert genau eine A-lineare Abbildung
f:M/M" — N, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

Mt N

P
\LTF P
- f

M/M'

Beweis. Ubung. O
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Lemma 2.6.5 (Kanonische Faktorisierung). Sei f: M — N eine A-lineare Abbildung.
Dann existiert genau eine A-lineare Abbildung f : coim(f) — im(f), so dass

M—1 N

I

kommutiert. Ferner ist f etn Isomorphismus.
Beweis. Ubung. O
2.7. Durchschnitt, Summe und Produkt.

Lemma 2.7.1. Sei M ein A-Modul, sei T eine (nicht notwendig endliche) Menge und
seien My C M firt € T Untermoduln.
(1) Die Teilmenge ), My := {> ¢ | ¢ € My, alle zy =0 aufer endlich vielen}
ist ein A-Untermodul von M.
(2) Der Durchschnitt (o My ist ein A-Untermodul von M.

2.7.2. Sei E C M eine Teilmenge. Dann ist

(E)p = N M’
M’'CM A-Untermodul
M'DE
der kleinste A-Untermodul, der E enthélt. Man nennt (E)4 den von E erzeugten A-
Untermodul.

2.7.3. Fiir t € T sei M; ein A-Modul.

(1) Das Produkt [[,.; M; ist eine abelsche Gruppe. Es wird ein A-Modul via der
Skalarmultiplikation definiert durch a - (x¢)ier = (ax¢)ier-

(2) Die Teilmenge @,.p M; := {(z¢)ter | nur endlich viele z; # 0} ist ein A-
Untermodul von [],c. M. Man nennt @, ., M; die &uBere direkte Summe der
M;.

(3) Falls M; = M fiir alle t € T, so schreiben wir M7 := [[,c; M und M) :=
Dier M.

(4) Statt M{L-m} schreiben wir M™.

Lemma 2.7.4 (Universelle Eigenschaften). Firt € T sei My ein A-Modul.

(1) Die Abbildung ms : [[,cr My — M gegeben durch mws((x¢)ier) = x5 ist A-linear
fiir alle s € T. Ist P ein weiterer A-Modul und sind ps : P — My A-lineare
Abbildungen, so existiert genau eine A-lineare Abbildung X\ : P — [],cq My, so
dass ps = s o A\ fiir alle s € T.

(2) Die Abbildung 15 : Ms — @,cr My gegeben durch t5(y) = (x¢)ier, wobei x; =
Osty sei, ist A-linear. Ist C ein weiterer A-Modul mit A-linearen Abbildungen
is : Ms — C, so existiert genau eine A-lineare Abbildung pi : @,cr My — C, s0
dass is = potg flir alle s € T.

Beweis. Wir geben nur die Abbildungen A und p an. Man priife auf Wohldefiniertheit,
Erfiilllung der geforderten Eigenschaften und Eindeutigkeit.
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(1) M2) = (pt(2))ter fir z € P
(2) p(@t)ter) = ier it(we) fir (21)ier € Bier Ms- .

2.7.5. Seien S und T Mengen und fiir s € S und ¢t € T seien M, und N; jeweils
A-Moduln. Dann ist die Abbildung

& : Hom, (@MS, HNt) > [ Homa(M,N)
ses teT (s,;t)eSxT

definiert durch ®(f) = (m o f o ts) ein Isomorphismus von A-Moduln. Das folgt direkt
aus den universellen Eigenschaften von Produkt und direkter Summe.
Sind S = {1,...,m} und T = {1,...,n}, so kénnen wir eine A-lineare Abbildung
[ @yl My — @j_; N; als eine n x m-Matrix (fi;) mit Eintrégen f;; =m0 f oy €
Hom 4 (Mj, N;) auffassen.
Seien My,..., My, N1,...,N, und Py,..., P, endlich viele A-Moduln. Seien

m n n p
1@ v - e
k=1 Jj=1 j=1 i=1
zwei A-lineare Abbildungen. Seien fj;, := 7 o f o1, und g;; := m; 0 g 0 1. Dann gilt

n
mio(gof)oum=> gijo fir
j=1
also verhélt sich die Komposition genauso wie die Matrixmultiplikation.
Insbesondere haben wir gezeigt, dass die Abbildung ® : End 4 (M™) — M, xn(End4(M))
ein Isomorphismus von nicht notwendig kommutativen Ringen ist.

2.7.6. Seien M; C M Untermoduln (¢ € T). Betrachte die M; selbst als A-Moduln.

Dann ist
P M= M, (@)ier =Y o
teT teT

eine A-lineare Abbildung (sie stimmt iiberein mit der Abbildung aus der universellen
Eigenschaft der direkten Summe). Das Bild dieser Abbildung ist ) ,. M;. Sei

(ol @Mt — ZMt
teT teT

die so entstehende surjektive A-lineare Abbildung.
Genau dann ist ¢ ein Isomorphismus wenn fiir alle ¢t € T' gilt M; N) ", 2 My =0.

2.8. Endlich erzeugte, endlich prisentierte und freie Moduln.

Definition 2.8.1. Sei M ein A-Modul. Sei (z¢)ier ein Tupel von Elementen in M (also
(zt)ter € MT).
(1) Das Tupel (z¢)¢er heiit linear unabhingig iiber A, falls fiir jedes Tupel (ay)ier €
AT (also nur endlich viele a; # 0) gilt: ist Y ier @y = 0, so sind bereits alle
a; = 0. Andernfalls heifit das Tupel (x¢)ier linear abhingig iber A.
(2) Man nennt (x¢)ier ein Erzeugendensystem von M, falls ({x; |t € T})a = M ist.
(3) Ist (z¢)ier ein iiber A linear unabhiingiges Erzeugendensystem von M, so heifit
(z¢)ter eine Basis von M.
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2.8.2. Sei (z¢)rer € MT. Die Abbildung ¢ : AT) — M definiert durch ¢((a¢)ier) =
> e 0%t ist wohldefiniert und A-linear.

(1) Genau dann ist ¢ injektiv, wenn (x¢)ier linear unabhéingig ist.

(2) Genau dann ist ¢ surjektiv, wenn (x¢)tcr ein Erzeugendensystem ist.

(3) Genau dann ist ¢ bijektiv, wenn (z;);cr eine Basis ist.

Definition 2.8.3. Sei M ein A-Modul.

(1) M heiit frei, falls M eine Basis besitzt.

(2) M heifit endlich frei, falls M eine endliche Basis besitzt.

(3) M heifit endlich erzeugt, wenn M ein endliches Erzeugendensystem besitzt.

(4) M heiit endlich prisentiert, wenn es eine surjektive A-lineare Abbildung f :
A™ — M gibt, so dass ker(f) endlich erzeugt ist.

Lemma 2.8.4. Sei M ein A-Modul.
(1) Genau dann ist M frei, wenn es eine Menge T' und einen Isomorphismus A
M wvon A-Moduln gibt.
(2) Genau dann ist M endlich frei, wenn es ein n > 0 und einen Isomorphismus
A" — M wvon A-Moduln gibt.
(3) Genau dann ist M endlich erzeugt, wenn es ein n > 0 und eine surjektive A-
lineare Abbildung f : A™ — M gibt.

Beweis. Folgt sofort aus[2.8.2 U

™

2.8.5. Dass ein A-Modul M endlich prisentiert ist bedeutet anschaulich, dass M ein
endliches Erzeugendensystem besitzt, zwischen dessen Erzeugern es nur endlich viele
Relationen gibt.

2.8.6. Endlich freie Moduln sind endlich préasentiert. Endlich préisentierte Moduln sind
endlich erzeugt.

Lemma 2.8.7. Ist ein Modul frei und endlich erzeugt, so ist er auch endlich frei.

Beweis. Sei dazu (xy)ier eine Basis von M und sei (yi,...,y,) ein Erzeugendensystem.
Jedes y; ldsst sich auf eindeutige Weise als Linearkombination von endlich vielen x;
schreiben. Sei 7" C T die endliche Teilmenge der ¢ € T die in diesen Linearkombinationen
auftauchen. Dann ist (x¢);e7r auch ein Erzeugendensystem. Weiterhin ist (x¢);e7 linear
unabhéngig. Also ist es eine (endliche) Basis. O

2.8.8. Je zwei Basen eines (freien) Moduls haben die selbe Kardinalitit. (Ubung.)

2.8.9. Sei A = k ein Korper. Jeder k-Vektorraum ist frei und jeder endlich erzeugte
k-Vektorraum ist endlich frei.

Beispiel 2.8.10. Sei m € Z \ {0}. Dann ist Z/mZ ein endlich présentierter Z-Modul,
aber nicht (endlich) frei.

Beispiel 2.8.11. Sei A = Z[t1,ta,t3,...]. Betrachte den Ringhomomorphismus ¢ : A —
Z, der durch ¢(t;) = 0 definiert ist, also ker(¢) = (¢1,t2,...). Sei M = 4Z. Das bedeutet
flirm € Z und p € A ist

p-m =p(0,0,...) - m.
Wir zeigen, dass 47 als A-Modul endlich erzeugt aber nicht endlich présentiert ist.
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Es ist offensichtlich, dass 4Z endlich erzeugt ist (schliefllich ist 47Z ein Quotient von
AA). Angenommen 47 wire endlich prisentiert. Dann gébe es f : A" — 4Z surjektive
A-lineare Abbildung, so dass ker(f) endlich erzeugt ist. Bezeichne mit e; € A™ den j-ten
Einheitsvektor und sei z; := f(e;) € Z. Dann ist

ker() = {P = (pr.- o) € A" |3 ps(0)2; = 0}

(Hierbei ist p;(0) kurz fiir p;(0,0,...).) Daker(f) endlich erzeugt ist, Qxistieren Elemente
PO P ¢ ker(f), die ker(f) als A-Modul erzeugen. Sei P() = (pg),...,p%)).
Wiéhle N > 0, so dass die Variable ¢ in keinem der p§ " vorkommt. Da ¢ N -e; € ker(f)

fiir alle j = 1,...,n, existieren qj( ) e A, so dass
e =3 0P,
i=1

Dann folgt fur k € {1,...,n}

z i
Z q; Pk 0 ktN.

Nun betrachte den Ringhomomorphlsmus on : A — Z[tyn], der alle ¢; (fiir i # N) auf 0
sendet und ty auf sich selbst. Durch Anwenden von ¢y auf die obige Identitét folgt

ZSON )on () = 6 o (tn).
~——— ——
= (0) -

Nun bilden wir die Linearkombination dieser Elemente mit Koeffizienten z;. Wir erhalten

m
2 Z on(g; ( ))p szij ktN = zjtN
k=1 =1 k=1
n m
oY ol thN Zpk =0,
k=1 =1
—0

denn P® € ker(f). Also muss zj = 0 sein fiir alle j = 1,...,n. Das wiirde aber f =0
bedeuten. Das ist absurd.

2.9. Nakayamas Lemma.

2.9.1. Sei S = (sij) € Mpxn(A) eine n x n-Matrix mit Eintréigen im Ring A. Wir
definieren

det(S Z sign(o)sy (1) - -+ Snyo(n)

0ESh

genau wie in der Linearen Algebra.
Ferner definieren wir zu S die adjunkte Matrix 24 = (si;) durch s;; = (—1)"*7 det(S(5,1)),
wobei die Matrix S(j,7) aus S durch Streichen der j-ten Zeile und der i-ten Spalte ent-
steht.



22
Lemma 2.9.2 (Cramersche Regel). Sei S € Myxn(A). Dann gilt S35 = 524 =
det(S) - Ey,.

Beweis. Der Beweis aus der Linearen Algebra funktioniert auch iiber beliebigen kom-
mutativen Ringen. U

Lemma 2.9.3 (Determinantentrick). Sei M ein endlich erzeugter A-Modul, sei 1) €
Enda(M) und sei I C A ein Ideal. Falls im(¢p) C IM gilt, so gibt es ein n > 0 und
Elemente a; € I', so dass

YT arp" T a1y + ayidyy = 0.

Beweis. Seien x1,...,xz, Erzeuger von M als A-Modul. Dann ist IM = {Z?:l a;x;
a; € I't. Da im(¢)) C IM, existieren a;; € I, so dass

Y(w) = aiw;.
j=1

Nun betrachte den (kommutativen) Unterring A[¢)] € End 4 (M), der von {aidys | a € A}
und ¢ erzeugt wird. Sei S = (s;5) € Myxn(A[]) die Matrix mit den Eintridgen

Sij = 52]w — aij idM .

Via des injektiven Homomorphismus My, xn(A[¢)]) € Mpxn(Enda(M)) =N Endg(M™)
von nicht notwendig kommutativen Ringen (vgl.[2.7.5|) wird S zu einem Endomorphismus
von M™. Betrachte den Vektor z = (z1,...,z,)" € M"™. Es gilt

n

Z sijxy = P(x) — Z a;;rj =0
j=1

j=1
also S(z) = 0. Damit ist auch
0= (5%48)(z) = (det(S) - E,)(z) = (det(S)(z1),. .., det(S)(zn))T.

Da M von zi,...,x, erzeugt wird, ist det(S) = 0. Andererseits ist det(S) = x(¢),
wobei x(t) € A[t] das charakteristische Polynom der Matrix (a;;) sei. Da a;; € I, liegt
der Koeffizient von t"~* von y in I'. d

Satz 2.9.4. Sei M ein endlich erzeugter A-Modul. Ist I C A ein Ideal mit IM = M,
so existiert ein a € I mit (14 a)M = 0.

Beweis. Sei ¢ = idpr. Wegen ¢y (M) = M C IM diirfen wir Lemma anwenden. Wir
erhalten a; € I*, so dass

idy+aridy +... 4+ apidpyy =0
Definiere a := a1 + ...+ a, € I. Dann ist (14 a)idy, =0, also (1 +a)M = 0. O

Korollar 2.9.5 (Nakayamas Lemma). Sei M ein endlich erzeugter A-Modul und sei
I C Jac(A) ein Ideal. Falls IM = M ist, folgt M = 0.

Beweis. Nach Satz existiert ein a € I, so dass (1+a)M = 0 ist. Da a € Jac(A) ist,
folgt aus Lemma [1.6.10} dass 1 4+ a € A* ist. Also muss M = 0 sein. O
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Korollar 2.9.6. Sei M ein A-Modul, N, N' C M Untermoduln und sei I C A ein Ideal
mit I C Jac(A). Sei N’ endlich erzeugt. Falls M = N + IN' ist, so folgt M = N.

Beweis. Da M = N 4+ IN' C N + N’ C M ist, ist die Komposition N' - M — M/N
surjektiv. Also ist auch M /N ein endlich erzeugter A-Modul. Wir zeigen

I-(M/N)= M/N.
Dazu sei x € M. Es gibt y € N, a; € I und y, € N', so dass x = y + > _ a;y,. Dann ist
v+ N=(y+3,ay)=>,a(y+N)el (M/N).
Wir kénnen Nakayamas Lemma anwenden. Es sagt uns M/N = 0, also M = N. U

Korollar 2.9.7. Sei M ein endlich erzeugter A-Modul, x1,...,x, € M und I C Jac(A)
ein Ideal. Sei m : M — M/IM die Quotientenabbildung. Falls M/IM als A/I-Modul
von w(x1),...,m(xy) erzeugt wird, so erzeugen x1,...,x, bereits M als A-Modul.

Beweis. Da 7(x1),...,m(x,) ein Erzeugendensystem von M/IM als A/I-Modul bilden,
erzeugen sie M /IM auch als A-Modul. Es folgt

(1,...,xn)a +IM = M.
Nun wende Korollar auf N = (z1,...,2,) und N' = M an. O

Bemerkung 2.9.8. Man wendet Korollar sehr oft in folgender Situation an: A ist
ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m, M ist ein endlich erzeugter A-Modul und die
Nebenklassen von z1, ..., z, € M erzeugen M /mM als A/m-Vektorraum. Dann kénnen
wir schlieffen, dass M bereits als A-Modul von x4, ..., z, erzeugt wird.

2.9.9. Sei A der Ring der Keime von stetigen reellwertigen Funktionen an 0 € R. Dann
ist, analog zum Argument aus[I.5.6] A ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m bestehend
aus allen Funktionenkeimen, die an 0 verschwinden. Dann kann man zeigen, dass m?> = m.
Also ist es wirklich notwendig, dass der Modul in Nakayamas Lemma endlich erzeugt
ist.

2.10. Tensorprodukt.
Definition 2.10.1. Seien M, N, P drei A-Moduln. Eine Abbildung A : M x N — P
heifit A-bilinear, falls gilt:

(1) Fiir alle z € M ist N — P, y — h(z,y) eine A-lineare Abbildung.

(2) Fiir alley € N ist M — P, x — h(z,y) eine A-lineare Abbildung.
Proposition 2.10.2. Seien M und N zwei A-Moduln.

(1) Es gibt einen A-Modul T und eine A-bilineare Abbildung h : M x N — T, so
dass es fiir jeden A-Modul P und jede A-bilineare Abbildung g : M x N — P
genau eine A-lineare Abbildung A : T — P so gibt, dass das Diagramm

MxN-—r,T

~

3 A
P

kommutiert.
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(2) Ist (T', 1) ein weiteres Paar, das (1) erfiillt, so existiert genau ein Isomorphis-
mus \: T — T', so dass

kommutiert.

Beweis. (1) Sei D := AMXN) der freie A-Modul mit Basis M x N. Bezeichne das
Basiselement zugehorig zu einem Element (z,y) € M x N mit [z, y]. Elemente
von D sind also (endliche) formale Linearkombinationen » a;[x;, ;] mit a; € A,
x; € M und y; € N. Sei U C D der Untermodul, der erzeugt wird von

lax + a2’ y] — alz,y] — a2, y]
[z, ay + a'y'] - alz,y] — d[2,y]

fir alle a,a’ € A, z,2/ € M und y,y’ € N. Nun definiere T := D/U und
h: M x N — T durch

h(z,y) = [z,y] + U.

Nach Definition des Untermoduls U ist h eine A-bilineare Abbildung. Ist g :
M x N — P eine weitere A-bilineare Abbildung, so sei A : D — P die eindeutig
bestimmte A-lineare Abbildung, fiir die

A[z,y]) = g(z,y)
gilt. Dann ist

Mlax +d'a’,y] — alz,y] — d'[2',y]) = gaz + d'2’,y) — ag(z,y) — a'g'(',y)
=0

N[z, ay + d'y] — alz,y] — d'[z,y]) =0,

denn g ist A-bilinear. Also ist A(U) = 0, weshalb X faktorisiert zu X : D/U — P.
Fiir dieses A gilt Ao h = g.
Es bleibt nachzuweisen, dass A eindeutig ist. Sei dazu p : T — P A-linear mit
poh =g. Dann gilt
A(h(z, ) = p(h(z, y))

fiir alle (z,y) € M x N. Da T aber erzeugt wird von allen Elementen der Form
h(z,y), folgt A = p.

(2) Sei (T7,h') ein weiteres Paar wie in (1). Dann gibt es eindeutig bestimmte A-
lineare Abbildungen A : T'— 7" und X : T/ — T, so dass
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beide kommutieren. Damit machen sowohl ) o A als auch idr das Diagramm

MxN T
K i
T
kommutativ. Es gibt aber nur eine A-lineare Abbildung, die dieses Diagramm

kommutativ macht. Also muss X o A = idy gelten. Genauso folgert man, dass
Ao\ =idg ist. Somit ist A ein Isomorphismus. O

Definition 2.10.3. Ein Paar (7', h) wie in der vorigen Proposition heifit Tensorprodukt
von M und N iiber A. Da es eindeutig bestimmt bis auf einen eindeutigen Isomorphismus
ist, schreiben wir ' = M ® 4 N dafiir.

2.10.4. Seien x € M und y € N. Betrachte die bilineare Abbildung h : M x N —
M ®4 N. Wir schreiben of x ® y fiir das Bild h(x,y), wenn klar ist, dass z ® y als
Element von M ® 4 N aufgefasst werden soll. Elemente der Form z ® y nennt man reine
Tensoren.
Hier ist ein Beispiel dafiir, wie Missversténdnisse dariiber entstehen kénnten. Sei A = Z
und betrachte dariiber die Moduln M = Z, N = Z/27Z und M' =27 C 7. Sei x =2 €
M'CMundy=1¢€N.
e In MRAN=72ZRyz(Z/2Z) gilt zy=201=1®2=110=0.
oeIn M'®s N =2Z®y (Z/2Z) gilt @y = 2® 1 # 0. Man kann tatséchlich
explizit zeigen, dass 2 ® 1 nicht im Untermodul U liegt. Wir werden aber noch
eine elegantere Begriindung sehen, die verwendet, dass 2Z ein freier Z-Modul mit
Basis {2} ist.

2.10.5. Die bilineare Abbildung h : M x N — M ®4 N ist nicht notwendig surjektiv.
Mit anderen Worten, nicht jedes Element von M ®4 N muss ein reiner Tensor sein.
Allerdings erzeugt das Bild von A den A-Modul M ® 4 N. Das Tensorprodukt wird also
von reinen Tensoren aufgespannt.

Bemerkung 2.10.6. Wir werden fast nie die explizite Konstruktion des Tensorprodukts
benutzen sondern nur die definierende universelle Eigenschaft, sowie Eigenschaften, die
daraus folgen.

2.10.7. Gegeben A-Moduln My, ..., M, kann man auch das Tensorprodukt Mi1®4...®4
M,, definieren als A-Modul zusammen mit einer A-multilinearen Abbildung M7 x ... x
M, > M ®4...04 M,.

2.10.8. Seien f: M — N und f': M’ — N’ zwei A-lineare Abbildungen. Dann ist die
Komposition
MxM 25NN 5 Nog N

eine A-bilineare Abbildung. Also induziert sie eine A-lineare Abbildung f ® f': M ®4
M — N®a N'.
Proposition 2.10.9. Seien M, N, P drei A-Moduln. Sei (My)ier eine Familie von A-
Moduln. Es gibt eindeutig bestimmte Isomorphismen:

(1) MRgN > NsMmnmitzQy—yQx
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(2) (Drer Mi) ©a N = @ycr (M @4 N) mit (z): @y = (21 @ y)i

(3)M®A<N®AP) — (M@AN)®AP - M ®4 N ®s P mitx@(y@z) —
(ZRY)Rz—rRYR 2.

(4) Aa M — M mit a® x — ax

firallexe M,y€e N, z€ P, xy € My und a € A.
Beweis. Wir zeigen exemplarisch (2). Wir betrachten die A-bilineare Abbildung

g: (@Mt) x N = @M 04 N), (2),y) = (2 © ).

teT teT
Diese induziert eine eindeutige Abbildung A : (B,cp My) @4 N — @, cr(M; ® 4 N) mit
AM(@e)e @ y) = (21 @ Y)s.
Umgekehrt betrachten wir fiir jedes t € T' die A-lineare Abbildung ¢; ®idy : My @4 N —
(B,cr M) x N. Die universelle Eigenschaft der direkten Summe liefert eine eindeutige
A-lineare Abbildung p : @,cr(M; ®4 N) = (B,cp Mz) x N, so dass

M; @ N —— @yer(M; @4 N)

L tm \L'LL

( @teT Mt) ®aN

kommutiert. Deshalb gilt u((z¢ @ y)¢) = (2¢)¢ @ y. Damit ist

(o N)((@) ®y) = (21): ®y

(Ao p) (@ ®y)e) = (¢ @ Y)r-
Also stimmt po A auf reinen Tensoren mit der Identitét iiberein. Reine Tensoren erzeugen
aber das Tensorprodukt als A-Modul. Also gilt po A = id. Ferner stimmt A o g mit der

Identitét auf Elementen der Form (z; ®y); iiberein. Diese erzeugen aber @, (M;®a N)
als A-Modul. Also folgt auch Aoy = id. O

Korollar 2.10.10. Sei M ein freier A-Modul mit Basis (x¢)icr und N ein freier A Mo-
dul mit Basis (ys)ses- Dann ist M @4 N ein freier A-Modul mit Basis (T¢ @Ys)(t,s)eTxS-

Beweis. BEs gilt M =2 AT) = P,cr A. Also ist
MosN=(Pa)os (Pa)=@P(acs (Pa))=2 @ 4
teT ses teT ses (t,s)€TxS

Via dieses Isomorphismus entspricht der Einheitsvektor e(; ;) dem reinen Tensor z; ®
Ys- O

Proposition 2.10.11 (Tensor-Hom-Adjunktion). Seien M, N, P drei A-Moduln. Dann
ist die Abbildung

P HomA(M ®a N, P) — HOHlA(M,HomA(N, P)),
f > O(f): M — Homy (N, P),
z— flz®_): N —— P,
y— fz®y)
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wohldefiniert und ein Isomorphismus von A-Moduln.

Beweis. Die Wohldefiniertheit und die A-Linearitit sieht man leicht. Definiere eine Ab-
bildung
U : Homa (M, Homu4 (N, P)) — Homa(M ®4 N, P)

wobei fiir ¢ € Hom4 (M, Homy (N, P)) die Abbildung ¥(g) : M ®4 N — P die eindeutig
bestimmte A-lineare Abbildung sei, fiir die

(z,y) — (9(2))(y)
MxN —P

=

M® A N
kommutiert. Dann ist

(T(@())N(z@y) = (¥())(2)(y) = (flzo_))y) = flzey)
(@(¥(9)))(x) = (T(9)(z ®_) = g(x)
und damit sind ® und ¥ zueinander invers. g
2.10.12. Der Adjunktionsisomorphismus & ist natiirlich in folgendem Sinne: seien f :

M — M,g: N — N und h : P — P’ Homomorphismen. Dann kommutiert das
Diagramm

Hom (M’ @4 N', P) —=— Hom(M’, Hom(N', P))

| J

Homy (M ®4 N, P') ——— Homyu (M, Homyu (N, P')).

Bemerkung 2.10.13. Proposition [2.10.11] bedeutet in kategorieller Sprache, dass die
Funktoren _ ®4 N und Homu4(N,_) (in dieser Reihenfolge!) ein adjungiertes Paar von
Funktoren bilden.

2.10.14. Seien f : M — M’ und g : M’ — M" A-lineare Abbildungen und sei N ein
A-Modul. Dann ist (go f) ®idy = (¢ ® idy) o (f ® idw).
2.11. Flache Moduln.

Definition 2.11.1. Sei I C Z ein Intervall (d.h. fir alled,j € Tund k € Zmiti < k < j
gelte k € I). Seien (M;);er eine Familie von A-Moduln und fiir jedes i € I mit i +1 € I
seien f; : M; — M;+1 Homomorphismen. Sei i € I, so dass ¢ — 1,9+ 1 € I sind. Man
sagt, die Sequenz ((M;);, (f;);) sei exakt an i, wenn

im f; 1 = ker f;

gilt. Die Sequenz heiflt exakt, wenn sie exakt an jedem ¢ € I mit ¢ — 1,7+ 1 € [ ist.

Beispiel 2.11.2. (1) Die Sequenz 0 — M Iy N st genau dann exakt, wenn f
injektiv ist.

(2) Die Sequenz M LN S 0st genau dann exakt, wenn f surjektiv ist.
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(3) Die Sequenz 0 — M LN P 0ist genau dann exakt, wenn f injektiv, g
surjektiv und im f = ker g gelten. Eine solche Sequenz nennt man kurze exakte
Sequenz.

Proposition 2.11.3 (Linksexaktheit von Hom).

(1) Sei M, , My EEN M3z — 0 eine exakte Sequenz von A-Moduln und sei N ein

A-Modul. Dann ist die Sequenz
0 s Homa(Ms, N) 22 Homu(Ma, N) 75 Homu(My, N)

ezakt.
(2) Sei 0 — Ny 9% Ny 5 Ny eine exakte Sequenz von A-Moduln und sei M ein
A-Modul. Dann ist die Sequenz

0 — Hom (M, N1) 2<% Homu (M, Ny) 222 Hom (M, N3)
exakt.
Beweis. Ubung. O
Proposition 2.11.4 (Reflektion von Exaktheit). Se:
*) N 2 Ny B Ny
eine Sequenz von A-Moduln. Dann gilt:
(1) Ist
Hom 4 (M, N1) 2 Homa(M, No) 25 Hom 4 (M, N3)
exakt fir alle A-Moduln M, so ist (ﬂ) exakt.
(2) Ist
Hom (N3, P) 22 Homa(Na, P) 2 Homy (N, P)
exakt fiir alle A-Moduln P, so ist (@ exakt.
Beweis. Wir zeigen nur die zweite Aussage, die erste beweist man dual dazu. Zeige
zunéchst go 0 g1 = 0. Dazu wihlen wir P = N3 und betrachte f = id € Hom4 (N3, N3).
Da gj o g5 = 0, folgt
0=giogy(id) = gao g1
Nun beweisen wir ker go C im g;. Wegen der Exaktheit der Hom-Sequenz existiert fiir
jedes h: No — P mit hog; = 0ein f : N3 — P, so dass h = fogs, also als kommutatives

Diagramm
P
2
Ny 2 Ny

g1 o
>N3

Nun wéhle P = cokerg; und h : No — coker g; die Quotientenabbildung. Dann gilt
natiirlich h o g1 = 0, also gibt es ein f : N3 — coker gy mit h = f o gs. Betrachte das
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kommutative Diagramm

ker go > Ny h s coker g1
5%
N3
Dann ist hot = f oggoi =0, und deshalb ker g C im g;. g

Proposition 2.11.5 (Rechtsexaktheit des Tensorprodukts). Sei My f—1> Mo f—2> Ms — 0
eine exakte Sequenz von A-Moduln und sei N ein A-Modul. Dann ist die Sequenz

Myoa N 29 vn @4 N 299 o N0

exakt.

Beweis. Sei P ein A-Modul. Betrachte das Diagramm

0 — Hom(Ms, Hom(N, P)) —%5 Hom(Ms, Hom(N, P)) —'s Hom(M,, Hom(N, P))

E |= E

0 — Hom(M; ® N, P) 22V gom, o N, P) L9V gom(M, @ N, P)

Die obere Sequenz ist nach Proposition [2.11.3(1) exakt. Also auch die untere. Da P
beliebig war, ist nach Proposition [2.11.4)2) auch die Sequenz M; @ N — My @ N —
M3 ® N — 0 exakt. O

2.11.6. Auch wenn f : M — N injektiv ist, muss f ® idp : M ® 4 P — N ®4 P nicht
notwendig injektiv sein. Sei dafiir A ein Ring und a € A kein Nullteiler und keine Einheit.
Dann ist die A-lineare Abbildung f : A — A, = — ax injektiv. Fiir jeden A-Modul P
kommutiert

AgaP 19 Ag, P

Lk

P— P
T —— azw

Wihlen wir also P = A/(a), soist f ®id =0. Da a ¢ A* ist aber A®4 P = A/(a) # 0.

Definition 2.11.7. Ein A-Modul P heifit flach, wenn fiir jede injektive A-lineare Ab-
bildung f: M — N auch f®id: M ®4 P — N ®4 P injektiv ist.

Beispiel 2.11.8. Beispiele und Nicht-Beispiele.
(1) Freie Moduln sind flach. (Ubung.)
(2) Seia € A\ A* kein Nullteiler. Dann ist A/(a) nicht flach als A-Modul.
(3) Seia € Aidempotent und a ¢ {0,1}. Dann ist A/(a) flach als A-Modul. (Ubung.)

Proposition 2.11.9. Fir einen A-Modul P sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) P ist flach.
(2) Fiir jede kurze exakte Sequenz 0 — M' — M — M" — 0 von A-Moduln ist die
Sequenz 0 — M' @4 P — M @4 P — M" @4 P — 0 exakt.
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(3) Fiir jede exakte Sequenz ... — M;—y — M; — M;11 — ... von A-Moduln
(indiziert iber ein Intervall I C 7)) ist die Sequenz ... — M;—1 @4 P — M; ®4
P— M1 ®4 P — ... exakt.

Beweis. Die Implikationen ,,(3) = (2)“ und ,,(2) = (1) sind jeweils offensichtlich. Auch
»(1) = (2)“ ist klar wegen der Rechtsexaktheit des Tensorprodukts. Wir zeigen ,,(1) =
(3)“. Betrachte die Sequenz in i. Wir haben ein kommutatives Diagramm

0 0
\ /

im f;
N / l
fi ” i+1
l /

coim f;_1
0
0 / 0

Da die horizontale Sequenz exakt ist, ist auch die Diagonale eine exakte Sequenz. Ferner
sind die beiden vertikalen Sequenzen exakt. Betrachte nun das kommutative Diagramm
nach Tensorieren mit P:

0 0
v
fz) ®AP
i—1®id
M1 @4 P ——— Jiot M®APWM1+1®AP

7r®1dl /
fz 1 ®id

(coim fi—1) ®a P
/ ¥
0 0

Die diagonale Sequenz und die beiden vertikalen Sequenzen sind jeweils exakt, da P flach
ist, bzw. wegen der Rechtsexaktheit. Nun betrachte die beiden Dreiecke im Diagramm.
Da 7 ® id surjektiv ist und ¢ ® id injektiv ist, folgen

im(fi-1 ®id) = im(f;_; ®id)
ker(f; @ id) = ker(f; ® id).

Das beweist die Exaktheit der horizontalen Sequenz im tensorierten Diagramm. U
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3. ALGEBREN
Im gesamten Kapitel sei A ein Ring.
3.1. Grundbegriffe.

Definition 3.1.1. Sei A ein Ring. Eine A-Algebra ist ein Paar bestehend aus einem
Ring B und einem Ringhomomorphismus ¢ : A — B.

Bemerkung 3.1.2. Statt (B, ¢) schreiben wir fiir eine A-Algebra kurz B; falls wir
A — B schreiben, meinen wir damit den Ringhomomorphismus, der zur A-Algebra B
dazugehort.

3.1.3. Ist B eine A-Algebra und C eine B-Algebra, so wird C' eine A-Algebra via A —
B—C.

3.1.4. Jeder Ring A ist auf eindeutige Weise eine Z-Algebra.

3.1.5. Ist B eine A-Algebra, so ist 4B ein A-Modul und die Ringmultiplikation - :
B x B — B eine A-bilineare Abbildung. Ist umgekehrt B ein A-Modulund - : BxB — B
eine A-bilineare Abbildung, mit der B zu einem Ring wird, so ist A — B,a+ a -1 ein
Ringhomomorphismus, sprich B eine A-Algebra.

Definition 3.1.6. Seien B = (B,¢p) und C = (C,¢c) zwei A-Algebren. Ein A-
Algebrenhomomorphismus f : B — C ist ein Ringhomomorphismus, fiir den das Dia-
gramm

B—1 ¢
W’}X %c
A
kommutiert.

Definition 3.1.7. Sei B eine A-Algebra. Eine A-Unteralgebra ist ein Unterring B’ C B,
der das Bild von A — B enthilt.

Beispiel 3.1.8. Der Polynomring A[t] ist eine A-Algebra via A — A[t], a — a - 1. Sei
B eine A-Algebra und sei b € B. Dann ist die Auswertungsabbildung evy, : A[t] — B ein
A-Algebrenhomomorphismus.

3.1.9. Sei S eine Menge. Wihle Unbestimmte ts fiir s € S und betrachte den Po-
lynomring A[(ts)ses]. Dieser besitzt die folgende universelle Eigenschaft: fiir jede A-
Algebra B und jede Familie (bs)ses € B° von Elementen von B existiert genau ein
A-Algebrenhomomorphismus

eV(bS)S : A[(ts)SES] — B
der t; auf bs abbildet fiir alle s € S. Das Bild von ev(p,), st eine A-Unteralgebra und
wird mit A[(bs)ses]| bezeichnet.

Definition 3.1.10. Sei B eine A-Algebra. Man nennt eine Familie (bs)scs € B ein
Erzeugendensystem von B als A-Algebra, wenn A[(bs)ses] = B ist. Wir sagen B ist
endlich erzeugt als A-Algebra, wenn B ein endliches Erzeugendensystem besitzt.
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Definition 3.1.11. Sei B eine A-Algebra. Falls 4B endlich erzeugt als A-Modul ist, so
nennt man B eine endliche A-Algebra.

3.1.12. Sei B eine A-Algebra. Ist B eine endliche A-Algebra, so ist B eine endlich
erzeugte A-Algebra. Die Umkehrung ist aber im Allgemeinen nicht richtig.

Lemma 3.1.13. Sei B eine A-Algebra und N ein B-Modul. Ist N endlich erzeugt als
B-Modul und B eine endliche A-Algebra, so ist AN ein endlich erzeugter A-Modul.

Beweis. Sei y1,...,y, ein Erzeugendensystem von N iiber B und x1, ..., %, ein Erzeu-
gendensystem von 4B als A-Modul. Dann ist (2;y;);; ein Erzeugendensystem von 4N
als A-Modul. O

3.1.14. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Sei X C A" eine affine algebraische
Varietdt. Das heifit es gibt f1,..., fin € klt1,...,tn] mit X = V(f1,..., fm) (manche
Autoren fordern auch, dass X irreduzibel ist; das mochte ich hier nicht tun). Der Ring
A(X) der reguldren Funktionen auf X ist isomorph zu

AX) =Kt ta]/V (1 fm)-

Somit ist A(X) eine endlich erzeugte reduzierte k-Algebra. Ist umgekehrt A eine re-
duzierte endlich erzeugte k-Algebra, so finden wir einen surjektiven Homomorphismus
Elt1,...,tn] — A. Sei I der Kern. Dann ist X = V(I) C A" eine affine Varietét mit
Koordinatenring A(X) & A.

Sei nun Y C A™ eine weitere affine Varietét. Ist f : X — Y eine regulire Abbildung, so
ist durch f*: A(Y) — A(X), h+— ho f ein k-Algebrenhomomorphismus definiert. Um-
gekehrt existiert zu jedem k-Algebrenhomomorphismus ¢ : A(Y) — A(X) eine eindeutig
bestimmte regulire Abbildung f, so dass ¢ = f* ist. Wir haben also eine Bijektion

{f: X =Y fregular} — {¢: A(Y) — A(X) | ¢ k-Algebrenhomomorphismus}.
3.2. Skalarerweiterung.

3.2.1. Sei M ein A-Modul und sei B eine A-Algebra. Fixiere b’ € B und betrachte die
A-bilineare Abbildung Bx M — B®4 M, die (b, z) auf (b'b) ® x abbildet. Dann erhalten
wir eine lineare Abbildung my : B®4 M — B ®4 M mit my (z) = (V') ® x. Definiere

m:BXxB®Ra M — B®a M, (b',y) = my ().

Mit dieser Abbildung wird B ® 4 M zu einem B-Modul.
Wir weisen examplarisch das Axiom (M.4) nach. Seien ¥',0” € Bund y € B®4 M. Wir
zeigen

m(b”,m(,y)) = m(d"V,y).
oder dquivalent

my (my (y)) = mimy ().
Da my» o my und myry beide A-linear sind, diirfen wir annehmen, dass y ein reiner
Tensor ist, also y = b® x mit b € B und x € M. Dann ist
my (mb/(b ® CC)) = (b/,(b/b)) ® xr = ((b/,b,)b) ® xTr = mb"b’(b ® l‘)

Definition 3.2.2. Der B-Modul B ® 4 M heif3t die Skalarerweiterung von M nach B.
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3.2.3. Sei f : M — M’ eine A-lineare Abbildung. Dann ist idg ®f : BAM — B® 4 M’
eine B-lineare Abbildung.
Da idg ® f eine A-lineare Abbildung ist, reicht es reine Tensoren zu betrachten. Sei also
VeBundy=b®x € B®4 M. Dann ist

(idp@f)(V - (b@ ) = ([dp @f)((t'd) @ x) = (') @ f(z)

V-(dpef)(b@z) =V (b® f(z)) = ('b) ® f(z).

Ist g : M’ — M" eine weitere A-lineare Abbildung, so folgt (idp ®g) o (idp®f) =
idp®(g o f).
Proposition 3.2.4 (Adjunktion von Erweiterung und Restriktion der Skalare). Seien
B eine A-Algebra, M ein A-Modul und N ein B-Modul.

(1) Sei f: M — sN eine A-lineare Abbildung. Dann existiert genau eine B-lineare
Abbildung fp: B®4 M — N, so dass fp(b® x) = bf(x) ist fir alle b € B und
xeM.

(2) Die Abbildungen

Homp(B ®4 M,N) —2 Homy (M, 4N)
g d(g) : M —— AN
x— g(l®x)

Homp(B ®4 M, N) +~— Homu (M, 4N)
fB="9(f) L f

sind wohldefinierte, zueinander inverse Isomorphismen von A-Moduln.

Beweis.

(1) Die Abbildung fp entsteht als die eindeutig bestimmte A-lineare Abbildung, die
das Diagramm

(b, ) —— bf(x)
BxM ——— N

| 7

B®AM

kommutieren ldsst. Damit gilt fp(b ® z) = bf(z). Wie in kann man nach-
priifen, dass fp tatséchlich B-linear ist.

(2) Die Wohldefniniertheit von ® folgt aus der A-Linearitit von g(1 ® _). Die A-
Linearitdt von ® und V¥ ist leicht nachzurechnen. Wir zeigen, dass die Abbil-
dungen zueinander invers sind. Sei f € Homu(M, 4N) und sei z € M. Dann

18t
(@(W(N)(x) = ((fB))(x) = f(1®z) = f(x).
Sei g € Homp(B®4 M, N). Da g und ¥(®(g)) beide insbesondere A-linear sind,
reicht es die Gleichheit auf reinen Tensoren zu priifen. Seien b € B und x € M.
(U(@(g))b@r)=T(g(le _))(ber)=by(l®r)=gbe ),
wobei die letzte Gleichheit aus der B-Linearitdt von g folgt. 0
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Lemma 3.2.5. Seien B eine A-Algebra, M ein A-Modul und N ein B-Modul.
(1) N ® 4 M wird zu einem B-Modul via der eindeutig bestimmten Abbildung B x
NAM— NQqg M mit
(b,y ®az) — (by) @4 .
(2) Es gibt einen eindeutig bestimmten Isomorphismus N @4 M — N ®@p (B®4 M),
der y@apz—yp (1 ®4 ) abbildet.

Beweis.

(1) Genauso wie in
(2) Seip: N@aM — N®p(B®4 M) die eindeutig bestimmte A-lineare Abbildung

aus dem kommutativen Diagramm
(y7 Q}) — (f% 17 .%')
NxXM ——— NxBxM

l
l \NT(BmM)
l

N@s M --%5 Nog (B®y M)

Beachte, dass die Diagonale im obigen Diagramm eine A-bilineare Abbildung ist.
Es gilt o(y ®42) =y ®p (1 ®4 ).

Sei umgekehrt y € N. Sei ¢, : B ®a M — N ®4 M die eindeutig bestimmte
A-lineare Abbildung mit ¢, (b ®4 z) = (by) ®4 «. Die Abbildung

NXxB®@aM—N®aM, (y,2) = y(2)

ist B-bilinear (nachrechnen!). Damit existiert genau eine B-lineare Abbildung
Y : N (B®aM)— N®y M, so dass

Yy ®p (b@ax)) = (by) @4 .

Wir zeigen, dass ¢ und 1 zueinander invers sind. Wieder reicht es das auf reinen
Tensoren zu testen.

Wop)y®ax) =1(y®p (1@a7))
=yQazx
(Y oi)(y @B (b®ax)) = ¢((by) ®a )
= (by) @ (1®4a )
=y®p (b-(1®a2))
=y®p (b®a ).
(Beachte, dass ¢ als Inverses von ¢ automatisch B-linear ist.) U

Korollar 3.2.6. Seien B eine A-Algebra, C eine B-Algebra und M ein A-Modul. Dann
existiert genau ein Isomorphismus von C-Moduln

CRsaM—CRp(B®aM)
mit c® x — c® (1 @) fir alle c € C und x € M.
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Beweis. Wende an. Rechne nach, dass der Isomorphismus C-linear ist. O

Proposition 3.2.7. Seien B eine A-Algebra, M ein A-Modul und (P) eine der folgenden
Eigenschaften:

o frei

e endlich erzeugt

e endlich prisentiert
e flach

Falls M als A-Modul die Eigenschaft (P) erfiillt, so erfillt B®4 M die Eigenschaft (P)
als B-Modul.

Beweis. Ubung. g

Lemma 3.2.8. Sei I C A ein Ideal. Sei M ein A-Modul. Dann gibt es genau einen
Isomorphismus von A/I-Moduln

AJT @7 M — M/IM
der (a + 1) ® x auf ax + IM abbildet.

Beweis. Ubung. g

3.3. Tensorprodukt von Algebren.

Lemma 3.3.1. Seien B und C A-Algebren.

(1) Es gibt eine eindeutig bestimmte A-bilineare Abbildung m : B4 C x By C —
B®4C, sodass (b@c, b/ @) — b @ cc.

(2) (B®4 C,+,m) ist ein Ring (mit1=1®1).

(3) Die Abbildungen B — B®4C, b—b®1 und C — B®4 C, ¢ — 1® c sind
Ringhomomorphismen.

(4) Das Diagramm

A——— B

| |

C —— By C

kommutiert. Mit anderen Worten, die beiden A-Algebrenstrukturen auf B ®4 C
stimmen tberein.
(5) Ist D ein weiterer Ring und

|

Q—
U<TUZJ
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ein kommutatives Diagramm von Ringhomomorphismen, so existiert genau ein
Ringhomomorphismus X\ : B ®4 C — D, so dass das folgende Diagramm kom-
mutaliv ist:

Beweis.

(1) Fixiere (b,c¢) € B x C. Dann ist Bx C — B®4 C, (V/,d) — bb' ® cc eine A-
bilineare Abbildung. Sie liefert eine A-lineare Abbildung ¢, ) : B&AC — BaC
mit @) (b @¢') = b @ cc’. Nun existiert genau eine A-lineare Abbildung ¢, die
das Diagramm

(b,c) > Pbye)
B x(C —— Homy(B®s C,B®4 C)

B®AC/

kommutativ macht, denn die Zuordnung (b,c) + ¢ ist eine A-bilineare Ab-
bildung. Betrachte die Tensor-Hom-Adjunktion

Homy (B ®4 C,Homy (B ®4 C,B®4 C)) %} Homu((B®4 C)®4 (B®agC),B®aC)

und definiere m als die Komposition

(BoaC)x (BoAC) = (BoAC) o4 (BoaC) 22 BayC.

Nach Definition von ¥ ist
mb@c, b @)= (pb@c))(V @) = ppol @) =0 cc.

(2) Da m A-bilinear ist, reicht es die Ringaxiome auf reinen Tensoren zu testen. Die
folgen dann leicht mit den Rechenregeln fiir das Tensorprodukt.

(3) Klar mit (1) und (2).

(4) Firace Agilt a®a1l=0a-(1®41) =1®4 a. Das beweist die Kommutativitét.

(5) Zur Existenz von A. Da die Abbildung B x C — D definiert durch (b,c) —
f(b)g(c) A-bilinear ist, erhalten wir eine A-lineare Abbildung A : B®4 C — D
mit A(b®4 ¢) = f(b)g(c). Wir iiberpriifen, ob A ein Ringhomomorphismus ist;
dafiir geniigt es wieder reine Tensoren zu betrachten. Es gilt

MOb®e) - (V' ad)) =MbY @cd)
— J()g(cc)
= f(b)g(c)f()g(c)
—Ab® A & ).
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Ferner ist A(1® 1) = f(1)g(1) = 1.
Zur Eindeutigkeit. Sei N : B®4 C — D ein weiterer Ringhomomorphismus, der
das Diagramm kommutativ macht. Dann gilt

Nb@c)=XN((b®1) (1xc)
=Nbeo1)N(1®c)

= f(b)g(c)

=Ab®c).
Die beiden A-linearen Abbildungen A und A stimmen also auf reinen Tensoren
iiberein. Daraus folgt A = \'. O

Beispiel 3.3.2. Sei B cine A-Algebra und sei C' = AJt]. Es gilt B ®4 A[t] = B]t]. Das
sieht man daran, dass B[t] die universelle Eigenschaft aus Lemma [3.3.1](5) erfiillt.

Beispiel 3.3.3. Hier noch zwei konkrete Beispiele:

(1) C®r C = C x C mit der Produkt-Ringstruktur.
(2) Sei k = Fy(t) der Funktionenkérper und K = k(1/t). Das ist eine rein inseparable
Erweiterung vom Grad 2. Es gilt K @, K = K[z]/(x?).

3.3.4. Sei B eine A-Algebra und sei I C A ein Ideal. Der Isomorphismus
A/I®s B — B/IB

von A/I-Moduln aus Lemma der (a + 1) ® b — ab + IB abbildet, ist auch ein
Isomorphismus von Ringen.

3.3.5. Sind B und C endlich erzeugte A-Algebren, so ist B ® 4 C endlich erzeugt als
A-Algebra und somit auch als B- und als C-Algebra.

3.3.6. Wir diskutieren noch die geometrische Bedeutung des Tensorprodukts von Alge-
bren. Das Tensorprodukt ist ein Push-out in der Kategorie der Ringe. Das gleiche gilt in
der Kategorie der endlich erzeugten k-Algebren. Das sollte also einem Pull-back in der
Kategorie der affinen Varietéiten entsprechen. Allerdings sind Tensorprodukte von Inte-
gritdtsbereichen im Allgemeinen nicht mehr reduziert. Das zeigt eine Unzulénglichkeit
der Kategorie der (affinen) Variedten und ist ein Grund, warum man Schemata braucht.
Hier ein konkretes Beispiel zur Illustration. Sei k = C. Sei X = A? und sei A = A(X) =
Clt1,ta]. Sei Y = V(t2) mit Koordinatenring B = A(Y) = C[t1, t2]/(t2) und sei Z =
V(tz — t?) mit Koordinatenring C = A(Z) = Clt1,t2]/(t2 — t?). Sowohl B als auch C
sind Integritétsbereiche; beide sind isomorph zum Polynomring. Aber

B®aC 2 Clty,ta]/(ta,ta — 1) = Clt1]/ (1),

was nicht reduziert ist.

Geometrisch berechnen wir hier den Durchschnitt von Y, der t;-Achse, mit Z, der Pa-
rabel ty = t7, in der affinen Ebene X. Dieser Durchschnitt besteht mengentheoretisch
nur aus dem Nullpunkt. Die Anschauung sagt uns allerdings, dass dieser Schnittpunkt
die Multiplizitat 2 haben sollte, was sich im Tensorprodukt niederschlagt.
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4. LOKALISIERUNG

Im gesamten Kapitel sei A ein Ring.

4.1. Lokalisierung von Ringen.

Definition 4.1.1. Eine Teilmenge S C A heifit multiplikative Teilmenge, wenn
(1) 1€ 5,
(2) ab € S fiir alle a,b € S.

Proposition 4.1.2. Sei S C A eine multiplikative Teilmenge.

(1) Es existiert ein Ring L zusammen mit einem Ringhomomorphismus A : A — L
mit folgender universeller Figenschaft.
o \(S)C L*.
e Fiir jeden Ring B und jeden Ringhomomorphismus f: A — B mit f(S) C
B* gibt es genau einen Ringhomomorphismus p: L — B, so dass

A2

B
kommutiert.

(2) Ist (L', \') ein weiteres Paar mit der obigen universellen Eigenschaft, so gibt es
genau einen Isomorphismus u: L — L' mit po X = N.

Beweis. Wir zeigen nur die Existenz. Die Eindeutigkeit von (L, \) bis auf einen eindeu-
tigen Isomorphismus folgt mit dem Standard-Argument fiir universelle Konstruktionen.
Betrachte S x A. Definiere darauf folgende Relation: (s,a) ~ (t,b), falls es ein u € S so
gibt, dass

u(ta — sb) = 0.

Das ist eine Aquivalenzrelation. Wir weisen dafiir die Transitivitiit nach. Gelte (r,a) ~
(s,b) und (s,b) ~ (t,c). Dann existieren u, v mit

usa = urb vth = vsc.
Wir mulitplizieren die Gleichungen mit vt bzw. ur und erhalten
uvsta = uvrtb = uvsrc.

Dabher gilt (r,a) ~ (t,c¢). Wir definieren L := (S x A)/ ~. Die Aquivalenzklasse von (s, a)
bezeichnen wir mit a/s. Wir definieren darauf die Operationen + und - durch

a b_ita—i-sb a 9 ab

s T st st st
Diese Operationen sind wohldefiniert und L wird mit ihnen ein Ring; es gilt 1 = 1/1.
Die Abbildung A : A — L definiert durch A(a) := a/1 ist ein Ringhomomorphismus. Fiir
seSist A\(s) =s/1e€L*, dal/s-s/1=11ist.Ist f: A— B ein Ringhomomorphismus
mit f(S) € BX, so definieren wir 4 : L — B durch p(a/s) := f(a)f(s)~!. So ist p
wohldefiniert und ein Ringhomomorphismus. Es gilt o A = f. U
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Definition 4.1.3. Sei S C A eine multiplikative Teilmenge. Ein Paar (L, \) wie in der
obigen Proposition heifit Lokalisierung von A an S. Da es eindeutig bestimmt bis auf
eindeutigen Isomorphismus ist, schreiben wir L =: S~1A.

4.1.4. Seia € A und s € S. Genau dann ist a/s = 0 in S~ A, wenn es ein u € S gibt,
so dass ua = 0 in A.

4.1.5. In S!A gilt folgende Kiirzungsregel: Seien s,¢t € S und a@ € A. Dann ist a/s =
(ta)/(ts).
4.1.6. Aus der Konstruktion in Proposition folgt leicht:

(1) Genau dann ist S™'A =0, wenn 0 € S.

(2) Genau dann ist A — S~'A injektiv, wenn S keine Nullteiler enthlt. (Hierbei
gelte in einem Ring mit 1 # 0 auch 0 als ein Nullteiler.)

(3) Genau dann ist A — S~!A bijektiv, wenn S C A*.

4.1.7. Sei p ein Primideal von A. Dann ist S := (A \ p) eine multiplikative Teilmenge.
Die Lokalisierung S~ A bezeichnen wir mit A,. Ist A ein Integritétsbereich, so ist (0) ein
Primideal. Die Lokalisierung Ay =: Q(A) ist ein Korper, denn jedes Element a/s # 0
ist invertierbar. Man nennt Q(A) den Quotientenkérper von A.

4.1.8. Sei f € A. Dann ist S := {f" | n € Z>¢} eine multiplikative Teilmenge. Wir
bezeichnen die Lokalisierung S~ A mit A[f~']; eine andere géingige Notation ist Ay.

4.2. Idealkorrespondenz.

Lemma 4.2.1. Sei S C A eine multiplikative Teilmenge.
(1) Sei I C A ein Ideal. Dann gelten

I'S‘lA:{%\ael,seS}
(I-S'A)NT={acA|FuecS: uacl}

Insbesondere ist genau dann I - S7'A = (1), wenn I NS # ().

(2) Sei J C STYA ein Ideal. Dann ist (JNA)-S™1A=J.

(3) Seip ein Primideal von A mit p NS = 0. Dann ist p - S~'A ein Primideal von
S7'A und (p-S~tA)NA=p.

(4) Sei q ein Primideal von S~'A. Dann ist (qNA)NS = 0.

(5) Die Abbildungen

{p € Spec(A) | pNS =0} +— Spec(S~1A)
p p-S71A
qnA 'q

wohldefinierte, inklusionserhaltende, zueinander inverse Bijektionen.

Beweis.
(1) Zeige I - S7'A={a/s|acl,seS}=:J.
Zu ,C“: Offensichtlich ist A(1) C J. Aulerdem sieht man leicht, dass J ein Ideal
ist. Also gilt I-S7tA = (A(I)) C J.
Zu ,O“ Fira€ I und s € Sist a/s = (1/s)-(a/1) € (\(I)) =1-S~ 1A,
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(4)
()

Nun zeigen wir (I - S7'A)NA={a€ A|Jue S: ua € I} = I Dazu sei
a € A. Genau dann ist a € (I - S7'A)N A, wenn a/1 € I - S~ A. Das ist aber
dquivalent zur Existenz von b € I und s € S, so dass

a b

1 S
und diese Gleichung bedeutet per Definition die Existenz von ¢t € S, so dass
t(sa —b) = 0. Also

(I-S'A)NA={acA|FbelstcS: t(sa—b)=0}

Fiir a € I -5~ 'A und solche b, s,t ist also tsa = tb € I; mit u = ts sieht man
also a € I'. Ist umgekehrt a € I’ und u € S mit ua € I, so wihlen wir b = ua,
s =w und t = 1. Mit diesen Wahlen gilt ¢(sa — b) = 0.

Wir wissen bereits, dass (J N A) - S'A C J gilt. Wir zeigen die umgekehrte
Inklusion. Sei ¢ € J und schreibe ¢ = a/s mit a € A und s € S. Dann ist

a s a
T=2"ey

1 1s
also ist @ € J N A. Aussage (1) liefert dann ¢ = a/s € (JNA)- S7LA.

Wir beweisen, dass p-S~!A ein Primideal ist. Dazu seien ¢,d € S~1A\ (p-S~1A).
Schreibe ¢ = a/s und d = b/t fiir a,b € A und s,t € S. Aus (1) folgt a,b € A\ p.
Damit ist ab ¢ p. Angenommen (ab)/(st) € p- S~1A. Dann gibe es e € p und

u € S mit
ab e
st ou
Dann gébe es ein v € S, so dass vuab = vste € p. Da ab ¢ p, wiirde daraus
vu € p folgen. Aber das ist ein Widerspruch zu p NS = 0.
Nun zeigen wir (p-S~1A)NA C p. (Beachte, dass die umgekehrte Inklusion schon
bekannt ist.) Fiir ein Element a € (p-S~1A4) N A existiert nach (1) ein u € S, so
dass ua € p. Da pN S = () ist, muss dann a € p gelten.
Fiir ein q € Spec(S71A) ist (N A) NS = (), denn sonst wiire ein Element der
Form s/1 mit s € S enthalten in q. Solche Elemente sind aber Einheiten.

Folgt aus den vorigen Aussagen. O

4.2.2. Sei p ein Primideal. Fiir ein Primideal p’ von A gilt genau dann p’' N (A \ p) = 0,
wenn p’ C p. Deshalb erhalten wir inklusionserhaltende Bijektionen

{p’ € Spec(A) | p’ C p} «—— Spec(4y)
p' p'- Ay
qn A 1 q

Das beweist, dass A, ein lokaler Ring mit maximalem Ideal p - A, ist.

4.2.3. Sei f € A. Fiir ein Primideal p von A gilt genau dann pN {1, f, f?,...} = 0, wenn
f ¢ p. Damit erhalten wir inklusionserhaltende Bijektionen

{p € Spec(A) | f ¢ p} +— Spec(A[f~'])
p p-Alf
q M A i q
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4.2.4. Diese beiden Lokalisierungen haben eine geometrische Bedeutung. Zuerst zur
Lokalisierung A[f~1].

Sei X C A" eine affine Varietét iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k. Sei
A = A(X) der Koordinatenring und sei f € A. Fiir eine beliebige (Zariski-)offene Teil-
menge U definiert man die Menge der reguléren Funktionen &x (U) als Funktionen der
Form (g|y)/(hly), wobei g,h € A mit 0 ¢ h(U) sind. Diese Ringe (Ox(U))y formen,
zusammen mit den Einschrénkungen reguldrer Funktionen eine Garbe von k-Algebren.
Die Menge

D(f) :=={z € X | f(x) # 0}

ist eine offene Teilmenge von X. Eine solche Menge heifit offene Hauptmenge von X.
Die offenen Hauptmengen formen eine Basis der Zariski-Topologie; fiir jede offene Menge
U C X existieren fi,..., fm € A, so dass U = J"; D(f;).

Wir bestimmen nun Oy (D(f)). Fiir ein h € A ist die Bedingung 0 ¢ h(D(f)) dquivalent
dazu, dass es ein n > 0 gibt, so dass f™ € (h). (Hierfiir benstigt man Hilberts Nullstel-
lensatz, den wir noch nicht formuliert haben.) Damit sieht man

4.3. Lokalisierung von Moduln.

4.3.1. Sei S C A eine multiplikative Teilmenge und M ein A-Modul. Definiere auf S x M
die Relation (s,z) ~ (t,y), falls es ein u € S so gibt, dass u(tz — sy) = 0. Das ist eine
Aquivalenzrelation. Definiere S™'M := (S x M)/ ~ und bezeichne die Aquivalenzklasse
von (s, x) mit x/s.

Die Menge S™'M wird zu einem S~'A-Modul via

v,y _trtsy @y ._ 9
st st st st
Ist f: M — M’ eine A-lineare Abbildung, so ist S~'f : S™'M — S~ M’ definiert durch
S—l E = f(l‘)
(s =1"

wohldefiniert und S~!A-linear. Ist g : M’ — M" eine weitere A-lineare Abbildung, so
ist S (gof)=(S""g)o(S7'f).

4.3.2. Fir z € M und s € S gilt wieder genau dann z/s = 0, wenn ein v € S mit
uz = 0 existiert. Ferner gilt wider die Kiirzungsregel (tz)/(ts) = x/s fir t € S.

Proposition 4.3.3. Sei S C A eine multiplikative Teilmenge und M ein A-Modul.
Dann existiert genau ein Isomorphismus von S~ A-Moduln ST'A® 4 M — S™'M, so
dass (a/s) @ x — (ax)/s gilt. Ist f : M — N eine A-lineare Abbildung, so kommutiert

S MA@y M 29 g140, N

I I

—1 S_lf -1
S M ——— ST'N.
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Beweis. Wir betrachten die A-lineare Abbildung ¢ im Diagramm

(42) —— =

s? s

STTAXxM — S 'Mm

S—1A QKa M
Diese Abbildung ist S~!A-linear und die einzige Abbildung mit ¢((a/s) ® z) = (az)/s.

Offensichtlich ist ¢ surjektiv. Um die Injektivitdt zu zeigen, beweisen wir zuerst, dass
sich jedes z € ™A ®4 M schreiben lisst als

z2=—-QRx
S

mit s € S und x € M. Wir wissen, dass z von der Form ) (a;/s;) ® x; ist fiir a; € A,
s; € S und x; € M. Definiere s := [[, s; und ¢; := H#i s;. Dann ist

a;t; 1 1
Z:Z ;z®$i=Zg®aitifEi=;®(Zaitil‘i)
3 (3 7

Sei nun z = (1/s) ® z € ST'A®4 M mit ¢(z) = 0. Dann ist 0 = x/s, also existiert ein
u € § mit uxr = 0. Dann folgt

1 U
0=—Qur=—Qr=-Qx ==z

us us S

Die Natiirlichkeit des Isomorphismus rechnet man mit der expliziten Beschreibung leicht
nach. O

Proposition 4.3.4. Sei S C A eine multiplikative Teilmenge. Dann ist S™'A flach als
A-Modul.

Beweis. Wir verwenden die vorige Proposition. Sei f : M — N eine injektive A-lineare
Abbildung. Wir zeigen, dass S~™1f injektiv ist. Sei x/s € S™IM mit 0 = (S71f)(z/s) =
f(z)/s. Dann existiert ein u € S, so dass uf(z) = 0, also ist uzx € ker(f) = 0. Damit ist
xz/s=0. O

Korollar 4.3.5. Seien M',M" C M zwei A-Untermoduln. Wir identifizieren S—1M’
und STIM" mit ST A-Untermoduln von S~ M. Dann gelten

(1) Sfl(M/ —I—M”) — S—lM/ 4 S—lM//

(2) STYM'nM")=S"TM' nS~tM"

(3) STY(M/M") = S~ tM/S™I M’
Beweis. Ubung. g

Lemma 4.3.6. Seien M und N zwei A-Moduln. Dann existiert genau ein Isomorphis-
mus

S_lM ®g-14 S_lN — S_l(M XA N)
von STLA-Moduln, der x/s @ y/t auf (x @y)/(st) abbildet.
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Beweis. Es existieren Isomorphismen von S~!A-Moduln
STIM g1, S IN=2STIM®g14(STA®4 N)
~ S M ®4 N
> (ST'A®a M)®4 N
~ S 'A® (M ®4N)
>~ S~1(M @4 N)

(verwende dabei Proposition und Lemma [3.2.5). Unter der Komposition dieser
Isomorphismen werden reine Tensoren wie gewiinscht abgebildet. O

4.4. Lokal-Global-Prinzipien.

Proposition 4.4.1. Fir einen A-Modul M sind dquivalent:

(1) M =0,

(2) M, =0 fir alle p € Spec(A),

(3) My =0 fiir alle m € Max(A).
Beweis. Die Implikationen ,,(1) = (2)* und ,,(2) = (3)“ sind klar. Es bleibt ,,(3) = (1)«
zu zeigen. Angenommen M # 0. Dann wahle ein z € M\ {0}. Es folgt Ann(z) # (1), also

gibt es ein maximales Ideal m von A, das Ann(z) enthélt. Nach Annahme ist My, = 0, also
existiert ein s € A\ m mit sx = 0. Dann ist aber s € Ann(z) C m. Ein Widerspruch. O

Korollar 4.4.2. Sei f: M — N eine A-lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:
(1) f ist injektiv/surjektiv,
(2) fp: My — Ny ist injektiv/surjektiv fiir alle p € Spec(A),
(3) fm: My — Ny ist injektiv/surjektiv fir alle m € Max(A).

Beweis. Die Implikation ,,(1) = (2)“ folgt aus der Flachheit von A, als A-Modul. ,,(2)
= (3)“ ist klar. Zeige ,,(3) = (1)“. Betrachte die exakte Sequenz

0— ker(f) = M 5N coker(f) — 0.
Da Ay, ein flacher A-Modul ist, ist auch

0= (ker(f))m — M 2™ N — (coker(f))m — 0

exakt, d.h. ker(fm) = (ker(f))m und coker(fm) = (coker(f))m. Ist nun fu injektiv (bzw.
surjektiv), so gilt also (ker(f))m = 0 (bzw. (coker(f))m = 0). Aus Proposition [4.4.1] folgt
ker(f) = 0 (bzw. coker(f) = 0). O

Korollar 4.4.3. Sei M ein A-Modul. Dann sind dquivalent:

(1) M st ein flacher A-Modul,

(2) M, ist ein flacher A-Modul fiir alle p € Spec(A),
(2°) M, ist ein flacher Ap-Modul fir alle p € Spec(A),
(8) My ist ein flacher A-Modul fir alle m € Max(A),
(3°) My, ist ein flacher Am-Modul fiir alle m € Max(A).

Beweis. Ubung. O
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4.5. Lokalisierung von Algebren.

4.5.1. Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus (also B eine A-Algebra). Sei S C A
eine multiplikative Teilmenge. Als A-Modul ist

S 'B~ s '4xw, B.

Via dieses Isomorphismus erhilt S~!B eine B-Algebrenstruktur. Bezeichne den Ringho-
momorphismus mit g : B — S™!B.

Andererseits ist f(S) C B eine multiplikative Teilmenge. Es gilt g(f(S)) C (S7!B)*,
denn fir s € S ist g(f(s)) = f(s)/1 und

1p
1a

:]_:

fls) 1
1 s
weil s+ 15 = f(s) - 1p = f(s) nach Definition. Demnach gibt es genau einen Ringhomo-
morphismus ¢ mit

Es gilt p(b/f(s)) =b/s.

Ferner bildet der Ringhomomorphismus A EIy 3N f(S)™1B Elemente aus S auf Ein-
heiten ab. Also erhalten wir einen eindeutigen Ringhomomorphismus S~'4 — f(S)~'B
mit a/s — f(a)/f(s). Damit kommutiert

(nachrechnen!).

Lemma 4.5.2. Der Homomorphismus ¢ : f(S)™'B — S™'B ist ein Isomorphismus
von ST1A-Algebren.

Beweis. Nutze die explizite Beschreibung aus Die Surjektivitit ist damit offen-
sichtlich. Zur Injektivitit. Sei x = b/f(s) € f(S)™'B mit 0 = ¢(z) = b/s. Also existiert
ein u € S mit 0 = ub = f(u)b. Also ist b/f(s) =0 in f(S)"'B. O

Proposition 4.5.3 (Vertauschung von Lokalisierung und Quotientenbildung). Sei S C
A eine multiplikative Teilmenge und I C A ein Ideal mit INS = 0. Seiw: A — A/l
die Quotientenabbildung. Dann existiert genau ein Isomorphismus S~tA/I - S71A —
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7(S)"Y(A/I), so dass das Diagramm

S—1A AT

| e |
S1A/T-S71A = 7(S)"1(A/I)

kommutiert.

Beweis. Es gilt mithilfe von [4.5.1] und [3.3.4]
m(S) N A/D) =S AT = S A0, (A/T) =S TA/T- S A

Diese Isomorphismen sind Isomorphismen von A-Algebren. Also kommutiert der duflere
Teil des Diagramms. Die Eindeutigkeit dieses Isomorphismus folgt aus der Surjektivitét
der Quotientenabbildung. Die Kommutativitdt mit den beiden inneren Pfeilen folgt aus
den universellen Eigenschaften von Lokalisierung bzw. Quotientenbildung. O

Korollar 4.5.4. Seip ein Primideal von A. Dann gilt Ay /p-Ap = Q(A/p) als A-Algebren
(und auch als Ap-, bzw. A/p-Algebren).

4.5.5. Wir bezeichnen den Korper Q(A/p) = Ap/p - Ay auch mit x(p).
Lemma 4.5.6. Sei B eine A-Algebra und S C A eine multiplikative Teilmenge. Dann
sind
{q € Spec(B) | (qNA)NS =0} — Spec(S~!B)
qr » q-S7'B
q NB < i q

wohldefinierte, inklusionserhaltende, zueinander inverse Bijektionen.
Beweis. Wir haben Bijektionen
Spec(S™1B) = Spec(f(S)™'B)
— {q € Spec(B) | a N f(S) = 0}
und die Bedingung q N f(S) = 0 ist dquivalent zu (qN A) NS = 0. O
Korollar 4.5.7. Sei p ein Primideal von A und sei B eine A-Algebra. Dann sind
{q € Spec(B) [N A =p} = Spec(B @4 K (p))

qr > - (B®a k(p))
q/lmB | q//

wohldefinierte, inklusionserhaltende, zueinander inverse Bijektionen.
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Beweis. Wir haben Isomorphismen
B®ak(p) = B®a(Ap/p-Ap)
= (B®a Ap) @4, (Ap/p - Ayp)
=Bp/p- By
und deshalb erhalten wir Bijektionen
Spec(B @4 k(p)) = Spec(By/p - By)
— {q' € Spec(By) | 4 2 p- By}
= {4’ € Spec(By) | 4’ N A 2 p}
= {q € Spec(B) | qnADpund qN A C p}.
d

4.5.8. Das vorige Korollar besagt, dass die Faser der Abbildung Spec(B) — Spec(A) im
Punkt p mit Spec(B ®4 k(p)) identifiziert werden kann.

Fiir Morphismen von Varietdten hat das folgende Bedeutung. Sei k ein algebraisch ab-
geschlossener Korper. Sei X C A" mit Koordinatenring B := A(X) und ¥ C A™
mit A := A(Y). Sei f : X — Y eine reguldre Abbildung. Diese entspricht einem k-
Algebrenhomomorphismus ¢ = f* : A — B. Sei y € Y und sei m = m, C A das
entsprechende maximale Ideal. Dann ist kK(m) = A/m und B ®4 k(m) = B/mB. Maxi-
male Ideale von B/mB entsprechen genau maximalen Idealen n von B mit nN A = m.

Sei x € X und sei n = m; € Max(B). Genau dann ist n N A = m, wenn f(z) = y ist.
Also entsprechen die maximalen Ideale von B/mB genau der mengentheoretischen Faser
).

Allerdings enthélt die k-Algebra B/mB noch mehr Informationen. Sei X = Y = Al
Sei f: Al — Al gegeben durch f(x) = 22. Der entsprechende Ringhomomorphismus ist
gegeben durch ¢ : A = C[t] — C[s] = B mit op(t) = s%. Betrachte die Punkte yo = 0 und
y1 = 1, sowie ihre maximalen Ideale m; = (¢t — y;). Es gilt

C[s/(s*) i =

B/miB3 = Cls] @y Clt)/ (¢ = ) = Clsl/(s* — y:) = {CM (8 -1 =CxC -1

Im Fall i = 1 entsprechen die maximalen Ideale (s — 1) und (s + 1) von B/m;B genau
den beiden Urbildern 1 und —1.

Im Fall i« = 0 gibt es nur ein maximales Ideal (s), es entspricht dem einzigen Urbild 0.
Allerdings kodiert die Algebra C[s]/(s?), dass es sich hierbei auch um einen kritischen
Punkt von f handelt.

4.6. Induktive Limiten.

Definition 4.6.1. Eine gerichtete Menge ist eine Menge I zusammen mit einer binéren
Relation < auf I, die reflexiv und transitiv ist und so dass fiir alle 7,5 € [ ein k € [
existiert mit ¢ < k£ und j < k.

Definition 4.6.2. Sei (I, <) eine gerichtete Menge. Ein induktives System indiziert iiber
I von A-Moduln besteht aus einer Familie (M;);e; von A-Moduln, sowie einer Familie
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(¢ij)i<; von A-linearen Abbildungen
Pij : M; — Mj
fiir alle 2,5 € I mit ¢ < j.

Definition 4.6.3. Sei (I, <) eine gerichtete Menge und sei ((M;);, (¢ij)i<;) ein indukti-
ves System von A-Moduln. Ein induktiver Limes dieses induktiven Systems ist ein Modul
M zusammen mit A-linearen Abbildungen ¢; : M; — M, so dass folgende universelle
Eigenschaft gilt:

e Fiir alle ¢ < j kommutiert das Diagramm

M, — 25 M

A 2
M;

e Ist N ein A-Modul und sind ¥; : M; — N A-lineare Abbildungen, so dass ; =
Yjpi; gilt fiir alle ¢ < j, so existiert genau eine A-lineare Abbildung pv: M — N,
so dass

M; —2 s M

N
N

fiir jedes ¢ € I kommutiert.
Wir bezeichnen den induktiven Limes, im Falle seiner Existenz, mit ligi6 s M;.

Bemerkung 4.6.4. Man kann den Begriffe induktives System und induktiver Limes
iiber jeder Kategorie definieren (allerdings miissen diese Limiten nicht immer existieren).
Insbesondere machen der Begriff induktiver Limes in der Kategorie der Ringe, bzw. A-
Algebren Sinn.

4.6.5. Falls I ein grofites Element oo besitzt, so ist liglie] M; = M.

Proposition 4.6.6. Jedes induktive System ((M;)i, (ij)i<j) von A-Moduln besitzt einen
induktiven Limes. Der induktive Limes ist eindeutig bestimmt bis auf eindeutige Isomor-
phie.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt mit dem iiblichen Beweis fiir die Eindeutigkeit univer-
seller Konstruktionen.
Zur Existenz. Definiere auf der (mengentheoretischen) disjunkten Vereinigung | |;; M;
folgende Aquivalenzrelation: fiir z € M; und y € M; sei x ~ y, falls es ein k € I mit
i < kund j <k so gibt, dass pi(x) = ¢ji(y). (Fiir die Transitivitét brauchen wir, dass
die Menge gerichtet ist.) Sei

M= (| ]0g)/ ~.

i€l
Darauf definieren wir eine Addition + : M x M — M, indem wir fiir s, € M Re-
priasentanten x € M; und y € M; wihlen. Sei nun k£ € I, so dass ¢ < k und j < k. Dann
definieren wir s 4 t als die Aquivalenzklasse von o (z) + ©jk(y). Diese Definition ist
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unabhéngig von der Wahl der Reprisentanten. Die skalare Multiplikation wird ebenfalls
reprisentantenweise definiert.

Die Abbildung ¢; : M; — Uje ;M; — M is eine A-lineare Abbildung. Da fiir jedes
x € M; insbesondere x ~ ;;(z) gilt, folgt ¢; = ¢; o ¢;j, wann immer i < j.

Nun sei N ein A-Modul und (¢;); eine Familie von A-linearen Abbildungen v; : M; — N,
so dass 1; = 1j o p;;. Sei s € M. Wir wihlen einen Représentanten x € M; von s (das
heifit p;(x) = s) und definieren pu(s) := ¥;(z). Ist & ~ y, also pip(x) = @;r(y) fiir ein
keI mit i, j <k, so gilt

Vi(@) = Yi(pin()) = Ye(@i(y) = ¥;(y).
Also erhalten wir auf diese Art eine wohldefinierte Abbildung p : M — N, so dass
1o p; = 1;. Man priift leicht nach, dass u A-linear ist.
Sei schlieBlich 4/ : M — N eine weitere A-lineare Abbildung, so dass p’' o ¢; = ;.
Da jedes s € M einen Reprisentanten x € M; hat, also s = ¢;(z) gilt, folgt daraus

() = i) = u(s). 0

4.6.7. Sei ((Bj)icr, (pij)i<j) ein induktives System von A-Algebren, d.h. alle B; sind A-
Algebren und alle ¢;; sind A-Algebrenhomomorphismen. Dann erhalten wir insbesondere
ein induktives System von A-Moduln. Betrachte den induktiven Limes
= lim B;
i€l

dieses induktiven Systems von A-Moduln. Darauf kénnen wir, wieder repréisentanten-
weise, eine Multiplikation definieren. Diese Multiplikation ist A-bilinear und macht B
zu einem Ring. Also ist B eine A-Algebra. Ferner werden damit die Abbildungen ¢; :
B; — B zu A-Algebrenhomomorphismen. Ist C' eine weitere A-Algebra und sind v; :
B; — C Homomorphismen von A-Algebren, so dass 1; = 1j o p;; (alle i < j), so ist die
induzierte A-lineare Abbildung i : B — C' auch ein Ringhomomorphismus. Damit ist B
ein induktiver Limes in der Kategorie der A-Algebren.

4.6.8. Die Konstruktion des direkten Limes li B; (es ist hier unerheblich, ob es
ein direkter Limes von A-Algebren oder von A- I\Eoduln ist) liefert, dass es fiir jedes
SelﬂieIB ein j € I und ein b € B; mit

s = ¢;(b)
gibt.
Ferner liefert die Konstruktion, dass fiir b € B; genau dann ¢;(b) = 0 in lim. _ B; ist,
. .o . . iel
wenn es ein k£ > j gibt mit ¢;;(b) = 0 in By.

Beispiel 4.6.9. Sei U C C eine offene Teilmenge in der euklidischen Topologie. Sei
Oc(U) der Ring der holomorphen Funktionen f : U — C. Ist U C V C C eine weitere
offene Teilmenge, so erhalten wir einen C-Algebrenhomomorphismus ry, : Oc(V) —
Oc(U) durch f — flu.
Nun sei x € C fest und betrachte die Menge 4l aller offenen Umgebungen von z. Darauf
definieren wir die Ordnung V' < U durch V 2 U. Damit wird i, zu einer gerichteten
Menge. Es gilt

liﬂ ﬁ(C(U) = ﬁ@,a:y

Uely
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der Ring der Keime holomorpher Funktionen an x. Das liegt daran, dass ein Keim per
Definition eine Aquivalenzklasse in | |;;c Oc(U) ist; die Addition und Multiplikation
stimmen ebenfalls iiberein.

4.6.10. Sei p ein Primideal von A. Definiere auf der Menge A \ p folgende Relation.
Wir schreiben f < g, wenn f ein Teiler von g ist. In diesem Fall ist ¢ = hf fiir ein
h € A. Dann ist (hf)/1 € A[g~1]%, also auch f/1 € Alg~!]*. Das liefert einen A-
Algebrenhomomorphismus ¢¢, : A[f~!] — A[g~!]. Es gilt

(#)-an
Ho\gm) T gy

fir a € A und n € Z>p. Somit entsteht ein induktives System. Wir kénnen daher den
Limes

limy A[f "]
feA\p
bilden. Fiir g € A\ p sei ¢, : A[g~!] — ligfeA\pA[f’l] der natiirliche A-Algebrenhomo-
morphismus.

o . . . . . . . 71 ~
Proposition 4.6.11. Sei p ein Primideal. Dann gilt h_n>nf6A\pA[f ] = Ay als A-
Algebren.

Beweis. Betrachte die Abbildung A — A,. Unter dieser Abbildung wird f € A\ p

auf eine Einheit abgebildet. Demnach erhalten wir einen A-Algebrenhomomorphismus

Y A[f Y = Ap. Es gilt ¢r(a/(f)) = a/(f"). Die universelle Eigenschaft des direkten
. . . . . . L1 _1

Lmées liefert einen eindeutigen A-Algebrenhomomorphismus ¥ : h%m fe A\pA[ 7] = A,

so dass

-1 Pg . ~1
'y
AP

Yy

kommutiert fiir alle g € A\ p. Zeige, dass ¥ bijektiv ist. Zur Injektivitdt. Sei = €
@feA\pA[f_l], so dass ¢(x) = 0. Es existieren g € A\ p, a € A und n € Z>0, so dass

. a
.’,U—QDg 97 .

Dann gilt 0 = ¥4(a/(9")) = a/(¢g") in Ap. Also gibt es ein h € A\ p mit ha = 0. Dann
gilt auch gh"*la = 0, also ist
a h™a
coat <g) gy
in A[(gh)™1]. Damit ist

o) < (2)) (2

Nun zur Surjektivitét. Sei y € A,. Dann gibt es a € A und g € A\ p mit y = a/g. Dann
ist y = 1g(a/g) = ¥(pg(a/g)). O
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4.6.12. Zur geometrischen Bedeutung der Lokalisierung an einem Primideal.
Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei X C A" eine affine Varietét. Sei
A = A(X)und sei z € X. Dem Punkt entspricht ein maximales Ideal m C A. Analog zum
Ring der Keime holomorpher Funktionen definiert man den Ring der Keime regulérer
Funktionen an z als
Ox ¢ = hﬂ Ox(U).
Ueidy
Da es fiir jede offene Umgebung U von z ein f € A\ m mit D(f) C U gibt, folgt
Oxe™ lmy Ox(D(f)= lm A[f7] = Ay
feA\m feA\m
mit Proposition
Fiir ein Primideal p von A gibt es auch eine geometrische Beschreibung der Lokalisierung.
Sei Z := V(p), eine irreduzible abgeschlossene nicht-leere Teilmenge von X. Es gilt
Ap = lim A[f7Y.
feA\p
Fiir f € A gilt genau dann f € A\ p, wenn D(f) N Z # (. Damit ist
Ay = hﬂ Ox(U)
UNZ#)
(da Z irreduzibel ist, ist das ein induktives System). Diesen Ring bezeichnen wir mit
Ox ny- Er besteht aus Aquivalenzklassen [a,U] von Quotienten a = (g|y)/(h|y) von
Funktionen g, h € A und offenen Teilmengen U C X mit U N Z # (.
Ist X selbst irreduzibel, so ist Ox ), = Q(A). Dieser Korper heifit der Funktionenkérper
von X.
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5. GANZE RINGERWEITERUNGEN
Im gesamten Kapitel sei A ein Ring und B eine A-Algebra.
5.1. Ganzheit.

Definition 5.1.1. Ein Polynom p € A[t] der Form p(t) = " + a1t" ! + ... + a,, nennt
man normiert.

Definition 5.1.2. (1) Ein Element b € B heifit ganz iiber A, wenn es ein normiertes
Polynom p € A[t] gibt mit p(b) = 0. Eine Gleichung der Form p(b) = 0 nennen
wir eine ganze Gleichung fiir b.

(2) Die Menge A := {b € B | b ganz iiber A} heifit der ganze Abschluss von A in B.

(3) B heifit ganz iiber A, wenn A = B ist, sprich wenn jedes b € B ganz iiber A ist.

(4) A heiBt ganz abgeschlossen in B, wenn A = im(A — B) ist.

(5) Ein Integrititsbereich A heifit normal, wenn A ganz abgeschlossen in seinem
Quotientenkorper Q(A) ist.

Definition 5.1.3. Wir nennen B eine Ringerweiterung von A, wenn A — B injektiv
ist.

Bemerkung 5.1.4. Oft findet man den Begriff Ganzheit nur fiir Ringerweiterungen
definiert. Gemafl unserer Definition sind surjektive Ringhomomorphismen immer ganz.
AuBerdem gilt fiir einen beliebigen Ringhomomorphismus A — B mit C' := im(4 — B),
dass C' C B eine Ringerweiterung ist und b € B genau dann ganz iiber A ist, wenn b
ganz iiber C ist. (Vergleiche Lemma[5.1.9])

Beispiel 5.1.5. Sei A =7 und B = Q. Sei b = r/s mit 7, s € Z teilerfremd. Angenom-
men b ist ganz {iber Z. Dann gibt es eine Relation

r\n ryn—1
()" (5) e =0
S S

oder dquivalent

™4 ar” s+ . a,s" =0
Damit ist s ein Teiler von r™ und deshalb s = +1 wegen der Teilerfremdheit. So folgt
b € Z. Wir haben gezeigt, dass Z normal ist.

5.1.6. Ist K C L eine Korpererweiterung, so ist offensichtlich b € L genau dann ganz
iiber K, wenn b algebraisch tiber K ist.

Lemma 5.1.7 (Division mit Rest durch normierte Polynome). Seip € A[t] ein normier-
tes Polynom. Fir jedes q € Alt] existieren eindeutig bestimmte c,r € A[t] mit ¢ = cp+r
und deg(r) < deg(p).

Beweis. Ist deg(q) < deg(p), so ist ¢ = 0 und r = ¢ geeignet. Ist deg(q) > deg(p) und
a € A der Leitkoeffizient von g, so ist deg(q—ap) < deg(q). Wir erhalten die Behauptung
also induktiv. ([l

Lemma 5.1.8. Sei b € B. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) b ist ganz iber A.
(2) A[b] ist eine endliche A-Algebra
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(3) Es gibt eine endliche A-Unteralgebra C C B mit b € C.

Beweis. Zu ,,(1) = (2)“: Sei p € A[t] normiert mit p(b) = 0. Sei n := deg p der Grad von
p. Da p normiert ist gilt nach Lemma [5.1.7

Alb] = {q(b) [ ¢ € Alt]}
= {r(0) | r € Alt], deg(r) <n}
= (1,0,0%,...,0" 4
Zu ,(2) = (3)“: Klar.
Zu ,,(3) = (1)“: Betrachte den A-linearen Endomorphismus ¢ : C' — C gegeben durch

¥ (c) = be. Da C ein endlich erzeugter A-Modul ist, existieren nach dem Determinanten-
trick [2.9.3] (mit I = A) Elemente ay,...,a, € A mit

"+ a4+ apide = 0.
Diesen Endomorphismus werten wir an 1 € C' aus und erhalten
'+ a4 . +a, =0,
also eine ganze Gleichung fiir b. O

Lemma 5.1.9. Sei C eine B-Algebra.

(1) Falls C' eine endliche A-Algebra ist, so ist C eine endliche B-Algebra.
(2) Ist c € C ganz iiber A, so ist ¢ ganz iber B.
(8) Falls C' eine ganze A-Algebra ist, so ist C' eine ganze B-Algebra.

Beweis.

(1) Klar.

(2) Sei f : A[t] — B]t] der durch A — B induzierte A-Algebrenhomomorphismus.
Beachte, dass fiir ein normiertes Polynom p € A[t] auch f(p) normiert ist. Damit
folgt leicht die Behauptung.

(3) Folgt aus (2). O

Lemma 5.1.10. Sei C eine B-Algebra.

(1) Falls B eine endliche A-Algebra ist und C' eine endliche B-Algebra, so ist C eine
endliche A-Algebra.

(2) Falls B eine ganze A-Algebra ist und C eine ganze B-Algebra, so ist C eine
ganze A-Algebra.

Beweis.

(1) Folgt sofort aus|3.1.13

(2) Sei ¢ € C. Dann existieren by, ..., b, mit ¢ +b1c" 1 +...+b, = 0 Betrachte die
A-Unteralgebra A[by,...,b,] C B. Dariiber ist ¢ ganz. Also ist A[by,...,by][c|
eine endliche A[by,...,b,]-Algebra. Da alle b; ganz iiber A sind, ist b; auch
ganz iiber A[b,...,bi—1] (mit Lemma [5.1.9). So sehen wir induktiv mit (1),
dass A[by, ..., by] eine endliche A-Algebra ist. Demnach sind

A—)A[bl,...,bn] — A[bl,...,bn][c]
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beides endliche A-Algebren. Es folgt mit (1), dass A[by,...,by][c] eine endliche

A-Unteralgebra von C' ist, die ¢ enthélt. Aus Lemma folgt, dass ¢ ganz iiber

A ist. ]
Proposition 5.1.11. Fiir eine A-Algebra B sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) B ist eine endlich erzeugte ganze A-Algebra.
(2) Es gibt by,...,b, € B ganz iiber A mit B = A[by, ..., by].
(3) B ist eine endliche A-Algebra.

Beweis. Zu (1) = (2)“: Klar.
Zu ,(2) = (3)“: Insbesondere ist b; ganz iiber A[bi,...,b;—1] (Lemma|5.1.9). Somit sind
nach Lemma alle folgenden Ringhomomorphismen ganz:

A— A[bl] - A[bl,bg] c...C A[bl,...,bn] =B
Nach der Transitivitdt von Ganzheit (Lemma [5.1.10(2)) ist dann auch A — B ganz.
Zu ,(3) = (1)“: Folgt aus Lemma O

Korollar 5.1.12. Der ganze Abschluss A von A in B ist eine A-Unteralgebra von B.

Beweis. Seien b,/ € B ganz iiber A. Dann ist A[b, V'] eine endliche A-Algebra nach
Proposition [5.1.11] Da b+ b und bb’ in A[b, V] enthalten sind, sind auch b + b und bb’
ganz iiber A. O
Lemma 5.1.13. Sei B eine ganze A-Algebra.

(1) Ist J C B ein Ideal, so ist A/(JNA) — B/J ganz.

(2) Ist S C A eine multiplikative Teilmenge, so ist S~'A — S™1B ganz.
Beweis.

(1) Betrachte das Diagramm
A ganz B

l lganz

AJ(JNA) —— BJJ

Dann ist auch A — B/J ganz nach Lemma Aus Lemma folgt, dass
A/(JNA) — B/J ganz ist.

(2) Sei ¢ =b/s € ST'B. Fiir b existieren ay, ...,a, € A, so dass b +a1b" ' + ... +
an = 0 ist. Dann ist aber auch

0:() +a1<> +.. 4
s s \ s s
und das ist eine ganze Gleichung fiir b/s iiber S~ A. g

5.2. Going-Up.

Definition 5.2.1. Sei B eine A-Algebra.

(1) Wir sagen A — B erfiillt die Lying-Over-Eigenschaft, wenn es fiir jedes Primideal
p € Spec(A) ein q € Spec(B) mit qN A = p gibt.
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(2) Wir sagen A — B erfiillt die Going-Up-Eigenschaft, wenn es fiir je zwei Primidea-
le p1,p2 € Spec(A) mit p; C p2 und jedes Primideal q; € Spec(B) mit q1NA = p;
ein qo € Spec(B) existiert mit q; C g2 und g2 N A = py. Wir veranschaulichen
das in folgendem Diagramm:

B gi € dg2

[

A p1 C po

Lemma 5.2.2. Sei A — B eine ganze Ringerweiterung und sei B ein Integrititsbereich.
Genau dann ist B ein Korper, wenn A ein Kdrper ist.

Beweis. Wir nehmen ohne Einschrinkung an A C B sei ein Unterring.
Zu ,=“: Sei a € A\ {0}. Dann existiert ein b € B mit ab = 1. Da b ganz iiber A ist,

existieren aq,...,a, € A mit
n
n 2 : n—i
b" = aib
i=1

Dann ist

n
b=a"""0"=> aig" V" cA
i=1

—qi—1

und damit a € A*.

Zu ,<=“: Sei b € B\ {0}. Wegen der Ganzheit existiert ein normiertes Polynom p € A[t]
mit p(b) = 0. Wihle p so dass deg(p) minimal ist. Schreibe p(t) = tq(t) + a mit a € A
und ¢ € A[t]. Da ¢ normiert ist und deg(q) < deg(p), folgt g(b) # 0. Daher ist

a=—b-q)#0

denn B ist ein Integritétsbereich. Somit ist b - ¢(b) € A* C B* und daher auch b €
B*. g

Beispiel 5.2.3. Sei k ein Korper. Die Ringerweiterung k C k[t]/(t?) ist ganz, aber
k[t]/(t?) ist kein Integrititsbereich.

Korollar 5.2.4. Sei B eine ganze A-Algebra und sei q € Spec(B). Ganau dann ist g
ein mazximales Ideal von B, wenn q N A ein mazimales Ideal von A ist.

Beweis. Nach Lemma [5.1.13ist A/(q N A) — B/q ganz. Da qN A = ker(A — B/q) ist,
ist A/(gN A) — B/q auflerdem injektiv. Dann liefert Lemma die Behauptung. O

Proposition 5.2.5. Sei B eine ganze A-Algebra. Seien q1,q2 € Spec(B) mit q1 C qq.
Falls qu N A=qaN A, so folgt q1 = qo.

Beweis. Sei p :=q; N A= q2N A und betrachte das Diagramm
A ganz B

L

Ap > By
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Nach Lemma [5.1.13|ist B, eine ganze A,-Algebra. Definiere ¢} := q; - By fiir ¢ = 1,2.
Es gilt q; N f(A\ p) = 0. (Angenommen b € g; N f(A\ p), so giibe es ein a € A\ p mit
b= f(a). Dann wire a € g; N A =p.) Da B, = f(A\ p) "' B ist, folgt aus Lemmam7
dass q},q5 € Spec(By). Es gilt
(@NA)NA=(;NB)NA=gNA=p
also folgt aus Lemma q; N A, =p- A, € Max(4,). Aus Korollar schlielen
wir, dass g, g5 € Max(By). Da aber q} C g4 ist, muss q} = g gelten. Wiederum unter
Ausnutzung der Idealkorrespondenz (Lemma [4.2.1]) folgern wir
©=qNB=aNB=aq.
O

Satz 5.2.6 (Lying-Over). Sei A < B eine ganze Ringerweiterung. Dann erfillt sie die
Lying-Over-Eigenschaft|5.2.1|(1).
Beweis. Sei p € Spec(A). Sei f: A — B. Betrachte wieder

f

A gz B

I

Ay —— By

Da 0 ¢ f(A\p) (wegen der Injektivitat von f), ist By # 0. Also gibt es ein maximales
Ideal n von By. Da B, eine ganze A,-Algebra ist, ist n N A, € Max(A,) wegen Korollar
Aber A, ist ein lokaler Ring, somit ist nN A, = p - Ay. Wir definieren q :=n N B.
Dann ist
gNA=mNB)NA=mnNA,)NA=(p-4)NA=p.

]
Satz 5.2.7 (Going-Up). Sei B eine ganze A-Algebra. Dann erfillt A — B die Going-
Up-FEigenschaft|5.2.1(2).

Beweis. Seien p1,pa € Spec(A) mit p; C po und q; € Spec(B) mit q; N A = p;. Betrachte

ganz

A B

J |

A/py —— B/q

Wir erhalten eine ganze Ringerweiterung A/p; < B/q; (Lemma[5.1.13]). Darauf wenden
wir Lying-Over an. Fiir das Primideal ps - A/p1 = p2/p1 existiert ein Primideal g} €
Spec(B/q1), so dass g5, N (A/p1) = p2/p1. Sei

02 :=qyN B = (B — B/a1)~ (d3).
Dann ist q; € g2 und aulerdem gilt
@NA=(NB)NA=(g5NA/p)NA=(p2/p1) NA=p>
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5.3. Going-Down.

Definition 5.3.1. Sei B eine A-Algebra. Wir sagen A — B erfillt die Going-Down-
Figenschaft, wenn es fiir je zwei Primideale p1,ps € Spec(A) mit p; C po und jedes
Primideal q2 € Spec(B) mit g2 N A = po ein q; € Spec(B) existiert mit q; C g2 und
q1 N A = py. Wir veranschaulichen das in folgendem Diagramm:

B dg1 € g2

1]

A P S po

Definition 5.3.2. Sei [ ein Ideal von A. Ein Element b € B heifit ganz iiber I, wenn es
ein Polynom p € A[t] der Form p(t) = t" + a;t" ' + ...+ a, mit ay,...,a, € I gibt mit
p(b) = 0.

Lemma 5.3.3. Sei [ C A ein Ideal und sei b € B. Sei A der ganze Abschluss von A in
B. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) b ist ganz diber I.

(2) be VI-A.

Beweis. Zu ,(1) = (2)“: Sei b € B ganz iiber I. Insbesondere ist b € A. Es gibt
a,...,ap €I mit b =a " ' +...+a, €I-A Dannist b e VI-A.
Zu ,(2) = (1)*:Dab € VI - Aexistiert einn > 0 mit b € I-A. Alsogibt es a1, ...,a, € [
und c1,...,c. € A mit

" = aic1 + ...+ apcp.
Da ¢p,...,¢ ganz iiber A sind ist C' := Alcy, ..., c,] eine endliche A-Algebra (Lemma
, sprich ein endlich erzeugter A-Modul. Wir betrachten den A-linearen Endomor-
phismus ¢ : C — C definiert durch ¢ (c) = b"c. Es gilt dann im(y)) = "C C IC. Nach
Lemma [2.9.3] existieren a1, ..., am € I, so dass

Y™+ o™ L+ =0,
Anwenden auf 1 € C' liefert
b 4+ b =0
was eine ganze Gleichung fiir b mit Koeflfizienten in I ist. O

Lemma 5.3.4. Seien

A C B eine Ringerweiterung,

B ein Integritdtsbereich,

A normal,

K := Q(A) der Quotientenkdrper,
I C A ein Ideal,

b € B ganz diber I.

Ferner sei my(t) = t" + ayt" ' + ... + a, € K[t] das Minimalpolynom von b diber K.
Dann gilt a1, ...,an € VI.
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Beweis. Sei L | K eine Korpererweiterung iiber der my, zerfillt in my(t) = (t—y1) ... (t—
Yn). Da b ganz iiber I ist, existiert ein normiertes Polynom f € A[t] mit Koeffizienten in
I (auBler dem Leitkoeffizienten), so dass f(b) = 0. Dann ist f ein Vielfaches von m; und
damit ist f(y;) = O fiir i = 1,...,n. Also sind auch y1,...,y, ganz iiber I. Sei A der
ganze Abschluss von A4 in L. Nach Lemma[5.3.3| (mit ,B = L*) sind y1,...,y, € VI - A.

Damit ist
ak:(—l)k Z yil...yikE\/I-Z
1<i1<..<ig<n

also sind aq,...,a, € K ganz iiber I. Da A normal ist, stimmt A mit seinem ganzen
Abschluss in K {iberein. Nun wenden wir noch einmal Lemma an (dieses Mal mit
,B = K*). Es folgt ai,...,a, € VI. O

Lemma 5.3.5. Sei B eine A-Algebra und sei p € Spec(A). Genau dann existiert ein
q € Spec(B) mit qN A =p, wenn (p- B)NA=1p gilt.

Beweis. Ubung. O

Satz 5.3.6 (Going down). Sei A C B eine ganze Ringerweiterung, B ein Integritits-
bereich und A normal. Dann erfillt A C B die Going-Down-FEigenschaft[5.3.1]

Beweis. Seien pi1,pa € Spec(A) mit p; C po und g € Spec(B) mit g2 N A = py. Ange-
nommen, es gilt die Gleichung

() (p1- Bg) VA= p1.

Nach Lemma existiert dann qj € Spec(Bg,) mit qj N A = p;. Das Primideal
q1 := q} N B erfiillt dann q; C g2 und g1 N A = p;.

Zum Beweis von @ Die Inklusion ,, 2 gilt immer.

Zu ,C“: Sei © € (p1 - By,) N A. Ohne Einschrénkung sei z # 0. Es gilt /1 = y/s fiir
y € p1-Bund s € B\ g2 (siche Lemma [4.2.1)). Wir wenden Lemma an; beachte,
dass der ganze Abschluss von A in B mit B {ibereinstimmt. Es folgt y ist ganz iiber p;.
Sei K := Q(A). Dann ist y algebraisch tiber K. Sei m, € K[t| das Minimalpolynom von
y liber K. Schreibe es als

my(t) =t" + at" .+ ap.
Aus Lemma wissen wir, dass ai,...,a, € p1. Dax = y/s € A und z # 0, folgt
s=y/x € Q(B)und 1/x € K. Das Polynom
a1 1 G,
t):=t" 4+ —t" ...+ — €Kt
m(t) =1+ Ly 2 e K

hat eine Nullstelle an s (es gilt m(s) = my(y)/(z™) = 0) und es gibt kein normiertes
Polynom f kleineren Grades iiber K, das s annulliert (denn sonst wire z?f(y) = 0).
Daher ist m das Minimalpolynom von s iiber K. Definiere

ak
Qg ‘= —.
xk

Andererseits ist s ganz iiber A (denn nach Voraussetzung ist B ganz iiber A). Wenden
wir nun Lemma (mit I = (1)) an, so ergibt sich

a1,....an € \/(1)- B = B.
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Also sind die ai ganz iiber A. Allerdings gilt auch a; € K und da A normal ist, folgt
ap € A.
Angenommen, z ¢ p;. Da 2¥d, = a;, € p1, wiirde @ € p1 folgen. Damit wiire

s"=—(a1s" ' +...+a,) €p1-BCpr-B=(q92NA)-BCqpo
und das wire ein Widerspruch zu s € B\ q2. Die Identitét @ ist damit bewiesen. [J
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6. NOETHERSCHE UND ARTINSCHE RINGE UND MODULN
In diesem Kapitel sei A ein Ring.
6.1. Kettenbedingungen.

Definition 6.1.1. Sei (I, <) eine angeordnete Menge, d.h. die Relation < ist reflexiv,
transitiv und antisymmetrisch.
(1) Man sagt (I, <) erfiillt die aufsteigende Kettenbedingung, wenn jede aufsteigende
Kette
11 <19 <.
in I stationér wird; das bedeutet es g1bt ein n > 1, so dass i, = i1 =
(2) Man sagt (I, <) erfullt die absteigende Kettenbedmgung, wenn jede abbtelgende
Kette i1 > 19 > ... in I stationdr wird.

6.1.2. Genau dann erfiillt (I, <) die absteigende Kettenbedingung, wenn (I, >) die auf-
steigende Kettenbedingung erfiillt.

Lemma 6.1.3. Sei (I, <) angeordnet. Dann sind dquivalent:

(1) (1,<) erfillt die aufsteigende Kettenbedingung.
(2) Jede nicht-leere Teilmenge J C I besitzt ein mazximales Element.

Beweis. Zu (1) = (2)“: Angenommen es gibt eine nicht-leere Teilmenge J, die kein
maximales Element besitzt. Wéahle ein i1 € J. Da i1 nicht maximal ist, existiert ein
1o € J mit 71 < 79. So fortfahrend erhalten wir eine unendliche Kette 71 < iy < i3 < ....
Zu ,(2) = (1)“: Sei i3 < iy < ... eine Kette. Da J := {i,, | n > 0} ein maximales
Element besitzt wird die Kette stationér. O

6.1.4. Genau dann erfiillt (7, <) die absteigende Kettenbedingung, wenn jede nicht-leere
Teilmenge von I ein minimales Element besitzt.

Definition 6.1.5. Sei A ein Ring und sei M ein A-Modul. Sei
U(M):={N | N C M A-Untermodul}
Mit der Teilmengeninklusion C ist die Menge ${(M) angeordnet.
(1) M heiit noethersch, wenn (4(M), C) die aufsteigende Kettenbedingung erfiillt.

(2) M heifit artinsch, wenn (LU(M), C) die absteigende Kettenbedingung erfiillt.
(3) A heiBt noethersch/artinsch, wenn 4 A noethersch/artinsch ist.

Beispiel 6.1.6. Einige (Nicht-)Beispiele fiir noethersche/artinsche Ringe. Sei k ein
Korper.
(1) k ist noethersch und artinsch.
) k[t]/(t?) ist noethersch und artinsch.
) Z/ nZ ist fiir n > 0 noethersch und artinsch.
) 7Z ist noethersch, aber nicht artinsch.
) k[t] ist noethersch, aber nicht artinsch.
(6) E[t1,ta,...] ist weder noethersch noch artinsch.

(2

(3
(4
(5

Beispiel 6.1.7. Einige (Nicht-)Beispiele fiir noethersche/artinsche Moduln.
(1) Jede endliche abelsche Gruppe ist ein noetherscher und artinscher Z-Modul.
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(2) Sei k ein Korper und A eine k-Algebra. Sei M ein A-Modul mit dimg M < oc.
Dann ist M noethersch und artinsch.

(3) Sei p eine Primzahl. Betrachte die Untergruppe G von Q/Z aller Elemente deren
Ordnung eine Potenz von p ist. Die Untergruppe

1
G, = —7Z/7Z
p" /

von G hat Ordnung p”. Wir haben eine unendliche aufsteigende Kette
GoGG1 GGG ...

also ist G nicht noethersch. Allerdings ist G artinsch, denn die G, sind die
einzigen echten Untergruppen von G.

6.2. Permanenzeigenschaften von Kettenbedingungen.

Proposition 6.2.1. Sei 0 — M’ — M — M" — 0 eine kurze exakte Sequenz von A-
Moduln. Genau dann ist M noethersch/artinsch, wenn M' und M" noethersch/artinsch
sind.

Beweis. Seien i : M’ — M und p: M — M". Die Abbildungen
U(M')y — {N € U(M) | N C imi}
N i(N')
U(M") — {N € (M) | N D ker p}
N// — pfl(N//)
sind bijektiv.
Zu ,="“: Sei M] C M; C ... eine Kette in M’. Dann ist i(Mj) C i(Mj) C ... eine
Kette in M. Ist M noethersch, so wird sie stationér; sagen wir ab n. Dann gilt auch
M), = M, = ..., denn i ist injektiv.
Genauso argumentiert man fiir artinsch. Das Argument fiir die Kettenbedingung von
M" ist dhnlich.
Zu ,<=“: Sei M1 C My C ... eine Kette in M. Die Ketten i~1(My) C i 1(My) C ...
und p(M;) C p(Ms) C ... werden beide stationédr. Es gibt also ein n, so dass fiir alle
m > n gilt i~ (M,) = i Y(M,,) und p(M,) = p(M,,). Dann gilt M,, = M,. Dazu sei
Ty € Mp,. Dann ist p(x,,) € p(M,,), also gibt es ein z,, € M,, mit p(x,) = p(z;,). Dann
ist ,, — &y, € kerp = imi. Es existiert also ein 2/ € M’ mit i(z') = xp, — xy, € Myy,.
Dann ist 2’ € i~} (M,,) = i~ 1(M,,). Also ist x,, = x,, +i(2') € M,.
Im artinschen Fall argumentiert man genauso. g

Korollar 6.2.2. Sei A noethersch/artinsch und sei M ein endlich erzeugter A-Modul.
Dann ist M noethersch/artinsch.

Beweis. Wegen der exakten Sequenz 0 — A — A" — A" — 0 ist A" ebenfalls
noethersch/artinsch. Da M endlich erzeugt ist, existiert eine Surjektion A™ — M — 0.
Damit ist auch M noethersch/artinsch. O

Korollar 6.2.3. Sei A ein noetherscher/artinscher Ring und B eine endliche A-Algebra.
Dann ist B ein noetherscher/artinscher Ring.
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Beweis. Nach Korollar ist 4 B noethersch/artinsch. Jeder B-Untermodul von B ist
aber auch ein A-Untermodul. Somit ist auch pB noethersch/artinsch. O

6.2.4. Insbesondere sind also Quotienten von noetherschen/artinschen Ringen wieder
noethersche/artinsche Ringe.

6.2.5. Sei I C A ein Ideal und sei N ein A/I-Modul. Dann ist jeder A-Untermodul von
AN auch ein A/I-Untermodul und umgekehrt natiirlich auch. Es gilt also

SU(N) = U(4N).

Somit ist IV genau dann ein noetherscher/artinscher A/I-Modul, wenn 4N ein noether-
scher /artinscher A-Modul ist.

6.3. Kompositionsreihen und einfache Moduln.

Definition 6.3.1. Ein A-Modul M # 0 heiit einfach (oder auch irreduzibel), wenn er
keine Untermoduln aufler 0 und M besitzt.

Beispiel 6.3.2. Sei k ein Korper.

(1) Genau dann ist ein k-Vektorraum V einfach, wenn dimy V' = 1.

(2) Betrachte den Polynomring k[t]. Sei M ein k[t]-Modul mit ;M = k. Dann ist M
einfach. Ist k algebraisch abgeschlossen, so ist jeder einfache Modul von dieser
Form.

(3) Sei k = R. Betrachte den R[t]-Modul M gegeben durch das Paar (R2,S), wobei
S € Msy2(R) sei. Ein Untermodul U von M ist ein R-Untervektorraum mit
SU C U. Also ist M genau dann einfach, wenn S keinen reellen Eigenwert hat,
sprich das charakteristische Polynom xg keine reelle Nullstelle besitzt.

6.3.3. Sei m ein maximales Ideal von A. Dann ist A/m ein einfacher A-Modul.

Lemma 6.3.4 (Schur). Sei f: M — N eine A-lineare Abbildung.

(1) Ist M einfach, so ist entweder f injektiv oder f = 0.
(2) Ist N einfach, so ist entweder f surjektiv oder f = 0.

Insbesondere gibt es zwischen zwei nicht-isomorphen einfachen Moduln keine Homomor-
phismen # 0.

Beweis.

(1) Da ker(f) € M ein Untermodul des einfachen Moduls M ist, gilt entweder
ker(f) = 0 oder ker(f) = M.
(2) Genauso. O

Lemma 6.3.5. Sei M ein einfacher A-Modul. Dann ist Ann(M) ein mazimales Ideal
von A und M = A/ Ann(M).

Beweis. Sei x € M\ {0}. Die A-lineare Abbildung ¢ : A — M definiert durch ¢(a) = az
ist nicht die Null-Abbildung, also ist sie surjektiv nach Schurs Lemma. Somit M = A/I,
wobei I := ker(y). Es folgt Ann(M) = Ann(A/I) = I. Wire I kein maximales Ideal, so
hitte A/I einen echten nicht-trivialen Untermodul und wére nicht einfach. O
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Definition 6.3.6. Sei M ein A-Modul. Eine Kompositionsreihe von M ist eine strikt
absteigende Kette

K: M:MngMn,122M12M0:0

von A-Untermoduln, so dass die Subquotienten M;/M;_1 einfach sind fiir i = 1,...,n.
Man nennt n die Linge der Kompositionsreihe K.

6.3.7. Auf der Menge K(M) aller endlichen strikt absteigenden Ketten von Untermoduln
von M definieren wir eine Relation K’ < K, wenn K durch einfiigen von (endlich
vielen) Zwischenschritten aus K’ entsteht. Wir sagen K ist eine Verldngerung von K.
Die Relation < ist dann reflexiv, transitiv und antisymmetrisch, also eine Anordnung.
Ersichtlich sind maximale Elemente von K(M) genau Kompositionsreihen.

Definition 6.3.8. Sei M ein A-Modul. Falls M eine Kompositionsreihe hat, definieren
wir

[(M) := min{n | es gibt eine Kompsitionsreihe von M mit Linge n}.
Falls M keine Kompositionsreihe besitzt, setzen wir [(M) := co. Man nennt [(M) die
Lénge von M.

6.3.9. Ersichtlich ist genau dann [(M) = 0, wenn M = 0 ist und genau dann (M) =1,
wenn M einfach ist.

Lemma 6.3.10. Sei M ein Modul von endlicher Linge. Sei M' C M ein A-Untermodul.
Dann gilt:

(1) (M) < U(M) und I(M/M") < 1(M).

(2) Falls I(M'") = 1(M) ist, so gilt M' = M.

Beweis.
(1) Sei
K: M=M,2M,12...2 M 2My=0
eine Kompositionsreihe von M mit Linge n = [(M). Definiere K’ als die Kette

mit Eintrigen M; N M’, wobei Wiederholungen eliminiert werden. Fiir einen
Subquotienten der Kette K’ gilt

M /My = (M M')/(Mj_y " M') < M;/M;_;.

Da M;/M;_, einfach ist, gilt entweder M//M/_; = M;/M;_y oder M!/M! | =0,
was wir ausgeschlossen haben. Also ist K/ eine Kompositionsreihe von M’. Damit
ist (M) <n=1(M).
Den Beweis fiir den Quotienten fithrt man dhnlich.

(2) Wire [(M') = I(M) = n, so hitte insbesondere K’ die Lénge {(M). Dann wéren
aber alle Subquotienten isomorph, sprich M;/M/_, = M;/M;_;. Induktiv wiirde
M/ = M, folgen und es wire insbesondere M’ = M) = M,, = M. O

Satz 6.3.11 (Jordan—Holder). Sei M ein A-Modul von endlicher Linge. Dann gilt:

(1) Jede strikt absteigende Kette von A-Untermoduln in M lisst sich zu einer Kom-
positionsreihe verlingern.
(2) Je zwei Kompositionsreihen von M haben die gleiche Linge; diese ist [(M).
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(3) Jede strikt absteigende Kette von A-Untermoduln von M hat Léinge hochstens
[(M). Falls sie Linge l(M) hat, so ist sie eine Kompositionsreihe von M.

Beweis.
(1) Sei
K M:ngMk,lgnggMO:O
eine strikt absteigende Kette von M. Da auch der Subquotient M;/M;_; endliche
Lénge hat, besitzt er eine Kompositionsreihe. Verldngert man K durch diese
Kompositionsreihen der Subquotienten, entsteht eine Kompositionsreihe von M.
(3a) Sei
M=My 2M_12...2 M 2 My=0
eine beliebige Kette von M. Dann ist k < (M), denn nach Lemma gilt
(M) =1(My) >1(Mg—1) >...>1(My) > I(My) =0.

(2) Sei K eine Kompositionsreihe; sei n ihre Lénge. Dann gilt nach Definition n >
[(M). Andererseits ist K auch eine strikt absteigende Kette, also ist n < (M)
nach (3a).

(3b) Sei K eine strikt absteigende Kette von Linge n = I(M). Wire sie keine Kom-
positionsreihe, so kénnten wir sie durch endlich viele (aber mindestens eine)
Einfiigung zu einer Kompsitionsreihe K’ verlingern. Die Linge von K’ wire
dann aber mindestens n + 1 = [(M) + 1. Ein Widerspruch zu (2). O

Proposition 6.3.12. Sei 0 - M’ — M — M" — 0 eine kurze exakte Sequenz von
A-Moduln. Dann gilt I(M) = I(M') + 1(M"). Insbesondere hat M genau dann endliche
Linge, wenn M’ und M" endliche Linge haben.

Beweis. Wir nehmen ohne Einschrinkung 0 # M’ ;Cé M an.
Angenommen M habe endliche Lange. Verlangern wir die strikt absteigende Kette M 2
M’ ;Dé 0 zu einer Kompositionsreihe
K: M=M,2M, 12...2M 2 M=0
so gilt [(M) = n. AuBerdem existiert ein k € {1,...,n — 1} mit M) = M’. Dann sind
M =My 2 My 2...2 My 2 My =0
M/M' = My /M’ 2 My y /M’ 2 ... 2 Myyy /M 2 My/M' =0
zwei Kompositionsreihen. Es gilt also [(M') = k und I(M") = n—k nach Jordan—-Holder.
Falls M’ und M" endliche Liénge haben, so setzt man zwei Kompositionsreihen von M’

und M"” zu einer Kompositionsreihe von M zusammen. So erhélt man, dass M endliche
Lénge hat. O

Satz 6.3.13. Sei M ein A-Modul. Genau dann hat M endliche Linge, wenn M noeth-
ersch und artinsch ist.

Beweis. Zu ,=“: Hat M endliche Lange n = [(M), so kann es in einer aufsteigenden
oder absteigenden Kette hochsten n echte Schritte geben.

Zu ,<*: Sei M noethersch und artinsch. Ist M = 0, so ist die Behauptung klar. Neh-
men wir M # 0 an. Da M noethersch ist, hat die Menge der echten Untermoduln von
M ein maximales Element M;. Wegen der Maximalitéit ist M/M; einfach. Auch M;
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ist noethersch nach Proposition Ist M7 = 0, so haben wir eine Kompsitionsreihe
gefunden. Falls M7 # 0, so gibt es einen maximalen echten Untermodul Ms. Angenom-
men der Prozess wiirde nicht abbrechen, so hétten wir eine unendliche strikt absteigende
Kette

M =DMy 2 M 2 M2 ...

konstruiert, was ein Widerspruch zu M artinsch ist. O

6.3.14. Sei k ein Korper. Fiir einen k-Vektorraum V sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) V ist endlich-dimensional
(2) V hat endliche Lange
(3) V ist noethersch

(4) V ist artinsch.

Definition 6.3.15. Sei M ein A-Modul. Die Menge Supp(M) := {p € Spec(A) | M, #
0} heifit der Triger von M.

Proposition 6.3.16. Sei M ein A-Modul mit I((M) < oo. Dann ist Supp(M) eine
endliche Teilmenge von Max(A) und der natirliche Homomorphismus von A-Moduln

M- I M
pESupp(M)

ist ein Isomorphismus.
Beweis. Ubung,. Il
6.4. Noethersche Ringe und Moduln.

Proposition 6.4.1. Fir einen A-Modul M sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) M ist noethersch.
(2) Jeder A-Untermodul N C M ist endlich erzeugt.

Beweis. Zu (1) = (2)“: Sei N C M ein A-Untermodul und sei

¥ :={N'| N C N A-Untermodul, N’ endlich erzeugt}.
Betrachte die angeordnete Menge (X, C). Es gilt ¥ # (), also gibt es nach Lemma ein
maximales Element N’ € 3. Ist z € N, soist N/ C N'+(z) € X, also folgt N’ = N'+ (z)
mit Maximalitit. Somit ist 2 € N’. Daher ist N/ = N und damit N endlich erzeugt.
Zu ,(2) = (1)“: Sei M; C My C ... eine aufsteigende Kette von A-Untermoduln.
Definiere N := |J,,~; Mp. Dann ist N ein A-Untermodul, also endlich erzeugt. Wéhle

ein endliches Erzeugendensystem E. Dann existiert ein n > 1, so dass £ C M,,. Somit
ist N = M,. O

Korollar 6.4.2. ]§ei A ein noetherscher Ring und sei I ein Ideal. Dann gibt es ein
k>0, sodass VI C1I.

Beweis. Da A noethersch ist, ist v/T endlich erzeugt, sagen wir VI = (z1,...,z,). Fullg
jedes i € {1,...,n} gibt es ein m; > 0, so dass z;" € I. Fiir jedes k > 0 wird VI
erzeugt von Produkten x’fl ..ok mit 3. k; = k. Wihlen wir k > 3. m;, so gibt es fiir
jede Zerlegung k = ), k; mindestens ein ¢ mit k; > m;. Also ist a:’fl ...zF und damit

VI'crI
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O
Korollar 6.4.3. Sei A ein noetherscher Ring. Dann gibt es ein k > 0 mit Nil(A)* = (0).

Lemma 6.4.4. Sei A ein noetherscher/artinscher Ring und sei S C A eine multiplika-
tive Teilmenge. Dann ist S™'A noethersch/artinsch.

Beweis. Folgt aus der Bijektion zwischen echten Idealen von S~!'A und Idealen I von A
mit NS = 0. O

Satz 6.4.5 (Hilberts Basissatz). Sei A ein noetherscher Ring. Dann ist auch Alty, ..., ty]
ein noetherscher Ring.

Beweis. Es geniigt die Aussage fiir n = 1 zu zeigen. Dazu zeigen wir, dass jedes Ideal
von A[t] endlich erzeugt ist. Sei J C A[t] ein Ideal. Angenommen J wére nicht endlich
erzeugt. Wihle ein f; € J mit f; # 0 und deg(f1) minimal. Da (f1) & J kénnen wir ein
f2 € J\ (f1) von minimalem Grad wihlen. Auf diese Art erhalten wir eine Folge

flaf2af37"'

von f, € J von minimalem Grad d,, := deg(f,), so dass f, ¢ (f1,..., fn—1) gilt. Dann
ist
dy <dy <dg<...

Sei a,, € A der Leitkoeffizient von f,,, also
fa(t) = ant™ + Terme kleineren Grades.

Definiere I := (aj,as,...) € A. Da A noethersch ist, ist I endlich erzeugt. Es gibt also
ein n, so dass I = (a1,...,a,) (klar?). Da a,41 € I ist gibt es ui,...,u, € A mit
Gnt+1 = U101 + ... + Unay. Nun definiere

n
9= ufit"™ e (fi,.. . )
i=1

Dann ist deg(g) = dp+1 = deg(frn+1) und
g(t) = any1t¥+1 + Terme kleineren Grades

also ist deg(fnt+1 — 9) < dnt1. Wegen g € (f1,...,fn) Z fot1 ist aber foi1 —g ¢
(f1,---, fn). Das ist aber ein Widerspruch zur Grad-Minimalitit von f,41. ]

Korollar 6.4.6. Sei k ein Korper und A eine endlich erzeugte k-Algebra. Dann ist A
ein noetherscher Ring.

Proposition 6.4.7 (Hilberts Basissatz, Potenzreihenversion). Sei A ein noetherscher
Ring. Dann ist auch A[[t1, ..., ty]] noethersch.

Beweis. Ubung. O

Definition 6.4.8. Sei A ein Ring. Ein p € Spec(A) heifit minimales Primideal von A,
falls es kein Primideal p’ von A gibt mit p’ ; p. Mit MinSpec(A) bezeichnen wir die
Menge der minimalen Primideale von A.

Beispiel 6.4.9. Berechne die minimalen Primideale einiger Ringe.
(1) Ist A ein Integritéitsbereich, so ist MinSpec(A) = {(0)}.
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(2) Sei k ein Korper und A = k[X,Y]/(XY). Dann ist MinSpec(A4) = {(X), (Y)}.
(3) Sei k ein Korper und A = klt1, to,...]/(tite, t3ts, t5te, .. .). Dann sind alle mini-
malen Primideale von der Form

p = (t14irs U34ios Utig, - - -)
wobei 4, € {0,1}. Dieser Ring hat also unendlich viele minimale Primideale.

6.4.10. Sei I C A ein Ideal und sei S C A eine multiplikative Teilmenge. Die Idealkorre-
spondenzen fiir Quotienten bzw. Lokalisierungen beschrianken sich zu Bijektionen

MinSpec(A/I) = {p € Spec(A) | p minimales Primoberideal von I}
MinSpec(S~1A) = {p € MinSpec(4) | pN S = 0}.

Proposition 6.4.11. Fin noetherscher Ring A hat nur endlich viele minimale Prim-
ideale.

Beweits. Sei
Y :={I|IC Aldeal, so dass A/I unendlich viele minimale Primideale hat}

Angenommen ¥ wére nicht-leer. Dann hétte ¥ ein maximales Element I nach Lemma
denn A ist noethersch. Dann kann I kein Primideal sein, denn fiir ein Primideal
p von A ist MinSpec(A/p) = {(0)}. Also gibt es a,b € A\ I, so dass ab € I. Dann sind
I+ (a), I+ (b) ¢ X und damit

MinSpec(A/(I + (a))) MinSpec(A/(I + (b))

beide endlich. Also haben I + (a) und I + (b) nur endlich viele minimale Primoberideale.
Nun sei p € Spec(A) ein minimales Primoberideal von I. Insbesondere ist ab € p und
damit a € p oder b € p. Ohne Einschrinkung gelte a € p. Dann ist I + (a) C p. Da p
ein minimales Primoberideal von I ist, ist es damit auch ein minimales Primoberideal
von I + (a). Also hétten wir gezeigt, dass die Menge der minimalen Primoberideale von
I (nach Annahme eine unendliche Menge) enthalten ist in der Vereinigung der Mengen
der minimalen Primoberideale von I + (a) und der minimalen Primoberideale von I+ (b)
(zweier endlicher Mengen). Ein Widerspruch. O

6.4.12. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Sei X C A" eine affine Varietit,
also eine Zariski-abgeschlossene Teilmenge — nicht notwendig irreduzibel. Sei A = A(X)
der Koordinatenring. Die minimalen Primideale von A entsprechen genau den irredu-
ziblen Komponenten von X, also den maximalen irreduziblen abgeschlossenen Teilmen-
gen von X. Die obige Proposition zeigt also, dass eine affine Varietéit nur endlich viele
irreduzible Komponenten besitzt.

6.5. Artinsche Ringe.

Proposition 6.5.1. Sei A ein artinscher Ring. Dann gilt:

(1) Jedes Primideal von A ist ein mazimales Ideal.
(2) Nil(A) = Jac(A)

(3) A hat nur endlich viele mazimale Ideale.

(4) Es gibt ein n > 0, so dass Nil(A)" = (0).

Beweis.
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(1) Sei p € Spec(A). Dann ist B := A/p ebenfalls artinsch. Wir zeigen, dass B ein
Korper ist. Sei z € B\ {0}. Da die absteigende Kette
(z) 2 (@*) 2 (2%) 2 ...

stationdr wird, existiert ein n > 1 und ein y € B, so dass 2" = z"*'y. Da B
nullteilerfrei ist, gilt 1 = xy. Also ist x € B*.

(2) Folgt sofort aus (1).

(3) Betrachte die Menge

Y={mnN...Nnm, | m; € Max(A4)}.

Da A artinsch ist, hat diese Menge nach Lemma ein minimales Element,
sagen wir my N ... N m,. Fir jedes maximale Ideal m von A gilt also

mNmN...0m,=m;yN...Nmy,

anders ausgedriickt m;N...Nm, C m. Da m insbesondere ein Primideal ist, folgt
m; C m fiir ein 7 (siehe Blatt 1, Aufgabe 2). Nun ist m; aber maximal. Also gilt

m; = m.
(4) Sei N :=Nil(A). Es gibt wegen der absteigenden Kettenbedingung ein k > 0, so
dass N¥ = N*¥*1 = . Sei I := N*¥ und angenommen I # (0). Sei

S ={JC A|JIdeal, I.J # (0)}.

Dann gilt I € ¥, denn 1?2 = N?¢ = N¥ = I # (0) nach Annahme. Da A artinsch
ist, besitzt die Menge ¥ ein minimales Element, sagen wir J. Es gibt ein x € J
mit zf # (0). Wegen (z) C J und der Minimalitét von J ist (z) = J. Aber
genauso gilt #1% = I # (0), weshalb mit #I C (z) = J auch zI = (z) = J folgt.
Es gibt also ein y € I mit xy = . Dann ist
r=xy=xy’ =ay’ =...
Wegen y € [ = N¥ C N = Nil(A) gibt es aber ein n > 0, so dass " = 0. Dann
folgt = zy™ = 0. Dann wire auch xI = (0), was ein Widerspruch ist. O
Satz 6.5.2 (Akizuki-Hopkins). Sei A ein Ring. Dann sind dquivalent:

(1) A ist artinsch.
(2) A ist noethersch und jedes Primideal von A ist ein mazximales Ideal.
(8) A ist noethersch und jedes Primideal von A ist ein minimales Primideal.

Beweis. Zu (1) = (2)“: Ist A artinsch, so ist jedes Primideal maximal nach Ferner
hat A nur endlich viele maximale Ideale mq,..., m,. Es gilt also

Nil(A) = Jac(A) =myN...Nm, Dmy...my,.
Ferner ist Nil(A) nilpotent. Es gibt also ein k > 0, so dass Nil(4)*¥ = (0). Dann ist auch
my ... mF = (0).

Es gibt also (nicht notwendig verschiedene) maximale Ideale ny,...,ny von A mit
ny...ny = 0. Betrachte die Kette

(*) ADnDmmny D...Dny...ny = (0).
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Da A artinsch ist, ist jeder Subquotient V; := (ny...n;_1)/(ny...n;) ein artinscher A-
Modul. Da n; € Ann(V;), kénnen wir V; als einen A/n;-Vektorraum auffassen. Also ist
V; artinsch als A/n;-Vektorraum, sprich endlich-dimensional. Dann ist V; aber auch ein
noetherscher A/n;-Vektorraum und damit auch ein noetherscher A-Modul. Wir haben
also A eine Kette von A-Untermoduln von A gefunden, deren Subquotienten noethersch
sind. Dann ist auch A noethersch.

Zu ,(2) < (3)“: Klar, denn in beiden Fillen kann es keine echten Inklusionen zwischen
Primidealen geben.

Zu ,(2)+(3) = (1)“: In einem noetherschen Ring ist Nil(A) nilpotent. Ferner sind alle
Primideale maximal. Wieder kénnen wir schliefen, dass es (nicht notwendig verschiede-
ne) maximale Ideale ny,...,ny von A gibt mit

np...ny = (0)
Betrachte die gleiche Kette von Untermoduln (f) wie in der Richtung ,,(1) = (2)* und
die Subquotienten V;. Dann ist V; ein noetherscher A-Modul. Somit ist V; ein endlich-

dimensionaler A/n;-Vektorraum und daher auch ein artinscher A-Modul. Das zeigt A
artinsch. 4

Korollar 6.5.3. Genau dann ist ein Ring A artinsch, wenn [(4A) < co.

Beweis. Ist A artinsch, so ist A auch noethersch nach Akizuki-Hopkins. Also hat 4 A
endliche Lange nach Satz[6.3.13] Gilt umgekehrt [(4A) < oo, so ist nach Satz|6.3.13] 4 A
artinsch, also A ein artinscher Ring. O

Proposition 6.5.4. Sei A ein noetherscher lokaler Ring mit mazimalem Ideal m. Dann
gilt genau eine der beiden folgenden Aussagen:

e m” 2 m" fiir allen >0, oder

e es gibt einm > 0, so dass m"™ = 0; in diesem Full ist A artinsch.

Beweis. Gelte m™ = m"™! = ... Da m endlich erzeugt ist (A ist noethersch), kénnen wir
Nakayamas Lemma anwenden. Es liefert m"™ = 0. Wir zeigen noch, dass A artinsch ist.
Sei dazu p ein Primideal von A. Dann gilt m"™ C p und deshalb m C p (Blatt 1, Aufgabe
2). Somit ist p = m. Satz zeigt, dass A artinsch ist. O

6.5.5. Seien A1,..., A, Ringe und A := A; x ... X A,. Ideale von A sind von der Form
I x ... x I,. Genau dann ist I ein Primideal, wenn es von der Form

(1) x ... xp; X ... x (1)

ist fiir ein p; € Spec(A;). Genau dann ist / maximal, wenn p; € Max(A;) ist.

Die Einheitengruppe von A ist Ay x ... x AX.

Sind S; € A; multiplikative Teilmengen, so ist S := 51 X ... X S, eine multiplikative
Teilmenge von A. Aus der universellen Eigenschaft der Lokalisierung entsteht ein Ring-
homomorphismus ¢ : S™t4 — S| A x ... x S—1A,. Dieser Ringhomomorphismus ist
ein Isomorphismus.

Satz 6.5.6 (Struktursatz fiir artinsche Ringe). Sei A ein artinscher Ring.
(1) Es gibt artinsche lokale Ringe Ay,..., Ay, so dass A= Ay x ... x A,.
(2) Sind By, ..., By, weitere artinsche lokale Ringe mit A = By X ... X By, so gilt
m =n und, bis auf Umnummerierung, A; = B;.
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Beweis.
(1) Da A artinsch ist, ist /(4 A) < oo und damit ist die natiirliche A-lineare Abbildung

A= I A=
meSupp(44)

ein Isomorphismus (Proposition. Dieser Isomorphismus ist aber ersichtlich
ein Isomorphismus von Ringen. Es gilt aulerdem Supp(44) = Max(A) und das
ist eine endliche Menge.

(2) Seien A = Ay x ... x A, und B = By x ... x By, wobei (4;,m;) und (Bj,n;)
artinsche lokale Ringe seien. Sei ¢ : A — B ein Isomorphismus von Ringen. Dann
induziert ¢ eine Bijektion

Max(A) = {my,...,m,} —» Max(B) = {n1,...,0n},
wobel m; = (1) x ... xm; x ... x (1) sei und n; analog definiert sei. Also muss

n = m sein und es gibt eine Permutation o € Sy, so dass ¢(m;) = f,(;). Sei
J = o(i). Betrachte die Lokalisierung Ag,. Wir lokalisieren an

S:A\tﬁi:Alx...x(Ai\mi)x...xAn
und deshalb ist
A, = 0% X (A, X oo X 022 (A, = A

7

denn A; ist bereits ein lokaler Ring. Dann ist

also ist A; isomorph zu B;. d

Lemma 6.5.7. Sei A — B ein ganzer Ringhomomorphismus.

(1) Seip € Spec(A). Dann ist jedes Primideal von B ® 4 k(p) ein mazimales Ideal.
(2) Falls A noethersch ist und A — B endlich, so ist B ® s k(p) artinsch.

Beweis. Ubung. ]

6.5.8. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Seien X C A™ und Y C A™ affine
Varietdten iiber k und sei f : X — Y ein Morphismus von Varietdten. Seien B =
A(X) und A = A(Y) die Koordinatenringe. Dann entspricht f : X — Y einem k-
Algebrenhomomorphismus f*: A — B.

Angenommen f*: A — B ist ganz. Da B eine endlich erzeugte k-Algebra ist, ist B auch
endlich erzeugt als A-Algebra. Demnach ist A — B endlich. Wir nennen deshalb f in
diesem Fall einen endlichen Morphismus.

Ferner ist A noethersch als endlich erzeugte k-Algebra. Dann sagt uns Lemma [6.5.7
dass B ®4 k(p) ein artinscher Ring ist fiir jedes Primideal p. Somit hat B ® 4 x(p) nach
Proposition [6.5.1] nur endlich viele Primideale und jedes davon ist maximal. Sei y € Y.
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Es entspricht einem maximalen Ideal m von A. Ein z € X mit f(x) = y entspricht
einem Primideal/maximalen Ideal von B ®4 (m) = B/mB. Da dieser Ring nur endlich
viele Primideale besitzt, ist die Faser f~!(y) endlich. Sprich, endliche Morphismen von
Varietdten haben endliche Fasern.

In der Ubung haben wir zudem bereits gezeigt, dass f : X — Y eine abgeschlossene
Abbildung ist und dass, falls f* : A — B injektiv ist, f : X — Y sogar surjektiv ist.
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7. ENDLICH ERZEUGTE ALGEBREN UBER KORPERN
7.1. Noether-Normalisierung.

Definition 7.1.1. Sei A eine k-Algebra. Man nennt z1,...,x, € A algebraisch un-
abhingig iiber k, wenn der eindeutig bestimmte k-Algebrenhomomorphismus

K[X1,.... X, > A

mit X; — z; (alle i = 1,...,n) injektiv ist. Andernfalls heilen x1,...,x, algebraisch
abhdngig.

Lemma 7.1.2. Sei A eine k-Algebra und seien x1,...,x, € A algebraisch abhdngig
dber k mit klxy,...,xn] = A. Dann gibt es y1,...,Yyn—1 € A, so dass x, ganz ist iber

Elyis .. Yn—1] und k[yi, ..., Yn—1,%n] = A.

Lemma 7.1.3 (Nagata). Sei f € k[Xy,...,X,] ein Polynom mit f # 0. Fir ganze
Zahlen ryi,...,rn—1 € Z>o definieren wir neue Variablen
Y = X; — X"

firt=1,...,n—1. Die Variablen Y1,...,Y,_1, X, sind algebraisch unabhdngig und es
gilt

(X1, .., Xa] = kY1, ..., Y1, Xp] = K[Y4, . .., Yiod] [ Xa).
Seic € k[Y1,...,Yn_1] der Leitkoeffizient von f € k[Y1,...,Y,_1][Xy]. Es gibt eine Wahi
VON T1,...,Tn_1, S0 dass ¢ € k™ ist.

Beweis. Schreibe
f=> amX.. X

mGZ’ZLO

Definiere Ef := {m € ZZ | am # 0}. Sei auBerdem 7, := 1 und r := (ry,...,7—1,7n).
Dann ist a

f=7f(X1,...,Xn)
=fM+X'. . . Yo+ X1 X,)

n—1

= > am< [T+ X;;i)mi>xyn

mezZy, i=1

= Z Qm (Xgm + Terme von kleinerem Grad in Xn),
m

wobei 7 - m := Y | rym; sei. Um sicherzustellen, dass es zwischen den einzelnen Sum-
manden keine Eliminationen des Leitterms gibt, wollen wir r so wéhlen, dass

r-m#nr-m

gilt fiir alle m,m’ € Ef mit m # m’. Das ist moglich nach Lemma [7.1.4] Fixiere eine
solche Wahl von . Nun wéhlen wir das eindeutig bestimmte m € Ef, so dass

r-m=max{r-m'|m' € E;}

Der Grad von f, aufgefasst als Polynom in X, iiber k[Y7,...,Y,_1], ist dann r - m und
der Leitkoeffizient ist a,, € k™. O
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Lemma 7.1.4. Sei E C ZY, eine endliche Menge. Dann gibt es ein r = (ri,...,m) €
Z%y mit rp, =1, so dass
rem#r-m
ist fiir alle m,m’ € E mit m #m/'.

Beweis. Beweis per Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Sei n > 1 und

die Behauptung gelte fiir n — 1. Sei 7 : Z" — Z"~! definiert durch m(z1,...,7,) =
-1

(z2...,my). Nach Induktionsannahme existiert s = (r2,...,7r,) € ZL;" mit r, =1, so
dass s - m(m) # s - w(m’) fiir alle m,m’ € E mit w(m) # w(m'). Nun wihlen wir
r1 > max{s-mw(m)|m e E}

und definieren r := (r1,72,...,7y). Seien m,m’ € E mit m # m’. Falls m; = m/ ist
7w(m) # m(m') und damit

r-m—r-m' =s-n7(m)—s-m(m')#0
Anderenfalls ist m; # m/. In diesem Fall berechnen wir

lr-m —r-m/| >|ri(m1 —m))| —|s-7(m) —s-7(m')| > ri(jmi —mj| —1) > 0.

<7ri

O

Beweis von Lemma [7.1.9. Wegen der algebraischen Abhéngigkeit von z1,...,z, gibt es
ein Polynom f € k[Xi,...,X,]\ {0}, so dass f(z1,...,2,) = 0. Nach Lemma
existieren ri,...,r,—1 € Z>0, so dass mit

Yi=X,— X}
der Leitkoeffizient ¢ von f € k[Y7,...,Y,_1][X,] eine Einheit ist. Nun definiere

Yi 1= T — Ty
firi = 1,...,n— 1. Sei B := k[y1,...,yn-1]- Da k[Y1,.... Y1, X,)] = k[X1,..., X}]
gilt, folgt auch

Blzy) = k[y1, -, Yn—1,2n] = k[z1,...,25] = A.
Nun sei g € B[X,,| das Bild von f unter dem k-Algebrenhomomorphismus
k’[Xl, . ,Xn] = k‘[Yl, . ,Ynfl,Xn] — B{Xn]
Yi =y
Xn— Xn

Der Leitkoeffient von g ist ¢(y1,...,yn) = ¢, eine Einheit, und es gilt

g(@n) = flyr + 2y Yot + 2 1) = f(21,. 0 20) = 0.
Also ist x,, ganz iiber B. O
Satz 7.1.5 (Noether-Normalisierung). Sei k ein Korper und sei A eine endlich er-

zeugte k-Algebra. Dann existieren z1,...,zm algebraisch unabhingig tber k, so dass
klz1,...,2m] C A eine endliche Ringerweiterung ist.
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Beweis. Der Beweis benutzt Induktion iiber die minimale Anzahl n von Erzeugern von
A iiber k. Ist n = 0, so ist A = k und nichts ist zu zeigen. Wir nehmen an n > 0 und
fiir jede k-Algebra, die von hochstens n — 1 Elementen erzeugt werden kann gelte die
Behauptung. Sei z1,...,z, ein Erzeugendensystem von A. Falls x1,...,x, algebraisch
unabhéngig {iber k sind, ist wiederum nichts zu zeigen. Also seien x1, . .., x, algebraisch
abhéngig iiber k. Nach Lemma gibt es y1,...,yn—1 € A, so dass x, ganz ist iiber
Elyiy... Yn—1] =: B und k[y1,...,yn—1,2n] = A. Wir wenden die Induktionsannahme
auf B an. Es gibt 21,. .., z,, € B, algebraisch unabhéngig iiber k, so dass k[z1, ..., zm| C
B ganz ist. Dann ist auch k[z1, ...,z C Blz,] = A ganz und somit endlich. O

7.1.6. Sei X C A" eine Varietét iiber einem algebraisch abgeschlossenen Koérper k. Sei
A = A(X) der Koordinatenring. Nach Noether-Normalisierung existieren z1, ..., z;, € A,
so dass B := k[z1,...,2m| C A eine endliche Erweiterung ist und z1, ..., z,, algebraisch
unabhéngig iiber k sind. Der Ring B ist reduziert, also entspricht ihm eine Varietédt Z.
Da z,..., z;, algebraisch unabhiéingig {iber k sind, ist der k-Algebrenhomomorphismus

k[Zl,...,Zm]—)B, Zi — z;

ein Isomorphismus. Demnach ist Z =2 A™. Wir erhalten also einen endlichen Morphismus
X — A™, der (siehe surjektiv ist.

Zusammenfassend sagt Noether-Normalisierung uns also, dass jede affine Varietét endlich
und surjektiv auf einen affinen Raum abbildet.

Bemerkung 7.1.7. Der Beweis der noetherschen Normalisierung lief, grob zusammen-
gefasst, wie folgt:

Lemma [7.1.3| = Lemma = Noether-Normalisierung.
iiber einem unendlichen Kérper kann man Lemma einfacher beweisen.

Lemma 7.1.8. Sei k ein unendlicher Korper. Sei f € k[X1,...,X,] ein Polynom mit
f#0. Fiir by,...,b,_1 € k definieren wir neue Variablen

Yii=X; —biXy
firt=1,...,n—1. Die Variablen Y1,...,Y,_1, X, sind algebraisch unabhdngig und es
gilt
ElXq1,..., Xp| =kY1,..., Y1, X, = k[Y1, ..., Yool [ X0

Seic € k[Y1,...,Yn_1] der Leitkoeffizient von f € k[Y1,...,Y,_1][Xy]. Es gibt eine Wahl
von by, ...,by_1, so dass c € k™ ist.

Beweis. Sei f = fq+ fa—1+ ...+ fo, wobei f, € k[X,...,X,] homogen vom Totalgrad
r sei. Dann ist also

o= ). amX X

mGZ’iO
mi+...+mp=r
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Demnach ist

fr = fT(X17 R 7Xn)
= fT(Yl + len; cee 7Yn—1 + bn—anaXn)

n—1
D SIS | R EAT BEE
mezZy, i=1
mi+...+mp=r
= ( Z amb’ln1 . b?ffl >X}; + Terme von kleinerem Grad in X,,.
mezZy,,
mi+...smp=r

g

=fr(b1,...,bpn—1,1)
Es folgt
f=falb,... bp—1, 1)Xff + Terme von kleinerem Grad in X,.
Es genugt also zu zeigen, dass fy(b1,...,bp—1,1) # 0 ist fiir eine geeignete Wahl von

bi,...,bp—1 € k. Um das zu zeigen, schreiben wir
d
g
fa=>_ fai X5
=0

fir eindeutig bestimmte fyo,..., foqa € k[X1,...,X,]. Da f homogen vom Grad d ist,
ist fg; homogen vom Grad j. Wegen f; # 0 gibt es ein j, so dass fz; # 0. Ferner ist

d
fd(Xh' . 'aanly 1) = Zfd,j
=0

und das muss ungleich Null sein, denn alle f;; haben verschiedenen Grad und mindes-
tens eines ist ungleich 0. Also ist fq(X1,...,Xp-1,1) € k[X1,..., X,—1] ein von Null
verschiedenes Polynom. Dann kann es nach dem nachfolgenden Lemma nicht auf ganz
k"1 verschwinden. O

Lemma 7.1.9. Sei k ein unendlicher Korper. Sei Abb(k™, k) die Menge der Abbildungen
k" — k. Sie wird eine k-Algebra mit der offensichtlichen Addition und Multiplikation
von Funktionen. Die Abbildung ¢ : k[X1, ..., X,] — Abb(k™, k) definiert durch

o(f): k" =k, (b1,...,by) — f(b1,...,bn)

ist ein injektiver k-Algebrenhomomorphismus.
Beweis. Ubung. g

Beispiel 7.1.10. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper und betrachte die k-
Algebra A = k[X1, X2]/(X1X2—1). Die Algebra wird erzeugt von x1, z2, den Restklassen
von X7 und Xs. Die Elemente x1, 22 sind algebraisch abhéingig, und x; ist algebraisch
unabhéngig iiber k. Allerdings ist xo nicht ganz iiber k[z;]. Das sieht man mit einem
geometrischen Argument: Angenommen die Ringerweiterung k[z;] C A wiire ganz. Dann
giibe es zu jedem maximalen Ideal n von k[z1] = k[X;] ein maximales Ideal m von A
mit m N k[z;] = n. Das maximale Ideal m von A entspricht einem maximalen Ideal
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m’ € k[ X7, Xo] mit X7 X5 —1 € m'. Jedes maximale Ideal von k[X7, X3] ist von der Form
(X1 — a1, X9 — az) (Hilberts Nullstellensatz; kommt noch). Da X; X5 — 1 € m’ sein muss,
gilt die Relation ajas = 1. Nun ist

n=mnNk[z] =m' Nk[X] = (X1 —a1).

Aber fiir n = (X7) miisste dann a; = 0 sein, also m’ = (X1, X3 — a3). Kein Ideal dieser
Form enthélt das Polynom XX, — 1.

Geometrisch bedeutet das folgendes: Die zugehorige Varietéit X zu A ist die Hyperbel.
Die Projektion auf die Xi-Achse entlang der Xs-Achse ist aber nicht surjektiv; der
Nullpunkt besitzt kein Urbild.

[Bild kommt noch!]

Nun sehen wir auch geometrisch, wie wir diesen Defekt reparieren kénnen. Wenn wir
die Xs-Achse kippen und entlang dieser gekippten Ursprungsgerade projizieren, so wird
jeder Punkt auf der X;-Achse getroffen.

[Noch’'n Bild. Kommt auch noch.]

Algebraisch bedeutet das, dass wir y; := x1 — ex fiir ¢ € kX betrachten. Dann ist x4
ganz iiber k[y;], denn

0=z122— 1= (y1 +ex2)a2 — 1 zem%—I—yle— 1,

eine ganze Gleichung. Analysieren wir noch die zugehorige Abbildung, um zu sehen, dass
die Einbettung k[y1] < A tatsdchlich der Projektion entlang der gekippten Xs-Achse
entspricht. Diese Achse gegeben durch die Gleichung a; = £as, wobei (a1, as) € A? ist.
Ferner haben wir das kommutative Diagramm

Y1 — X1 —€X2
k‘[Yl] —_— k?[Xl,XQ]

H |

kly1] —— A
also ist die durch k[y;] < A definierte regulire Abbildung f : X — Al gegeben durch
(a1,a2) —— a1 — eay
AZ — 5 AL
Ul
X

f

7.2. Transzendenzgrad.
Definition 7.2.1. Sei K C L eine Korpererweiterung. Eine Familie (z¢)ier € L7 heifit
Transzendenzbasis von L iiber K, wenn
o (x¢)ier algebraisch unabhéngig ist iiber K
o K(x)ier C L algebraisch ist.
Proposition 7.2.2. Sei K C L eine Korpererweiterung und (z4)ier € LT,

(1) Falls (z¢)ier eine mazimale algebraisch unabhdingige Familie ist, so ist (x¢)ier
eine Transzendenzbasis.
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(2) Ist (xy)ier eine algebraisch unabhdingige Familie, so lisst sie sich zu einer Trans-
zendenzbasis erweitern.

3) Fualls (x4)teT eine minimale Familie ist, so dass K(xt)ier C L algebraisch ist, so

S € g

ist (z¢)ier eine Transzendenzbasis.

4) Ist (x¢)ier eine Familie, so dass K(xt)ier C L algebraisch ist, so lisst sich

€ € g

(x¢)ter 2u einer Transzendenzbasis verkiirzen.

(5) Jede Kirpererweiterung besitzt eine Transzendenzbasis.

Beweis. Ahnlich wie die analogen Aussagen fiir Basen von Vektorriumen. O

Lemma 7.2.3. Sei K C L eine Korpererweiterung, seien x1,...,Tym € L algebraisch
unabhdngig iber K und y1,...,yn € L, so dass K(y1,...,yn) C L algebraisch ist. Dann
istm <n undes gibt 1 < jm+1 <...<jn <n, so dass

K(xlv'-')xmayjm.t,_lv""yjn) g L
algebraisch ist.

Beweis. Induktion nach m.
Sei m = 1. Natiirlich kann in diesem Fall nicht n = 0 sein. Sei s > 0 die minimale ganze
Zahl, fur die es Indizes 1 <141 < ... < is < nund ein Polynom f € k[X1,Y;,,...,Y:,]\{0}
so gibt, dass

f(acl, Yigy- - 7yis) =0.
So ein s existiert, da x; algebraisch iiber K (yi,...,y,) ist. AuBlerdem ist s > 1, da

transzendent iiber K ist. Ohne Einschrankung nehmen wir {i1,...,is} = {1,...,s} an.
Wir schreiben

f = Z fd(XhYZa s 7}/;)Y1d'
d>0
Dann muss es ein d > 1 geben, so dass fy # 0 (denn sonst wire f = fy € K[X1,Ya,..., Y],
was ein Widerspruch zur Minimalitdt von s ist). Auerdem gilt fi(x1,y2,...,ys) # 0
(wieder aufgrund der Minimalitéit von s). Damit haben wir gezeigt, dass y; algebraisch
iiber K(x1,y2,...,ys) ist. Insbesondere ist y; algebraisch iiber K(z1,ya,...,Yy,) und
somit haben wir zwei algebraische Erweiterungen

K(z1,y2,...,yn) € K(x1,y1,...,9yn) C L.

Somit ist K(x1,y2,...,yn) C L algebraisch.

Sei m > 1. Da z1,...,2,—1 algebraisch unabhéngig iiber K sind, ist m — 1 < n und
(nach Umnummerieren) ist K(x1,...,Zm—1,Ym,---,Yn) C L algebraisch. Auflerdem ist
Ty, transzendent tiber K(xi,...,Zm—1). Wir wenden den Induktionsanfang an auf die
Erweiterung K(x1,...,zy,—1) C L, die algebraisch unabhéngige Familie (z,,) und die
Familie (yp, ..., yn). Dann bekommen wir 1 <n —m + 1 und (nach etwaigem Umnum-
merieren)

K(xla R 7$m—1>(xm7yM+17 cee 7yn) cL
algebraisch. O

Korollar 7.2.4. Sei (z1,...,x,) eine Transzendenzbasis einer Kiorpererweiterung K C
L. Dann ist jede Transzendenzbasis von K C L endlich und hat Kardinalitit n.
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Bemerkung 7.2.5. Tatséchlich kann man zeigen, dass je zwei Transzendenzbasen einer
Erweiterung die gleiche Kardinalitdt haben. Man verwendet zum Beweis den Satz von
Cantor—Schréder—Bernstein. Details finden Sie in Hungerfords Buch [5, VI, Thm. 1.9].

Definition 7.2.6. Sei K C L eine Korpererweiterung. Sei (z)ier eine Transzendenz-
basis von K C L. Dann heifit

trdeg(L|K) := |T'| € Z>o U {oo}
der Transzendenzgrad von K C L.

7.2.7. Sind K C L C M Korpererweiterungen, so ist trdeg(M|K) = trdeg(M|L) +
trdeg(L|K).

Korollar 7.2.8. Sei K C L eine Kdrpererweiterung von Transzendenzgrad n < oo.
Seien x1,...,T, € L.

(1) Sind xy,...,x, algebraisch unabhingig iber K, so ist (z1,...,xy,) eine Tran-
szendenzbasis von K C L.
(2) Falls K(x1,...,z,) C L algebraisch ist, so ist (z1,...,x,) eine Transzendenzba-

sis von K C L.
7.3. Starke Form der Noether-Normalisierung.

Lemma 7.3.1. Sei A C B eine ganze Ringerweiterung und sei B ein Integrititsbereich.
Dann ist Q(A) C Q(B) eine algebraische Kérpererweiterung.

Beweis. Sei S := A\ {0}. Dann ist Q(A4) = S~'A — S~!B ebenfalls eine ganze Ringer-
weiterung. Da QQ(A) ein Korper ist, ist nach Lemma auch S™!B ein Kérper. Also
ist STI1B =Q(S™1B) = Q(B). O

Lemma 7.3.2. Sei k ein Korper und sei B eine endlich erzeugte k-Algebra. Seien
Xl,...,Tn € Bundyi,...,y, € B. Seien k[z1,...,2,) C B und kly1,...,yn] C B beide
ganz und seien xi,...,T, algebraisch unabhdingig tber k. Dann sind auch yi,...,Yn
algebraisch unabhdingig tiber k.

Beweis. Da k[z1,...,x,] =: Aisomorph zu einem Polynomring iiber k ist, ist A ein Inte-
gritdtsbereich. Also ist (0) € Spec A. Wir wenden Lying-Over auf die ganze Erweiterung
A C B an und erhalten ein Primideal q € Spec B, so dass gN A = (0). (Man kann leicht
zeigen, dass q ein minimales Primideal von B ist; das werden wir hier allerdings nicht
verwenden.) Betrachte die ganze Erweiterung A — B/q. Die induziert nach Lemma
7.3.1] eine algebraische Korpererweiterung

Q(A) = k(z1,...,zn) € Q(B/q)
und damit ist (x1,...,x,) eine Transzendenzbasis von k C Q(B/q). Nun betrachte die
Unteralgebra A’ := k[yi,...,y,] und das Primideal p’ := q N A’. Seien 7y, ...,7, die
Nebenklassen von y1,...,y, in A’'/p’. Da A'/p’ < B/q eine ganze Ringerweiterung ist,
ist die Korpererweiterung

Q(A//p/) =k yl? s 7@71) g Q(B/q)
algebraisch. Dann liefert Korollar [7.2.8(2), dass auch 7, ..., 7, eine Transzendenzbasis
von k C Q(B/q) ist. Somit sind ¥y, ..., 7, insbesondere algebraisch unabhingig iiber k.



78

Betrachte das kommutative Diagramm

Yi———— i
kY, ... Y] —— A

.

A//p/

Der diagonal verlaufende Homomorphismus ist injektiv. Also ist der horizontale ebenfalls
injektiv und damit sind yi,...,y, ebenfalls algebraisch unabhéngig iiber k. (Es gilt
zudem p’ = (0), aber das brauchen wir hier nicht.) O

Lemma 7.3.3. Sei k ein Kérper. Betrachte den Polynomring A := k[X1,...,X,] und
ein Ideal 1 ;Cé A. Dann existiert h € {0,...,n} und z1,...,2, € A, so dass

® 21,...,2, algebraisch unabhdingig tiiber k,
o k[z1,...,2n) C A endlich,
o INEklz1,...,2n] = (21,..., 2n).

Beweis. Induktion nach n. Da im Fall n = 0 nichts zu zeigen ist, gehen wir direkt zum
Fall n > 0. Ist I = (0), so kénnen wir z; = X; wéhlen. Also nehmen wir I # (0) an. Wir
wéhlen ein z; € I\ {0}. Dann ist z; ¢ k. Ohne Einschrankung nehmen wir an, dass X in

einem Monom von z; auftaucht. Wir definieren abhéngig von 7o, ..., 7, neue Variablen
o= X — X7
Yi ‘= Ay 1
fir i = 2,...,n. Lemma garantiert uns die Existenz von 7o, ...,7,, so dass z; von
der Form

21 =cX{ +g1(y2, - y) XT o+ galy2, )
ist mit ¢ € k*. Nach Annahme ist d > 1. Also ist X; ganz iiber k[z1, 42, ..., yn]. Ferner
ist
A = k[Xl, .. ;Xn] = k[Xl,yQ, . 7yn] = k’[21,y2, e ,yn”Xl]

Somit wird A iiber k[z1,y2,...,Yyn] von einem ganzen Element erzeugt. Daher ist die
Erweiterung

k[217y27~-- 7yn] g A

ganz. Da Xj,..., X, algebraisch unabhéingig sind, sind auch zi,¥2,...,y, algebraisch
unabhéingig nach Lemma Somit ist die k-Unteralgebra k[z1,y2, ...,y iSomorph
zu einem Polynomring. Wir wenden die Induktionsvoraussetzung auf den Polynomring
Ely2,...,yn) und das Ideal J := I Nk[ya, ..., yn] an. Demzufolge existieren zg, ..., 2, €
Ely2,...,yn) und ein h € {1,...,n}, so dass

® 29,...,2, algebraisch unabhéngig iiber k,
o k[za,...,2n] C kl[ya,...,yn] endlich,
o JNklza,...,2n) = (22,...,21).

Dann erhalten wir endliche Ringerweiterungen

klz1,22,...,2n) C k[z1,Y2,...,yn] C A,
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also sind z1, ..., 2z, algebraisch unabhéingig iiber k (wieder Lemma|7.3.2)). Da z; € I ist,
folgt mit Lemma auflerdem

INk[z1,...,z0) = (I NE[z2,...,20]) + (21) = (21, ..., 21).
O

Lemma 7.3.4. Sei I ein Ideal einer k-Algebra A und seien xz,y € A mit x € I. Dann
ist INk[z,y] = () + (I Nky]).
Beweis. Die Inklusion , 2% ist offensichtlich. Sei f € I N k[z,y] und schreibe es als
f= Zi,jzo aj;z'y’. Dann ist
Y agy =f- > agal - € INky)
~—

., . .
720 2>0,j70€(m)g1

und damit ist f =3, 450 agx'yl + >2j>0 agjy’ € (x) + (I Nkly]). O

Satz 7.3.5 (Noether-Normalisierung, starke Form). Seien k ein Kérper, A eine endlich
erzeugte k-Algebra und

LCLC..CLGA

eine Kette von Idealen von A. Dann existieren m > 0, z1,...,2zm € A und Indizes
0<h; <...<hg<m, so dass:
® 21,...,2m algebraisch unabhdngig tiber k,

o k[z1,...,2m] C A endlich,
o I|Nklz1,...,2m| = (21,...,2n,) firalel=1,...,d.

Beweis. Der Beweis verldauft in 2 Schritten. Zunéchst zeigen wir, dass der Satz fiir den
Polynomring k[ X7, ..., X,] gilt. Im zweiten Schritt fithren wir den allgemeinen Fall auf
den ersten zuriick.

Schritt 1. Sei A = k[X1,...,X,]. Induktion tiber d. Der Fall d = 1 wurde bereits in
Lemmal[7.3.3|bewiesen. Darin ist m = n. Gelte also d > 1. Nach Induktionsvoraussetzung
existieren yq,...,y, € Aund 0 < hy < ... < hg_1 < n, so dass

® y1,...,Y, algebraisch unabhingig iiber k,

o k[yi,...,yn] C A endlich,

o 1 Nklyt,....yn] = (y1,...,yp,) firallel=1,...,d—1.
Schreibe abkiirzend s := hg_1. Dann ist k[ysy1, . . ., Yn] €in Polynomring. Betrachte darin
das Ideal J := Iy N k[Yst1,--.,Yn). Das ist ein echtes Ideal von k[ysi1,...,yn]. Lemma

liefert die Existenz von zgy1,...,2n € k[Yst1,--.,Ys) und eines hy € {s,...,n}, so
dass

® Zs11,...,2n algebraisch unabhéngig iiber k,

o k[zs+1,- -y 2n] C k[Yst+1,---,Yn] endlich,

e IyN k[ZS_H, R 7Zn] = (ZS-H? e zhd)'
Definiere z; := y; fiir ¢ = 1,...,s. Dann sind z1, ..., 2z, algebraisch unabhéngig iiber k
(Lemma und

klz1,...,2n] Ckly1,...,yn]) C A
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sind endliche Erweiterungen. Es gilt ferner fir { =1,...,d —1
LNklz,...,z0) = L 0O0K[Y1, -, Ys, Zs41s -0 2n) = (U1, -5 YUny) = (21, -+, 21y)
IgNklzt, ..o zn] = (21,0, 25) + (Ta VE[Zeg1, - oy 2n]) = (21, -+ 5 Zoy Zsls - - -5 Zhy)-

Schritt 2. Da A eine endlich erzeugte k-Algebra ist, gibt es einen surjektiven k-Algebren-
homomorphismus f : k[X1,..., X,,] = A. Betrachte in k[X1, ..., X,] =: B die Idealkette

JCJiC...CJy

wobei Jy := ker(f) und J; := f~}(I;) fiir [ = 1,...,d seien. Nach Schritt 1 existieren
Yy, Yn € Bund 0 < jp < 51 < ... jqg < n, so dass

® y1,...,Y, algebraisch unabhéngig iiber k,
e kly1,...,yn] C B endlich,
o JiNklyi,....yn] = (y1,...,y;) fir l=0,....,d.

Nun definiere m := n — jg, sowie
zi = f(Yjo+i)
fir = 1,..., m. Die Komposition
9 ¢ Klypers -y S Elyn, -] CRX1,. . X D A
bildet y;,+; auf z; ab. Ferner ist
ker(g) = (ker(f) N k[y1, ..., ynl) NV E[Yjo+1s - Ynl
- (ylv ... 7yj0) N k[yjo-i-lv cee )yn] — (0)7

also ist g injektiv. Da yj, 41, . . . , Yn algebraisch unabhéngig iiber k sind, ist k[yjo+1,- - -, Yn)
ein Polynomring. Daher g injektiv ist, sind 21, ..., 2, algebraisch unabhingig iiber k.
Ferner ist k[z1, ..., zm] C A endlich, denn wir haben das kommutative Diagramm

k[yt, - yn] 9B EIX L Xy
l} lf endlich
klz1,...,2m] — A.
Schliellich gilt fir I =1,...,d:
Ik, 2m)

Ilmk[zla"'vzm] ?(7
?(Jl Nklyt, .- Ynl)
fly

= gooe 7yjl)
= (2’1, ey Zjl—jo)'
Wir definieren h; := j; — jo. Damit ist der Beweis beendet. O

Korollar 7.3.6. Sei A C B eine Ringerweiterung, B endlich erzeugt als A-Algebra und
A ein Integrititsbereich. Dann gibt es ein s € A\ {0} und y1,...,yn € B, so dass

® Yi,...,Yn algebraisch unabhingig iber Q(A),
o Als7Yy1,...,ya] C Bls™!] endlich.
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Beweis. Sei S = A\ {0} und K := Q(A) = S~'A. Wir erhalten eine Erweiterung K C
S~1B.Da S~!B eine endlich erzeugte K-Algebra ist, konnen wir Noether-Normalisierung
anwenden — die gewohnliche Form reicht hier aus. Es gibt demnach zq, ..., 2, € S7!B,
algebraisch unabhéngig iiber K, so dass

Klz1,...,2,) CS™'B

endlich ist. Sei z; = y;/s; mit y; € B und s; € S fiir ¢ = 1,...,n. Dann ist auch
Klyi,...,yn] € S7'B endlich (da s; € K*, kann man aus einer ganzen Gleichung
fir y € S7'B iiber K|z1,...,2,] leicht eine ganze Gleichung fiir y iiber K[yi,...,yn]
machen). Zudem sind yi,...,y, algebraisch unabhingig iiber K nach Lemma [7.3.2
Seien ¢1,...,cy € B, so dass B = Alcy,...,cn|. Es gibt normierte Polynome f;(t) €
Kly1, ..., yn][t], so dass fi(¢;) = 0 in S71B ist. Die endlich vielen Polynome fi,..., fy
haben nur endlich viele Koeffizienten. Daher finden wir ein u € S, so dass

ufi € Alya, - -, Yn[t]

fir alle ¢ = 1,...,N. Also liegen f; € Alu=![y1,...,uyn][t]. (Genauer gesagt liegt f;
im Bild von A[u™[y1,...,ya]lt] = Kly1,.--,un][t]- Da Afys,...,yn] aber ein Inte-
gritdtsbereich ist, ist diese Abbildung injektiv.) Betrachte fi(¢;) in Blu~!]. Es liegt
im Kern von Blu™!'] — S71B. Also gibt es v € S, so dass vfi(e;) = 0 in Blu™]

fir alle ¢ = 1,..., N. Definieren wir s := uv und betrachten f; als ein Polynom iiber

Als™Yly1, ..., yn], so ist fi(c;) = 0 in B[s~!]. Daher sind die Elemente cy,...,cy ganz

iiber A[s™[y1,...,yn]. Weil c1,...,cny Erzeuger von B[s~!] als A[s~!]-Algebra sind, ist
AlsMlyr, -, yn) € Bls™']

eine endliche Ringerweiterung. U

Korollar 7.3.7. Sei A C B eine Ringerweiterung, B endlich erzeugt als A-Algebra und
A ein Integrititsbereich. Sei s € A\ {0} wie in Korollar[7.3.6, Dann gibt es zu jedem
Primideal p von A[s™1] ein Primideal q von B[s™1], so dass

e qNA[s7] =p und

e Q(A/(pNA)) — Q(B/(qN B)) eine endliche Kdorpererweiterung ist.

Beweis. Wéhle zu s noch yi,...,y, wie in Korollar [7.3.6] Da yi,...,y, algebraisch
unabhingig iiber K = Q(A) sind, ist A[s~![y1,...,yn] isomorph zu einem Polynomring
iiber A[s™!]. Sei p ein Primideal von A[s~!] und betrachte das Ideal

p/ =p- A[s_l][yla st ayn] + (yb L) yn)
Dann ist Als™Y[y1,...,yn]/p = A[s71]/p ein Integritiitsbereich. Somit ist p’ ein Prim-
ideal von A[s™][y1,...,yn]. Lying-Over liefert dann die Existenz eines Primideals q von
Bls™1], so dass N A[s™][y1,...,yn] = p’. Dann folgt aber

anAls~] = p' N Al = p.
Ferner haben wir das kommutative Diagramm

Als [y, ] endiich  BlsY)

| |

Als™y1, - ynl/p" == Als7']/p —— Bls~]/q
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also ist A[s~!]/p < B[s™']/q eine endliche Ringerweiterung. Der Ubergang zu den
Quotientenkorpern liefert dann, dass

Q(A/(p N A)) = Q(A[s™"]/p) — Q(B[s™"]/a) = Q(B/(a N B))

eine endliche Korpererweiterung ist. U
7.4. Jacobson-Ringe.
Definition 7.4.1. Ein Ring A heifit Jacobson-Ring, wenn fiir jedes Primideal p von A

gilt
p= ) m
meMax(A)
mop

Lemma 7.4.2. Fir einen Ring A sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) A ist Jacobson.

(2) Fiir jedes echte Ideal I G A ist VI = (MmeMax(A)mor M-

(8) Fliir jedes Primideal p von A und jedes a € A\ p existiert ein mazximales Ideal m

von A mit p Cm und a ¢ m.

Beweis. Offensichtlich. O

Beispiel 7.4.3.

(1) Korper sind Jacobson-Ringe.

(2) Artinsche Ringe sind Jacobson.

(3) Z ist Jacobson.

(4) Ist k ein Korper, so ist k[t] Jacobson.

(5) Zp) ist nicht Jacobson; allgemeiner ist ein lokaler Integritétsbereich genau dann
Jacobson, wenn er ein Korper ist.

Proposition 7.4.4. Sei A ein Jacobson-Ring und sei B eine ganze A-Algebra. Dann
ist B Jacobson.

Beweis. Sei q ein Primideal von B und sei W := {n € Max(B) | n O q}. Definiere
J == Naew 0 Wir wollen zeigen, dass q = J gilt. Sei p := qN A. Definiere V := {m €
Max(A) | m 2 p}. Da A Jacobson ist, gilt p = (), oy m. Sei m € V. Nach Going-Up
existiert n € Spec(B), so dass nN A =m und q C n. Dann sagt uns Korollar dass
n ein maximales Ideal von B sein muss. Also ist n € W. Das beweist

JNA=p.
Nun betrachten wir den ganzen Ringhomomorphismus A, — B,. Das Ideal q- By ist ein
Primideal von B, und es gilt (q- By) N A = p. Deshalb folgt
(q-By) N Ay =p- Ap.
Deswegen ist, wiederum nach Korollar q- By ein maximales Ideal von By. Das Ideal
J C Bertillt (JNA)N(A\p)=0. Also ist J- By & By ein echtes Ideal. Wegen q C .J
gilt q- By, C J - By, also muss aufgrund der Maximalitét bereits q - By = J - B, gelten.

Dann folgt
JC(J-By)NB=(q-By)NB=qCJ.
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Satz 7.4.5. Sei A ein Jacobson-Ring und sei B eine endlich erzeugte A-Algebra. Dann

gilt:

(1) B ist Jacobson.
(2) Fiir jedes mazimale Ideal n von B ist n N A ein maximales Ideal von A und

Beweis.

(1)

A/(nNA) — B/n ist eine endliche Korpererweiterung.

Sei q € Spec(B) und sei b € B\ p. Wir wollen zeigen, dass ein maximales Ideal n
von B existiert, so dass ¢ C nund b ¢ n. Dazu betrachten wir die Ringerweiterung

A/(anA) = B/g— (B/a)[b™"]

und definieren A’ := A/(qN A), sowie B’ := (B/q)[b~!]. Dann ist A’ ein In-
tegritiitsbereich und B’ eine endlich erzeugte A’-Algebra. Wegen Korollar [7.3.7]
existiert s’ € A"\ {0} mit folgender Eigenschaft:
(*) Fiir jedes p’ € Spec A’ mit s’ ¢ p’ gibt es ein ¢’ € Spec B’, so dass

e g NA =p und

e Q(A'/p") = Q(B'/q’) ist eine endliche Kérpererweiterung.
Wiihle ein Urbild s € A\ {0} von s’ unter A — A’. Dann ist s ¢ qN A. Da A
Jacobson ist, existiert ein maximales Ideal m von A mit N A C m und s ¢ m.
Demnach ist s ¢ m- A’ =m/(qN A) =: w’ (erinnere, dass A’ = A/(qN A) ist).
Auflerdem ist m’ ein maximales Ideal von A’. Wir wenden die Eigenschaft (*)
auf p’ = m’ an. Demnach gibt es ein Primideal n’ von B’, so dass n' N A" = m’
(insbesondere s’ ¢ n’) und

QA fm/) <2k, (B! /)

A fw! Q(B/n)

H ]

A/m —— B/n

wobei n := n' N B sei. Wir folgern, dass B/n ganz ist iiber dem Koérper A/m

ist. Dann folgt aus Lemma dass B/n ebenfalls ein Kérper ist. Also ist

n € Max B. Auflerdem ist ¢ C n und b ¢ n, denn unter der Idealkorrespondenz

entsprechen Primideale von B’ = (B/q)[b~!] genau Primidealen von B, die q

enthalten, aber nicht b.

Im Beweis von (1) haben wir folgendes gezeigt:

(**) Fiir jedes q € Spec B mit b ¢ q existiert ein maximales Ideal m von A mit
gNA C mund ein maximales Ideal n von B, sodassq Cn,b¢n,nNA=m
und die Erweiterung A/m < B/n endlich ist.

Wir wenden (**) an auf ein maximales Ideal ¢ und b = 1. Dann erhalten wir

m € Max A und n € Max B, sodass qNACm,qCn,nNA=mund A/m — B/n

eine endliche Korpererweiterung ist. Dann muss aber ¢ = n sein und somit

m=nnNA=qnNA.
Also ist g N A ein maximales Ideal. 0
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Korollar 7.4.6. Sei k ein Korper und sei A eine endlich erzeugte k-Algebra. Dann gilt:

(1) A ist Jacobson.

(2) Fiir jedes mazimale Ideal m von A ist k — A/m eine endliche Kdrpererweiterung.

(3) Ein Primideal p von A ist genau dann mazimal, wenn k — Q(A/p) eine endliche
Korpererweiterung ist.

(4) Ist B eine endlich erzeugte k-Algebra und f : A — B ein k-Algebrenhomomor-
phismus, so ist fiir jedes mazximale Ideal n von B auch nN A ein maximales Ideal
von A und A/(nN A) — B/un ist eine endliche Korpererweiterung.

Beweis.

(1) Folgt aus Satz|7.4.5(1).

(2) Folgt aus Satz [7.4.5(2).

(3) Die Hinrichtung ist Aussage (2). Fiir die Riickrichtung sei p € Spec A, so dass
k — Q(A/p) eine endliche Erweiterung ist. Dann ist insbesondere A/p ganz iiber
k, also ist A/p ein Kérper nach Lemma

(4) Via f ist B eine endlich erzeugte A-Algebra. Dann folgt die Behauptung aus

Satz [[.4.5 O

Satz 7.4.7 (Hilberts Nullstellensatz). Sei k ein Kérper und sei A eine endlich erzeugte
k-Algebra. Sei I C A ein Ideal. Dann ist

Vi ] m

meMax(A)
ICm

Beweis. Als endlich erzeugte k-Algebra ist A Jacobson (nach Korollar [7.4.6{(1)). Deswe-

gen gilt
Vi= () »= () m

peSpec(A) meMax(A)
ICm ICm

O

Korollar 7.4.8 (Klassischer Nullstellensatz). Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kor-
per. Sei A := k[Xy,...,X,] der Polynomring. Fiir einen Punkt x = (x1,...,2,) € k™
seimy = (X1 —x1,...,Xpn — xn). Dann gilt:

(1) Fir jedes x € k™ ist my ein mazimales Ideal.

(2) Fiir jedes mazimale Ideal m von A existiert genau ein x € k™, so dass m = m.

Beweis. Klar ist, dass m, ein maximales Ideal von A ist. Auflerdem ist fiir z,y € k"
mit z # y auch m, # m,. Es bleibt die Existenz in (2) nachzuweisen. Sei m € Max A.
Dann ist k& < A/m eine endliche Erweiterung nach Korollar Da k algebraisch
abgeschlossen ist, folgt k£ = A/m. Sei x; das Bild von X; unter ¢ : A — A/m = k. Dann
ist q(X; —z;) = 0, also liegt X; —x; € ker(q) = m. Daraus folgt m; C m. Da m, maximal
ist, folgt Gleichheit. O

Korollar 7.4.9. Sei k ein Korper. Dann wird jedes mazimale Ideal des Polynomrings
k[X1,...,X,) von n Elementen erzeugt.

Beweis. Ubung,. O
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8. DIMENSION

8.1. Filtrierungen und Graduierungen.

Definition 8.1.1. Sei A ein Ring und sei M ein A-Modul.
(1) Eine Filtrierung von M ist eine Folge (Fn)nEZZO von Untermoduln

M=FK2OF2DFD....

(2) Sei I C A ein Ideal. Eine I-Filtrierung von M ist eine Filtrierung (F,),>0 von
M, so dass
IFn c Fn+1
gilt fiir alle n > 0.
(3) Eine I-Filtrierung (F,,)n>0 von M heifit stabil, wenn es ein N > 0 so gibt, dass
fiir alle n > N gilt
IF, = Fpi1.

8.1.2. Durch F), := I""M ist eine stabile I-Filtrierung auf M definiert. Insbesondere ist
A=1°D 71" D% D ... eine stabile I-Filtrierung von 4A.

Definition 8.1.3. Ein graduierter Ring besteht aus einem Ring A zusammen mit einer
Familie (A;)nez., von Untergruppen von (4, +), so dass

gilt (als abelsche Gruppe), sowie A, A, C Ay, fiir alle n,m > 0.
Beispiel 8.1.4. Der Polynomring A = klty,...,t,] ist graduiert mit

A= P kA

mi+...+mp=n

also A, ist die Menge der homogenen Polynome vom Totalgrad n.

8.1.5. Sei A ein graduierter Ring. Dann ist 1 € Ag, denn schreiben wir 1 = ano 1,
mit 1,, € A, (fast alle gleich Null), so gilt fiir jedes x € A,

r=1lx = g 1,z .
~—~
n20 ¢4

n+m

Also muss lgxz = z gelten, sowie 1,2 = 0 fiir alle n > 0. Insbesondere ist 1y eine Eins
des Rings und damit 19 = 1. Das beweist, dass Ay ein Unterring von A ist.

Zudem ist die Untergruppe ,,~;, Ay ein Ideal von A. Am wichtigsten ist das Ideal A :=
@D, An, das sogenannte Augmentationsideal von A. Offensichtlich ist die Komposition
Ag — A — AJA, ein Isomorphismus von Ringen.

Definition 8.1.6. Sei A ein graduierter Ring. Ein graduierter A-Modul besteht aus ei-
nem A-Modul M, zusammen mit einer Familie (Mp)nez., von Untergruppen von (M, +),

so dass
M= M,
n>0
gilt (als abelsche Gruppe), sowie A, M,, C M4, fiir alle n,m > 0.
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Definition 8.1.7. Sei A ein graduierter Ring und seien M und N graduierte A-Moduln.

(1) Eine A-lineare Abbildung f : M — N heifit homogen, wenn f(M,) C N,, gilt fiir
alle n > 0.

(2) Ein A-Untermodul M' C M heifit homogen, wenn M’ =3 o M' N M, gilt.

(3) Ein Ideal I C A heifit homogen, wenn es ein homogen ist als A-Untermodul von
AA.

(4) Ein Element a € A oder ein Element x € M heifit homogen, wenn es in einem
A, bzw. M, liegt. Ist a # 0, bzw. x # 0, so ist n € Z>( eindeutig bestimmt und
heifit der Grad von a bzw. x.

8.1.8. Sei M ein graduierter Modul iiber einem graduierten Ring A. Ist M’ ein homoge-
ner A-Untermodul, so ist M’ selbst ein graduierter A-Modul und die Inklusion M’ < M
ist homogen. Ferner ist auch M/M’ ein graduierter A-Modul und die Quotientenabbil-
dung M — M /M’ ist homogen.

8.1.9. Ist I ein homogenes Ideal eines graduierten Rings, so ist A/I wieder ein gradu-
ierter Ring. Wird I von homogenen Elementen erzeugt, so ist I ein homogenes Ideal.

Proposition 8.1.10. Sei A ein graduierter Ring. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) A ist ein noetherscher Ring.
(2) Ay ist ein noetherscher Ring und A ist endlich erzeugt als Ag-Algebra.

Beweis. Zu (1) = (2)“: Da Ag =2 A/A, ist, ist Ap als Quotient eines noetherschen Rings
selbst noethersch. Ferner ist das Ideal A, endlich erzeugt, sagen wir von x1,...,zy €
A4. Wir diirfen ohne Einschrankung annehmen, dass die Erzeuger x; homogen sind,
sagen wir vom Grad d; > 0 (falls nicht, so zerlege die x; in homogene Komponenten).
Wir zeigen Aglx1,...,zn] = A, indem wir A, C Ap[z1,...,xn] per Induktion nach n
zeigen. Fiir n = 0 ist das klar. Sei nun n > 0. Sei y € A,. Dann ist y € A, also finden
wir a; € Ay,_g,, so dass

N
y= Z ;T
i=1

(dabei sei a; = 0 falls n —d; < 0). Nach Induktionsvoraussetzung ist a; € Ag[z1,...,xN],
also ein polynomialer Ausdruck in den x; mit Koeffizienten in Ay. Das beweist y €

AO[':Ula s 71‘1\7}‘
Zu ,,(2) = (1)“: Endlich erzeugte Algebren iiber noetherschen Ringen sind selbst noe-
thersch. Das folgt aus Hilberts Basissatz und der Tatsache, dass Quotienten noetherscher

Ringe noethersch sind . O
Definition 8.1.11. Sei A ein Ring und sei I C A ein Ideal. Die A-Unteralgebra
R(I) := P I" C Alt]
n>0
heifit die Rees-Algebra von I. Sie ist eine graduierte A-Algebra mit R(I), = I"t".

Proposition 8.1.12. Sei A ein Ring und I C A ein Ideal.

(1) Falls I ein endlich erzeugtes Ideal ist, so ist R(I) eine endlich erzeugte A-Algebra.
(2) Ist A noethersch, so ist R(I) noethersch.
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Beweis.
(1) Seien z1,...,xn Erzeuger von I. Dann sind z1t,...,znyt € R(I); Erzeuger von
R(I) als A = R(I)p-Algebra.
(2) Da A noethersch ist, ist I endlich erzeugt. Aus (1) erhalten wir, dass R(I) eine
endlich erzeugte A-Algebra ist. Also ist R(I) auch noethersch (s. Proposition

EL10). 0

8.1.13. Sei A ein Ring und sei I C A ein Ideal. Sei M ein A-Modul und sei F, :=
(Fn)n>0 eine I-Filtrierung von M. Dann wird die direkte Summe R(F}) := @, ~( Fnt" C
MTt] := M ®4 A[t] zu einem graduierten R(I)-Modul durch Einschréinkung der skalaren
Multiplikation A[t] x M[t] — M]|t] auf

R(I) x R(Fy) — R(Fy).
Definition 8.1.14. Sei A ein Ring und sei I C A ein Ideal. Dann definieren wir auf

gr(I) == /!
n>0
die Multiplikation (a + I"™1) . (b + I™*1) := (ab) + I""™™* 1. Diese Multiplikation ist
wohldefiniert und macht gr(I) zu einem graduierten Ring mit gr(I), = I"/I"*l. Man
nennt gr(I) die assoziierte graduierte Algebra zu I.

8.1.15. Sei M ein A-Modul, sei I C A ein Ideal und sei Fy := (F},)n>0 eine I-Filtrierung
von M. Dann betrachte die direkte Summe gr(F) := @,,5¢ Fn/Fnt1. Auf gr(Fy) haben
wir eine gr(/)-Modulstruktur gegeben durch

(CL + InJrl) . (l’ + Fm+1) = (ax) + Fn—i—m—&-l'

8.1.16. Fiir ein Ideal I eines Rings A gilt gr(I) = R(I)/IR(I) als A/I-Algebren. Ist F}
eine [-Filtrierung von M, so induziert die natiirliche surjektive Abbildung F,,/IF, —
F,,/F,,+1 einen surjektiven homogenen Homomorphismus von graduierten R(I)/IR(I) =
gr(I)-Moduln R(Fy)/IR(Fy) — gr(Fy).

Lemma 8.1.17. Sei A ein noetherscher Ring, M ein endlich erzeugter A-Modul und
I C A ein Ideal. Sei Fy, = (Fy)n>0 eine I-Filtrierung von M. Dann sind dquivalent:

(1) F ist stabil.

(2) R(F) ist endlich erzeugt als R(I)-Modul.

Beweis. Fixiere kK > 0 und definiere
Ly =kt e Fitt®...® Ftt o IFf o PEt 2 @ ... C R(F,).

Dann ist Ly ein homogener R(I)-Untermodul von R(F). Es gilt offensichtlich Ly C Lgyq
und Uy Lk = R(F).

Wir beweisen, dass Ly als R(I)-Modul endlich erzeugt ist. Da M ein endlich erzeugter
Modul iiber einem noetherschen Ring ist, sind auch die F; endlich erzeugte A-Moduln.
Somit Fyt® @ ... ® Fjt* auch. Ein Erzeugendensystem von Fyt® @ ... @ Fjt* als A-Modul
ist aber auch ein Erzeugendensystem von Ly als R(I)-Modul.

Zu (1) = (2)“: Ist F eine stabile Filtrierung, so gibt es ein k mit I F; = F;1; fir alle
i > k. Also ist R(Fy) = L.



88

Zu ,(2) = (1)“: Da A noethersch ist, ist die Rees-Algebra R(I) ebenfalls noethersch
nach Proposition Falls R(F}) ein endlich erzeugter R(I)-Modul ist, so ist R(F)
ein noetherscher R(I)-Modul. Also gibt es ein k > 0, so dass R(Fy) = Li. Das bedeutet
aber I'F}, = Fy,; fiir alle 4 > 1. Das zeigt die Stabilitiit. O

Korollar 8.1.18. Seien A ein noetherscher Ring, M ein endlich erzeugter A-Modul,
I C A ein Ideal und Fy. = (F,)n>0 eine stabile I-Filtrierung von M. Sei M’ C M ein
A-Untermodul. Dann ist (EF, N M'),>0 eine stabile I-Filtrierung von M'.

Beweis. Sei F), := F,, N M'. Dann ist F] := (F),),>0 eine I-Filtrierung von M’, denn
IF, CIF,NM' C F,yynM'.

Also ist R(FY)) ein R(I)-Untermodul von R(F}). Weil A als noethersch vorausgesetzt ist,
ist R(I) ebenfalls noethersch nach Proposition Da F, stabil ist, ist R(F}) ein
endlich erzeugter R(I)-Modul. Also ist R(F) noethersch als R(I)-Modul. Jeder R(I)-
Untermodul ist demnach auch endlich erzeugt, insbesondere R(F}). Eine erneute An-
wendung von Lemma zeigt, dass F. eine stabile I-Filtrierung ist. O

Satz 8.1.19 (Artin-Rees). Seien A ein noetherscher Ring, I C A ein Ideal, M ein
endlich erzeugter A-Modul und M' C M ein A-Untermodul. Dann gibt es ein k > 0, so
dass fiir alle 1 > 0 gilt

I(I*Myn M’y = (I * M)y n M.

Beweis. Wende Korollar [8.1.18| auf die stabile I-Filtrierung (I"M),>¢ an. O
8.2. Hilbert-Funktionen.

Definition 8.2.1. Sei A ein noetherscher Ring.

(1) Betrachte die freie abelsche Gruppe €D Z - [M] erzeugt von allen Symbolen
[M], wobei [M] die Isomorphieklasse eines endlich erzeugten A-Moduls M sei.
Sei Ky(A) der Quotient dieser freien abelschen Gruppe nach allen Relationen der
Form

[M] — [M'] - [M"]

wann immer eine kurze exakte Sequenz 0 — M’ — M — M"” — 0 von A-Moduln
existiert (beachte, dass mit M auch M’ und M"” endlich erzeugt sind). Man nennt
die Gruppe Ky(A) die Grothendieck-Gruppe von A.

(2) Ein Homomorphismus A : Ko(A) — Z heifit eine additive Funktion.

8.2.2. Sei A ein artinscher Ring. Dann besitzt jeder endlich erzeugte A-Modul eine
Kompositionsreihe. Definieren wir fiir die Isomorphieklasse [M] eines endlich erzeug-
ten A-Moduls [([M]) = (M), die Lénge von M, so steigt diese Funktion ab zu einem
Homomorphismus [ : Ko(A) — Z.

Beispiel 8.2.3.
(1) Ist k ein Korper, so ist Ko(k) = Z.
(2) Es gilt Ko(Z) = Z.

Lemma 8.2.4. Sei A ein noetherscher graduierter Ring und sei M ein endlich erzeugter
graduierter A-Modul. Dann ist jedes M, ein endlich erzeugter Ag-Modul.
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Beweis. Wir wissen bereits aus Proposition dass Ay noethersch ist. Damit ist
A, endlich erzeugt, und somit sind auch alle A,, endlich erzeugt als Ag-Moduln. Seien
Y1, .- ., Y Erzeuger von M als A-Modul und ohne Einschrankung seien alle y; homogen;
der Grad von y; sei d;. Dann gilt

.
M, = Z Anfdi " Yi
i=1
und daher ist auch M, ein endlich erzeugter Ap-Modul. ([l

Definition 8.2.5. Sei A ein noetherscher graduierter Ring und sei A : Ky(Ap) — Z eine
additive Funktion. Sei M ein endlich erzeugter graduierter A-Modul. Die Potenzreihe
Py € Z[[t]] definiert durch

Py(t) == MMp)t"
n=0

heifit die Poincaré-Reihe von M beziiglich A.

Beispiel 8.2.6. Sei A = klty,...,ts] der Polynomring iiber einem Koérper mit der Gra-
duierung durch deg(t;) = 1. Dann ist

P,a(t) = (1_1,5)3

beziiglich der additiven Funktion auf Ky(k) gegeben durch die k-Dimension.
Versehen wir allgemeiner A mit der Graduierung durch deg(t;) = d; > 1, so ist

1
P,a(t) = (T —tdr) ... (1 —tds)

Satz 8.2.7 (Hilbert—Serre). Sei A ein noetherscher graduierter Ring und sei M ein
endlich erzeugter graduierter A-Modul. Sei A eine additive Funktion auf Ko(Ao). Seien
Z1,...,Ts € A homogen von Graden di,...,ds > 1, so dass A = Aglx1,...,xs]. Dann
existiert ein Polynom p € Z[t], so dass

p(t)
(1—th). .. (1—tds)’

Beweis. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach s. Ist s = 0, so ist A = Ay
und somit gibt es ein N > 0 mit M, = 0 fiir n > N, da M endlich erzeugt ist. Dann ist
p(t) = AM(Mp) + A(M1)t + ... + AM(My)tN das gesuchte Polynom.

Sei s > 0. Betrachte den graduierten A-Modul N := M[ds] gegeben durch Ny, := M, 14,.
Wenn wir die Graduierung ignorieren, ist N ein A-Untermodul von M. Da A noethersch
ist, ist N auch ein endlich erzeugter A-Modul. Die Abbildung

Py (t) =

f:M— N, y— x5y

eine homogene A-lineare Abbildung. Wir betrachten K := ker(f) und C' := coker(f). Das
sind ebenfalls endlich erzeugte graduierte A-Moduln. Wir erhalten die exakte Sequenz

O—>Kn—>Mni>Nn—>Cn—>0.
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Also gilt A(IVy,) — A(My,) = A(Cy,) — A(K,). Betrachte die Poincaré-Reihen Py, Pk und
Pc. Es gilt

Par(t) = M Mo) + MMt + ... XN(My,_)t% 1 4% Py (2).
—r(t)

Also erhalten wir

Po(t) — Pi(t) = Py(t) — Pu(t)

s ’
-1 tdf Py (t) — tEZ)
_ t%(Pe(t) — Pr(t) +7(t)

Py (t)

1 — tds
Nun gilt 5 € Ann(K) und x5 € Ann(C). Also sind K und C Moduln iiber A" :=

A/(xs). Dieser wird erzeugt von s — 1 homogenen Elementen. Es gilt A, = Ag. Nach
Induktionsvoraussetzung existieren Polynome px und po mit

Pk () pc(t)
Pg(t) = Po(t) = .
k(1) 1—t)h . (1—t)ds e () (1—t)h . (1—t)do
Wir setzen in die Gleichung fiir Pys ein und erhalten
p(t)
(1—t)d ... (1—t)d’

Py (t) =

wobei
(+) p(t) = t* (po(t) — prc () + (1 =)™ ... (1 = t)~1r(t).

O
8.2.8. Wir wenden nun Hilbert—Serre auf endlich erzeugte graduierte Moduln iiber
noetherschen graduierten Ringen A an, wobei A als Ap-Algebra von A; erzeugt werde. Sei

x1,...,%s ein Erzeugendensystem von A; als Ap-Modul. Dann gilt A = Agxq, ...,z
Dann sagt uns Hilbert—Serre, dass die Poincaré-Reihe von M von der Form

PM(t) = (lpﬁti)s

ist. Solche Potenzeihen untersuchen wir jetzt.

Lemma 8.2.9. Sei f(t) = >.;° jant" € Z[[t]] eine Potenzreihe, so dass es ein s > 0
und ein Polynom p € Z[t] gibt mit

Dann gilt:
(1) Es gibt ein eindeutig bestimmtes Polynom g € Q|[t], so dass a, = g(n) firn >0
gilt. Daber ist degg < s — 1.
(2) Es gibt ein eindeutig bestimmtes Polynom h € Q[t], so dass Y ;" , = h(n) fir
n > 0 gilt. Dabei ist degh < s.

Beweis.
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(1) Es gilt ﬁ =Y 2, t". Eine leichte doppelte Induktion nach s und n zeigt uns,

dass -
1 <s -1+ n>
()
(1—1)s =\ s—1
Wir definieren nun das Polynom r € Q[t] durch
-1 1)... -1
) = (° +t\ _tt+1)...(E+s )‘
s—1 1-2...(s—1)
ﬁ =Y > ,r(n)t". Das Polynom r hat Grad s — 1. Schreibe
nun das Polynom p als p(t) = 3.~ b;t". Dann gilt fiir alle n > N

N
an = Z bir(n — 1)
i=0

Wir definieren g(t) := ZZ]\; o bir(t — i) € Q[t], ein Polynom vom Grad hochstens
s — 1, und erhalten a,, = g(n) fiir alle n > N. Das Polynom g ist eindeutig
bestimmt durch Werte an unendlich vielen (ganzen) Zahlen.

(2) Wende (1) auf die Potenzreihe

f&)  p) ==\
1-t  (1—t)st! _72(;&’)75
an. O

Dann gilt also

Bemerkung 8.2.10. Im obigen Lemma ist im Fall s = 0 das Polynom ¢ = 0 und
h(t) = t. Der Einheitlichkeit halber treffen wir die Konvention, dass das Nullpolynom
Grad —1 habe.

Korollar 8.2.11. Sei A ein noetherscher graduierter Ring, der als Ag-Algebra von Ay
erzeugt werde. Sei M ein endlich erzeugter graduierter A-Modul. Sei X : Ko(Ag) — 7Z
eine additive Funktion. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome g, h € Q[t], so dass
gilt

n
g(n) = A(M,) h(n) =Y AM).
j=1
Ist x1,...,xs ein Erzeugendensystem von A1 als Ag-Modul, so ist degg < s — 1 und
degh < s.
Beweis. Klar mit Hilbert—Serre und Lemma [8.2.9] O

Definition 8.2.12. Sei A ein noetherscher lokaler Ring mit maximalem Ideal m. Ein
Definitionsideal von A ist ein Ideal I von A, fiir das es ein n > 0 so gibt, dass

m*'C ] Cm.
Lemma 8.2.13. Sei A ein noetherscher lokaler Ring mit maximalem Ideal m. Fiir ein

Ideal I G A sind dquivalent:

(1) I ist ein Definitionsideal von A.
(2) m ist das einzige Primideal von A, das I enthilt.
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(3)
(4)

VIi=m
A/I ist artinsch.

Beweis. Ubung. g

Korollar 8.2.14. Sei A ein noetherscher lokaler Ring, sei I ein Definitionsideal von A,
sei M ein endlich erzeugter A-Modul und sei Fy = (Fy)n>0 eine stabile I-Filtrierung

von M.

(1)

(2)
(3)

Beweis.

(1)

Fiir jedesn > 0 ist M/ F,, ein A-Modul von endlicher Léinge. Es gibt ein eindeutig
bestimmtes Polynom x = xm.1,r. € Q[t], so dass

{(M/Fp) = x(n)

fiir n > 0. Dabei ist deg x < s, wobei s die minimale Anzahl von Erzeugern von
I sei.

Der Grad degx hdngt nur von M ab, ist also unabhingig von I und F.

Der Leitkoeffizient von x hdngt nur von M und I ab, ist also unabhdngig von F.

Betrachte den graduierten Ring gr(l) = €B,>0"/1 "1 yund den graduierten
gr(I)-Modul gr(Fy) = @,,50Fn/Fn+1. Dann ist gr( Jo = A/I noethersch. Seien

r1,...,7s Erzeuger von I. Betrachte T; := x; + I? € gr(I);. Dann ist 7y, ..., Zs

ein Erzeugendensystem von gr(I); als gr(I)o-Modul.

Da die I-Filtrierung F stabil ist, ist R(F}) als R(I)-Modul endlich erzeugt (Lem-

ma . Dann ist auch R(F})/IR(F) ein endlich erzeugter R(I)/IR(I) =
gr(I)- Modul Als Quotient von R(Fy)/IR(F}) ist auch gr(Fy) ein endlich erzeug-

ter gr(Fy)-Modul.

Da I ein Definitionsideal von A ist, ist A/I artinsch. Jeder endlich erzeugte

A/I-Modul hat deshalb endliche Lénge und

l: Ko(A/T) = Z, N = 1(4/1N) = 1(4N)

ist eine additive Funktion. AuBlerdem ist F,/F, 1 ein endlich erzeugter A/I-
Modul, also von endlicher Linge und damit, induktiv, auch

I(M/F,) < o0
Es gibt nach Korollar [8.2.11| Polynome g, h € Q]t], so dass

9(n) = U(Fo/Fus) h(n) = S UF;/Frp)
j=0
fiir n > 0. Definiere x := h — ¢g. Dann ist fiir n > 0
n—1
= > U(Fj/Fj1) = (M/F,).
§=0

Aufgrund der Gradabschéitzungen fiir ¢ und h sehen wir, dass deg x < s ist.
Sei F| = (F))n>0 eine weitere stabile I-Filtrierung. Sei x’ € Q[t] das zugehérige
Polynom. Sei N > 0, so dass IF,, = Fj, 41 und I'F), = F) , fiir alle n > N. Dann
gilt ' ' ‘

Fon=I'FNyCI'M=IF,CF/
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und genauso folgt F; +n € Fi. Damit ist

[(M/F]) < U(M/Fi+N) I(M/F;) < I(M/Fj;y)
fiir alle 4 > 0. Somit gilt fiir n > 0
X'(n) < x(n+N) x(n) < x'(n+N)

X,g;)) = 1. Fiir die Polynome x und X’ bedeutet das, dass
d

Das impliziert lim,_ oo X
sie den gleichen Grad und den gleichen Leitkoeffizienten haben miissen.

(2) Im Beweis von (3) haben wir gezeigt, dass Grad und Leitkoeffizient nicht von
der Filtrierung abhingen. Daher geniigt es

deg(Xar,1,(1mM),) = deg(Xas,m, (mn ), )
—_—— —_——
=:X1 =:X2
zu zeigen. Da I ein Definitionsideal ist, gibt es ein N mit mY C T Cm. Es folgt
m®N C ' C m fiir alle i > 0 und damit
I(M/wiM) < I(M/I'M) < I(M/m*).

Das impliziert y2(n) < x1(n) < x2(nN) fir n > 0. Wir haben also zwei Po-
lynome, x2(t) und x2(Nt), vom gleichen Grad, die xi(t) nach oben und unten
beschréinken (fiir groBe Werte fiir ¢). Dann muss y; ebenfalls den gleichen Grad
haben. 0

Definition 8.2.15. Sei A ein noetherscher lokaler Ring, sei I ein Definitionsideal von
A, sei M ein endlich erzeugter A-Modul und sei F, = (F},)n>0 eine stabile I-Filtrierung
von M.

(1) Das Polynom xas,1,r, aus Korollar nennt man das Hilbert-Polynom von
M, I und Fi.

(2) Der Wert d(M) := degxm.1,r, € Z>o U {—1} ist wohldefiniert und heifit die
Hilbert-Dimension von M.

8.2.16. Fiir einen endlich erzeugten A-Modul iiber einem noetherschen Ring A gilt:
(1) Genau dann ist d(M) = —1, wenn M = 0.
(2) Genau dann ist d(M) = 0, wenn es ein n > 0 gibt mit m"M = 0.
(3) Genau dann ist d(4A) = 0, wenn A artinsch ist.
Beweis.
(1) Wir sehen

d(M) = —1< X1 (me ), =0
SI(M/m"M)=0 (n>0)
& M/m"M=0 (n>0)
S M=0

wobei die letzte Aquivalenz aus dem Lemma von Nakayama folgt.
(2) Ein &hnliches Nakayama-Argument.
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(3) Es gilt
dA)=0em"=0 (n>0)
< (A) < oo
< A artinsch
O

Proposition 8.2.17. Sei A ein noetherscher lokaler Ring, sei M # 0 ein endlich er-
zeugter A-Modul und sei a € A mit ax # 0 fir alle x € M \ {0}. Dann gilt
d(M/aM) < d(M) — 1.
Beweis. Sei M’ = aM und M" := M/aM. Sei F,, = m"M und sei F), = F, N M.
Nach Korollar [8.1.18|ist F eine stabile m-Filtrierung von M’. Betrache die kurze exakte
Sequenz
0— M'/F, - M/m"M — M"/m"M" — 0.
Dann gilt also I(M" /m™M") = (M /m™M) — I[(M'/F]) und deshalb auch
XM m,(mn M)y, (n) = XM,m,(mn M), (TL) — XM’ m,F! (n)
fir n > 0. Wegen der Eigenschaft von a ist die Abbildung M — M',z +~ ax ein
Isomorphismus. Unter diesem Isomorphismus wird m” M auf m™ M’ abgebildet. Also gilt
XM,m,(mn M), = XM’ m,(mnM'),
Nach Korollar 8.2.14] stimmen Grad und Leitkoeffizient von xps w (mnar), und X m rr
aber {iberein. Damit ist d(M") < d(M) — 1. O

8.3. Dimension.

Definition 8.3.1. Sei A ein Ring. Falls A # 0 ist, definieren wir
dim A := sup{n € Z>o | es gibt eine Primidealkette po G p1 G ... & pn in A}.

Fiir den Nullring definieren wir formal dim0 = —1. Die Zahl dim A € Z>o U {—1, 00}
heifit die Krull-Dimension von A.

Beispiel 8.3.2. Sei k ein Korper.

(1) dimk =0
(2) dimk[t] = 1
(3) dimZ = 1.

8.3.3. Sei A ein Ring. Dann gelten:
dim A = sup{dim A, | p € Spec(A)}
= sup{dim Ay | m € Max(A)}
dim A = sup{dim A/p | p € Spec(A)}
= sup{dim A/p | p € MinSpec(A)}
8.3.4. Offensichtlich ist
dim A = sup{n € Zxg | es gibt eine Primidealkette po G p1 & ... S pp in A,
po € (A), pn € Max(A)}.



95

Definition 8.3.5. Sei A ein noetherscher lokaler Ring. Wir definieren
0(A) := min{s € Z>¢ | es gibt ein Definitionsideal, das von s Elementen erzeugt wird}
8.3.6. Da A noethersch ist, ist jedes Definitionsideal endlich erzeugt. Also ist §(A4) < oc.

Lemma 8.3.7. Sei A ein noetherscher lokaler Ring und sei 0 < n < dim A. Dann gibt
es x1,...,Ty €M, so dass fir jedes Primoberideal p D (x1,...,xy,) gilt dim Ay, > n.

Beweis. Induktion nach n. Der Fall n = 0 ist klar. Sei n > 0. Wihle nach Induk-
tionsvoraussetzung Elemente zi,...,x,—1 € m, so dass fiir jedes Primoberideal p D
(1,...,2n—1) gelte dim A, > n—1. Nach Propositionhat (x1,...,Tp—1) nur end-
lich viele minimale Primoberideale, sagen wir p1,...,p,. Falls dim A,, > n — 1 gilt fiir
alle i = 1,...,r, so kbnnen wir ein beliebiges x,, € m hinzufiigen. Wir nehmen an, es
gebe ein j mit dim Ay, = n — 1. Dann ist dim A,, < dim A und deshalb p; & m. Damit
ist keines der pi,...,p, gleich m. Nach Prime Avoidance gilt dann (J;_, p; & m. Wir
wiihlen ein x, € m\ (J;_; p;. Sei p D (x1,...,2z,) ein Primoberideal. Dann gibt es ein j
mit p; C p. Da x, ¢ p; gilt

dim A, > dimApj >n—1.
O

Satz 8.3.8 (Hauptsatz der Dimensionstheorie). Sei A ein noetherscher lokaler Ring.
Dann ist

dim A = d(A) = (5(14) S ZZO‘
Beweis. Wir zeigen
§(A) > d(A) >dim A > 46(A).
Die Zusatzbehauptung, dass das endliche Werte sind, folgt dann aus[8.3.6

(1) Zu §(A) > d(A). Folgt aus Korollar 8.2.14
(2) Zu d(A) > dim A. Wir benutzen Induktion nach d(A). Ist d(A) = 0, so ist A

artinsch und damit jedes Primideal maximal nach Akizuki-Hopkins. Also gilt
dim A = 0.

Gelte d(A) > 1. Wegen d(A) > d(A/p) und wegen diirfen wir ohne Ein-
schrankung annehmen, dass A ein Integritéitsbereich sei. Sei

0 Sms.. S

eine Primidealkette in A (ohne Einschréinkung bei (0) startend). Wéhle ein a €
p1 \ {0} und betrachte den Ring A/(a). Dann ist

d(A/(a)) < d(A) =1

nach Proposition[3.2.17] Nach Induktionsvoraussetzung gilt dim A/(a) < d(A/(a)),
also auch dim A/(a) < d(A) — 1. In A/(a) gibt es die Primidealkette

pr/(a) S pa/(a) G- G pa/(a).

Deshalb ist n — 1 < dim A/(a), also n — 1 < d(A) — 1. Da die Primidealkette
beliebig war, folgt dim A < d(A).
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(3) Zu dim A > §(A). Sei n = dim A. Gemé# Lemma [8.3.7] gibt es z1,...,z, € m, so
dass jedes Primoberideal p O (x1,...,2y,)

dimA, >n=dimA

erfiillt. Dann muss aber bereits p = m sein. Somit ist m das einzige Primober-
ideal von (z1,...,z,) und damit (xi,...,2z,) ein Definitionsideal. Da es von n
Elementen erzeugt wird, gilt n > §6(A). O

Proposition 8.3.9. Sei A C B cine ganze Ringerweiterung. Dann gilt:
(1) dim A = dim B
(2) Fiir jedes Primideal q von B ist dim B, < dim Agna. Falls A C B Going-Down
erfillt, so gilt sogar dim By = dim Ayn4.

Beweis.

(1) Seiqo & ... & q; eine Primidealkette von B. Dann ist qgNA C ... C q;N A eine
Primidealkette von A. Wére q; N A = q;4+1 N A, so wiirde nach Proposition
bereits q; = qi11 gelten. Alsoist qoNA S ... & N A und damit dim A > dim B.
Sei umgekehrt pg & ... G p; eine Primidealkette in A. Nach Lying-Over existiert
ein Primideal qq von B, das iiber pg lebt. Wegen Going-Up finden wir ein Prim-
ideal q; von B, das qg enthélt und iiber p; lebt. So fortfahrend erhalten wir eine
Primidealkette qo C ... € q; von B mit q; N A = p;. Da q; N A G qi41 N A gilt,
muss bereits q; G qi11 sein. Also ist dim B > dim A.

(2) Der Ringhomomorphismus Aqna — By erfiillt die Aussage von Proposition
Also kénnen wir wie unter (1) schlielen, dass dim Agna > dim By ist.

Nun sei Going-Down erfiillt und sei po S ... S -1 S b = N A eine Prim-
idealkette von A. Nach Going-Down gibt es ein Primideal q,_1, das in q =: q;
enthalten ist und das iiber p;_1 lebt. So fortfahrend bekommen wir eine Kette
g1 € ... C qs = q mit g; N A = p;. Da unten echte Inklusionen gelten, miissen
oben ebenfalls echte Inklusionen vorliegen. Damit folgt dim By > dim Agn4. O

8.3.10. Sei A — B ein Ringhomomorphismus. Der Beweis der vorigen Proposition zeigt:

(1) Falls A — B die Aussage von Proposition erfiillt, so gilt dim A > dim B.
(2) Falls A — B Going-Up und Lying-Over erfiillt, so ist dim A < dim B.

8.4. Krulls Hauptidealsatz.

Lemma 8.4.1. Sei A ein noetherscher Ring und x1,...,xs € A. Dann gilt fir jedes
minimale Primoberideal p 2 (x1,...,Ts):
dim A, <s

Beweis. Betrachte I := (x1/1,...,2,/1) = (x1,...,25) - Ay € Ap. Dann ist p - A, das
einzige minimale Primoberideal von I, also ist I ein Definitionsideal von A,. Nach Satz

B.3.8 gilt

O

Lemma 8.4.2. Sei p ein minimales Primideal des Rings A. Dann ist jedes a € p ein
Nullteiler von A.
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Beweis. Ohne Einschrénkung sei a # 0. Da p minimal ist, ist p- A, das einzige Primideal
von Ap. Somit ist p- Ay = v/0 = Nil(A4,). Damit a/1 € Nil(Ay), weshalb ein n > 0 und ein
s € A\ p existieren, so dass sa™ = 0 in A. Wihle n > 0 minimal mit dieser Eigenschaft.
Dann gilt sa”~! # 0, aber (sa™ 1)a = 0. Also ist a ein Nullteiler. O

Satz 8.4.3 (Krulls Hauptidealsatz). Sei A ein noetherscher Ring und a € A ein Nicht-
Nullteiler. Dann gilt fiir jedes minimale Primoberideal p O (a):
Beweis. Nach Lemma ist dim A, < 1. Wire dim A, = 0, so wiire p ein minimales

Primideal von A und damit a ein Nullteiler nach Lemma [8.4.2] Ein Widerspruch zur
Voraussetzung. ]

8.5. Dimension von endlich erzeugten Algebren iiber Kérpern.
Proposition 8.5.1. Sei k ein Kéorper. Dann ist dim k[ty, ..., t,] = n.
Beweis. In A := k[ty,...,t,] haben wir die Primidealkette

0)S ()G ... Sty tn)
also ist dim A > n. Sei pg ; e ; p; eine Primidealkette von A. Wir wollen | < n zeigen.
Wir verwenden die starke Form der Noether-Normalisierung. Demnach gibt es iiber k
algebraisch unabhéngige Elemente y1,...,y, € A und Zahlen 0 < hg < ... < hy < n, so
dass k[y1,...,yn] C A endlich ist und

piN k[ylv <o 7yn] = (ylv ce 7yhi)'
Dap; G pi1 und A ganz ist iiber k[yy, ..., yn] folgt piNk[y1, ..., ¥n] G pic1iNk[y1, ..., Yn)
mit Proposition Wir folgern h; < h;11. Also muss [ < n sein. O
Satz 8.5.2 (Dimension als Transzendenzgrad). Sei k ein Kéorper und sei A eine endlich
erzeugte k-Algebra. Dann ist
dim A = trdeg(Q(A) | k).

Beweis. Nach Noether-Normalisierung existieren y1, ..., ¥y, € A, algebraisch unabhéngig
iiber k, so dass k[y1,...,yn] C A ganz ist. Mit Propositionen [8.3.9/ und [8.5.1} ist

dim A = dimk[y1,...,yn] = n.

Allerdings ist n = trdeg(k(y1,. .., yn)|k) und k(y1,...,yn) € Q(A) algebraisch. Deshalb
ist n = trdeg(Q(A) | k). O
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